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Nähere Angaben über obige Werke befinden sich in meinen „Mitteilungen" 
bzw. mathematischen Katalogen, die ich zu verlangen bitte. Verlagsanerbieten 
für die Sammlung werden mir jederzeit willkommen sein. 
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VI, Abschnitt. 

Transzendente Kurven. 

Erstes Kapitel. 

Emleitiuig, Die panalgebrusclieii Kurven. 

174. Alle diejenigen Kurven, die man nicht dnrch eine algebra- 
ische (ganze, rationale) ffleichung zwischen den kartesischen 
Koordinaten x, y ihrer Ponkte darstellen kann, nennt man tran- 
szendente Kurven, unter den nicht algebraischen Kurven verdienen 
diejenigen einen abgesonderten Platz, bei deren Gleichung die linke 
Seite ein Polynom in. Xy y mit irrationalen Exponenten ist; diese 
tragen nach einem Vorschlage von Leibniz den Namen inter- 
szendente Kurven^), und sie bezeichnen gewissermaßen den Übergang 
zwischen den algebraischen und transzendenten Kurven; als Beispiel 
sind uns schon (Bd« I, S. 347) die interszendenten Parabeln b^^net* 

Jener Teil der Theorie der algebraischen Kurven, der die in bezug 
auf eine projektive oder Oremonasche Transformation invarianten 
Eigenschaften betrifft (Polaren- Theorie, ko Variante Kurven, Plückersche 
Charakteristiken, Geschlecht, adjungierte Kurven, usw.) hat bis heute 
kein Gegenstück in der Theorie der transzendenten Kurven; dagegen 
ist die ganze metrische Theorie der Kurven (Konstruktion der Tan- 
genten des Krümmungskreises, Quadratur, Bektifikation usw.) durch- 
aus auf die transzendenten Kurven anwendbar, da sie von der Annahme, 
daß die Gleichung algebraisch sei, nicht abhangt. 

Ferner hat KBrocard (Interm^iaire V, 1898 S.99 und Xyi,1909 
S. 220) zweimal die Frage aufgeworfen, ob es bei den transzendenten 
Kurven Punkte ^be, die den Brennpunkten der algebraischen analog 
wären. In der Antwort darauf haben der Verfasser und E. Dubois 
(das. XYII, 1910, S. 10—13) bemerkt, daß die von Plücker gegebene 
Definition auch auf die transzendenten Kurven anwendbar sei, und 
an einigen Beispielen (der Sinus- und logarithmischen Kurve) gezeigt, 
wie sich die Koordinaten solcher Brennpunkte bestimmen lassen. 

1) YgL G, Gramer, Introditelion ä Vandlyse des eawrhea lignu (üg^friques 
(Gen^e, 1760) S. 8; dort ist als Beispiel angef&hrt: y^^+ y ^ x. 

Lorlft, BlMue Karren. 8. Aufl. n. 1 



2 VI. Abschnitt : Transzendente Eniren. 

Eine Singniaritat dagegen , die nur bei transzendenten Kurven 
möglich ist^ ist der sogenannte asymptotische Punkt, d. h. ein solcher 
Punkt, den die Eurre in immer enger werdenden unendlich vielen 
Windungen umlauft; dabei kann aber das von einem bestimmten 
Punkte an gerechnete Stück der Kurve bis zu dem asymptotischen 
Punkte dennoch eine endliche Länge haben. Eine transzendente Kurve 
kann sogar unendlich viele solcher Punkte haben. 

Wenn man sich an den (Gebrauch kartesischer Koordinaten halt, 
so erweisen sich die algebraischen und transzendenten Kurven als 
völlig heterogene geometrische Figuren; wendet man dagegen andere 
Koordinatensysteme an, so verschwindet dieser unterschied in vielen 
Fallen. So haben wir z. B. in Nr. 134 gesehen, daß die Gleichung 
in Polarkoordinaten q ^ R-bul [im bei Yariierung des Index ii unzahlig 
viele Kurven darstellt^ die algebraisch oder transzendent sind, je nachdem 
II rational oder irrational ist, die sich jedoch vieler gemeinsamer Eigen- 
schaften erfreuen; dies beweist, daß man in einem solchen Falle 
— sowie in vielen anderen ähnlichen — von kartesischen Koordinaten 
abzusehen und sich anderer Koordinaten zu bedienen hat, die mehr ge- 
eignet sind, die eigentliche Natur der verschiedenen bekannten tran- 
szendenten Kurven auszudrücken. Diese Ansicht ist so verbreitet, daß 
man Versuche gemacht hat, Theorien aufzustellen für die Kurven, die 
durch eine algebraische Gleichung dai^esteUt werden, wenn man 
Polarkoordinaten anwendet, oder für bipolare oder natürliche Ko- 
ordinaten usw. Da man jedoch auf diesem Wege noch nicht einmal 
dahin gelangt ist, die Fundamente für eine allgemeine Theorie der 
transzendenten Kurven zu legen^), so hat man versucht, sie mit algebra- 
ischen Kurven zu verknüpfen, damit die ungemein reichen Kenntnisse, 
die man von diesen besitzt, auch auf jene ihr Licht werfen mögen; 
das sie verknüpfende Band wurde durch die Theorie der Differential- 
gleichungen hergestellt, und es sollen die erhaltenen Resultate hier 
zusammengestellt werden.*) 

Die meisten der bisher betrachteten transzendenten Kurven erfreuen 
sich der Eigenschaft, daß für jeden ihrer Punkte der Neigungs- 

koefBzient der Tangente (^ ™ y' ^ rechtwinkligen kartesischen Ko- 

ordinatenj die Wurzel einer algebraisclien Gleichung ist, deren Ko- 



1) und dae wird auch nicht möglich sein, solange der Begri£P ,, transzendent^* 
ein negativer ist. (Bern. d. Übers.). 

2) Für das Folgende s. Fonret, Memoire sur les sysUmes gin4raux de 
cawrhes planes, fügibriques au tranacendentes, ddfinis par deux eharactSristiques and 
Sur les courbes planes transcendentes susceptibles de faire partie d'un sysUme fi, p 
(Bnll. Soc. math. France II, 1878/74); Glebsch-Lindemann, Vorlesungen über 
Geometrie I. (Leipzig, 1876) VII. Abt. IV. Kap.; G. Loria, Le curve panalgebriche 
(Prager Ber., 1901; Le matem. pure ed applicate, II 1902.) 
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efBrienten ganze Polynome in Xp y sind; mit anderen Worten: jede 
derartige Enrve ist die Integralkurve einer irrednzibelen Differential* 
gleichung (erster Ordnung) von folgendem Typus 

WO die fofftfftf ' 'tfn M Polynome ohne gemeinsamen Faktor sind; 
wir werden in diesem Abschnitt sehen, daß zn dieser Klasse fast alle 
transzendenten Enrven gehören, die einen besonderen Namen erhalten 
haben, ausgenommen die Elothoide, die Eolersche Eorre, die Linien 
Ton Mercator, die Eettenlinie gleichen Widerstandes, die Lemniskatrix 
und die Additions- und Subtraktions- logarithmische Eurre. Da sich 
nun der oben erwähnten Eigenschaft auch alle algebraischen Eunren 
erfreuen, so können jene transzendenten Eurven als eine Verall- 
gemeinerung derselben angesehen werden. Wir haben sie daher mit 
dem Namen panalgebraische Kurven bezeichnet; n wollen wir 
ihren Grad nennen, und v, den höchsten Gh^ der Polynome 
fo}fv'''ffn9 ihren Rang. Wir wollen nun zeigen, daß die pan- 
algebraischen Eurven eine Reihe von Eigenschaften besitzen die ganz 
analog den bekannten der algebraischen Eurven sind. 

Mit u und v bezeichnen wir die Plückerschen Eoordinaten der 
Tangente im Punkte (rr, y) einer panalgebraischen Eurve, die der 
Gleichung (1) genügt; die Ableitungen nach x wollen wir im all- 
gemeinen durch Akzente ausdrücken. Dann haben wir ersichtlich 

•y' -1 

tt« — - — j; t; = 



— f 



y-xy*' " y-xy'^ 
daraus folgt: 

y v' ^ (y-xy'y' ^ {x-^xyy u' \du) y 

und daher 

dv du 

"™ udv — V'du^ ^"u'dv — vdu 

Setzen wir nun in die Gleichung (1) für x, y, y' die eben als Funk- 
tionen Yon 1« und v gefundenen Werte ein, so erhalten wir: 

'§(^-iy^-r.^.f^(^z^, ^^)^0 . (2) 

r=:0 

Nun ist dies eine Differentialgleichung in u und v von analoger Be- 
schaffenheit wie (1), aber vom Grade v. Dies zeigt uns, daß die 
panalgebraischen Eurven in ähnlicher Weise wie die algebraischen, 
zweier zueinander dualer Definitionen fähig sind, oder anders gesagt, 
man kann aussprechen den folgenden 

1* 



4 VI. AbBchnitt: TianBzendenie Küiren. 

Satz I. Eine pamalgebraische Kurve kann ebensowohl als Pnnkt- 
ort als anch als Enveloppe von Tangenten angefaßt werden. 

Die Betrachtung der Differentialgleichung (1) fuhrt auch sehr 
leicht zur Erkenntnis der geometrischen Bedeutung der Zahlen n und 
V] man findet nämlich als 

Satz n. In einer Schar panalgebraischer Kurven vom Grade n 
und vom Bange v finden sieh n Kurven, die durch einen beliebigen 
Punkt der Ebene gehen, und v, welche eine gegebene Gerade der 
Ebene berfihren. 

Dieser Satz ist schon enthalten in einem allgemeinereD, nämlich 
in folgendem: 

Satz lU. In einem System panalgebraischer Kurven vom Grade 
n und vom Bange v gibt es mv + nii Kurven , die eine algebraische 
Kurve von der Ordnung m und der Klasse ii berfihren« 

Um diesen Satz zu beweisen, konnte man die Methoden der 
abzahlenden Geometrie herbeiziehen^), aber man kann auch folgender- 
maßen verfahren: Es sei 

<jp(a?,y)-0 (a) 

die Gleichung einer algebraischen Kurve von der Ordnung m mit d 
Doppelpunkten und k Spitzen, so daß demnach ihre Klasse 

li^m(m— 1) — 2d — 3i 

ist Wird diese nun im Punkte (Xy y) von einer Kurve des betrach- 
teten Systems berührt, so wird die Gleichung derselben befriedigt, 
wenn man darin setzt 

^ dx' dy 

sie wird daher sein 



r=n 

2'- 

r=0 



(-i)'M*,y)(lir'-0-o . • • • W 



Sie zeigt, daß die Berührungspunkte der gegebenen Kurve mit den 
Kurven des gegebenen Systems die den Kurven (a) und (ß) gemein- 
samen Punkte sind, falls sie für die erste nicht singulär sind. Nun 
stellt offenbar Gleichung (ß) eine Kurve von der Ordnung v + n (m -- 1) 
dar, die in jedem Doppelpunkte von (a) einen n-fachen Punkt hat, 
in jeder Spitze einen n-&chen mit in die Spitzentangente zusammen- 
fallenden Tangenten. Demnach haben (a) und (/3) gemeinsam 

mv + nm{m — 1) 

Punkte, von denen 2dn in die Doppelpunkte und 3A;n in die Spitzen 
von (a) fallen. 

1) Ygl. H. Schubert, Abzählende Geometrie (Leipzig, 1879) S. 51. 
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Die noch yerbleibenden 

JV = mi/ + nm{m — 1) — 2nd — 3nÄ = wi/ + w{w(m — 1) — 2d — 3fc} 

Schnittpunkte entsprechen ebenso vielen Kurven des Systems, die die 
(tt) berühren. Da man nun ersichtlich auch schreiben kann 

N = mv + nft, 

so ist der Satz bewiesen. 

Sind X, Y die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Tangente 
an die Integralkurve (1) im Punkte (x, y) so ist die der Tangente 
selbst 

^-y ^^y (3) 

Eliminiert man aus dieser Gleichung und (1) ^, so findet man 

^fr(x,y)-{Y~yr-'.[X-xr^O .... (4) 



Betrachtet man hierin x^ y als gegeben, X, Y als variabel^ so stellt 
sie insgesamt die Tangenten im Punkte {x^ y) an die n Integralkurven 
von (1) dar, die durch diesen Punkt gehen. Betrachtet man hingegen 
X, F als gegeben, so wird sie durch die Koordinaten x, y eines 
beliebigen Punktes der Ebene befriedigt, von der Art, daß die Tan- 
genten daselbst an eine der entsprechenden Integralkurven durch den 
Punkt (X, Y) gehen; mit anderen Worten: Gleichung (4) stellt den 
geometrischen Ort der Berühnmgspunkte der von (X, Y) an eine 
beliebige der Gleichung (1) befriedigenden panalgebraischen Kurven 
dar. — Beachtet man femer, daß die Gleichung (4) eine Kurve 
(n + i/)*** Ordnung darstellt, die n-mal durch den Punkt (X, Y) geht, 
so schließt man auf die beiden zueinander dualen Sätze: 

Satz lY. Die Berttlirungspunkte der von einem beliebigen Punkte 
an eine panalgebraische Kurve vom Grade n und vom Bange v 
gezogenen Tangenten liegen auf einer Kurve von der Ordnung v + n, 
die jenen Punkt als n- fachen Punkt hat.^) 

Satz y. Die Tangenten in den Punkten einer panalgebraisehen 
Kurve vom Bange v und vom Grade ti, in denen sie von einer 
beliebigen Geraden geschnitten wird, gehSren einer Kurve von der 
Klasse n + v an, die jene Gerade lüs i^-fache Tangente hat 

Für jeden Punkt (X, 7) der Ebene einer algebraischen Kurve ist 
somit eine Kurve bestimmt, die in bezug auf jene denselben Dienst 
leistet, wie die Polare eines Punktes in bezug auf eine algebraische 
Kurve, und daher die Parapdare jenes Punktes heißt. Wenn die 



1) Betreffs einiger Spezialfälle dieses Satzes s. P. H. ächonte, Interm^diaire 
m, 1896, 8. 7. 
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panalgebraische Kurve als Integralkorve einer DiflEerentialgleiohang 
zwischen den kartesisohen Koordinaten x, y bestimmt ist, so liefert 
die Gleichung (4) sogleich die Darstellung der Parapolare. Ist hin- 
gegen jene Karre in Polarkoordinaten gegeben, so kann man die 
der Parapolare auch, ohne zu kartesischen Koordinaten überzugehen, 
auf folgende Weise erhalten. Es sei P(P, Q) ein beliebiger Punkt 
der Tangente im Punkte Jlf ((», o) an die betrachtete Kurre; ist fi der 
Winkel zwischen dem Vektor OM und der Tangente MPy so folgt 
aus dem Dreieck MOP, daß 

\y) 



ainii nn(fi-|-A — o) 

Nun wird diese Gleichung, wenn man P und Q als gegeben annimmt, 
befriedigt durch die Polarkoordinaten aller und nur solcher BerQhrungs- 
punkte der Tangenten, die von P an die gegebene Kurre gezogen sind; 
also ist (5) die Polargleichung der Parapolaren des Punktes P. 

Die Ordnung der Parapolaren eines Punktes in bezug auf eine 
panalgebraische Kurve erfahrt meistens bemerkenswerte Reduktionen, 
wenn der Pol sich im unendlichen befindet. Es ergibt sich nämlich aus 
Gleichung (1), daß der Ort der Punkte (x, y) in denen die Tangenten 
an die ent«,re«jheiiden Integrallnirven mit der X-AcliBe den Winkel 
a bilden, eine Gleichung hat, die man erhalt, wenn man in der 

genannten Gleichung ^ ** tg a setzt; der Ort selbst hat daher folgende 
Gleichung: 

r=fi 

2frix,y)ig—'a~0 (6) 

Er ist daher eine algebraische Kurve, deren Ordnung im allgemeinen 
gleich dem Bange der gegebenen ist, und den man die Paradiameirale 
in bezug auf die durch a definierte Richtung nennen kann. Wäre die 
Kurve in Polarkoordinaten gegeben, so kann man die allgemeine 
Gleichung der Paradiametralen folgendermaßen erhalten: Ist M ((», co) 
ein Punkt jener Kurve, in dem die bezügliche Tangente mit der 
Polarachse den Winkel a bildet, und hat fi die oben angegebene Be- 
deutung, so ist /i » a — (D, oder tgfi — tg(a — co), und daher ist 

*§f -tgC«-"') (7) 

die Gleichung der Paradiametralen, die dem Winkel a entspricht, wenn 
man die Differentialgleichung berücksichtigt, die q und a miteinander 
verknüpft. 

Eine interessante Eigenschaft der panalgebraischen Kurven ergibt 
sich aus einem Fundamentalsatz über die singulären Lösungen der 
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Differentialgleichungen erster Ordnung, den man Darboux rerdankt.^) 
Dieser Satz besagt, daß man durch Elimination von y^ aus den beiden 
Gleichungen 

P-O' ff-O (8) 

die Gleichung des Ortes der Spitzen der Integralkurven der Gleichung 
(1) erhalt Nun ist die resultierende Gleichung algebraisch, und auf 
dem Orte liegen insbesondere auch die Spitzen einer jeden beliebigen 
unter jenen Integralkurven; man schließt daher den 

Satz YL Die Spitzen einer panalgebraischen Kurve liegen auf 
einer algebraischen. 

Hierzu können wir wegen der Dualität (vgL Satz I) hinzufCLgen den 

Satz YIL Die Wendetangenten einer panalgebraischen Kurve 
berUiren eine algebraische Kurve. 

Jede „algebraische^ Berührungstransformation, wie sie durch 
Gleichungen vom Typus 

9(y, y, y'; ^u Vu Vi) - O; xi^> y? y'; ^u yu y/) - o. 

H^,y,y'y ^i;yi;yi')=-o 

definiert wird, wo % %, fff ganze, rationale algebraische Funktionen der 
Koordinaten x, y, y' und x^, y^, y^ der beiden sich entsprechenden 
Linienelemente sin^ verwandelt offenbar die Differentialgleichung (2) 
in eine andere von demselben Typus, verwandelt daher jede Integral- 
kurve von (2) in eine andere analoge; daraus geht hervor der 

Satz yni. Jede panalgebraische Kurve wird durch eine Be- 
rBlimngstransformation in eine andere umgewandelt. 

So sind z. 6. alle Parallelkurven, Fußpunktkurven, Inversen einer 
panalgebraiscben Kurve wieder panalgebraisch. 

Die orthogonalen Trajektorien der cx)^ Integralkurven der Differential- 
gleichung (2) genügen der Differentialgleichung 

2'(-i)'/'r(*,y)©=o (9) 

und da diese dieselbe Form hat wie (2), so besteht folgender 

Satz IX. Die orthogonalen Trajektorien einer Schar pan- 
algebraischer Kurven sind ebenfiills panalgebraisch und von demselben 
Orade und Bange. 

Die Parapolarkurven der Punkte der Ebene in bezug auf eine 
panalgebraische Kurve besitzen jede eine bestimmte Zahl singulärer 

1) 8ur lea soluHons singulUres des ^ations aux derivies ordinaires du premier 
ordre (Bnll. Sc. math. astr. lY, 1878), ygL £. Picaid, Tratte d'cmalyae lU. (PariB, 
1896) S. 47. 
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(fester oder auch von Kurve zu Kurre variabeler) Punkte von be- 
stimmter Yielfachheit. Es wird daher im allgemeinen cx>^ Parapolaren 
geben^ von denen jede wenigstens einen Doppelpunkt mehr hat; 
daher kann man (von der Analogie geleitet) den Ort der Punkte auf- 
suchen, die außer dem gewohnlichen noch einen Doppelpunkt haben, 
ebenso den geometrischen Ort dieser Doppelpunkte. Diese beiden 
Orte kann man, wegen der Analogie, die sie mit jenen Eovarianten 
einer algebraischen Kurve, die den Namen Steiners und Hesses 
tragen, als die Para- Steiner sehe und die letztere als Para- 
Hessesche bezeichnen. Dann kann man leicht beweisen den 

Satz X. Die Para-Steinersche und Fara-Hessesche einer pan- 
algebraischen Kurve sind algebraisch. 

Damit nämlich die durch die Gleichung 

dargestellte Kurve, welche ja die Parapolare des Punktes (X, T) ist, 
einen Doppelpunkt in (x, y) habe, müssen außer der Gleichung (10) 
noch die beiden folgenden bestehen: 

r = n 
r=0 



l^iY-yY-r.iX-xy-rfr(Y-yy-'r.iX-xy-^]~0, 



r=n 



(U) 



2;[^^iT-yy-r.(X-x)r-(n-r)friT-yy-r-^.(X-xy}''0. 

r=0 

Eliminiert man aus (10) und (11) X und 7, so erhalt man die Gleichung 
der Para -Hesseschen, dagegen x, y, die der Para-Steinerschen. Diese 
Elimination ist im allgemeinen zwar nicht ausführbar, jedenfalls aber ist 
sicher, daß in beiden Fällen das Resultat eine algebraische Gleichung 
sein wird (von der man auch durch Anwendung bekannter Sätze aus 
der Algebra den Grad bestimmen kann), womit der Satz bewiesen ist. 
Die Elimination von X, Y aus (10), (11) laßt sich aber ausführen, 
wenn f^^f^^f^^ - - - =/*,^_i — ist; in dem Falle nämlich stellen 
sich jene Gleichungen in folgender Form dar 

/o.(r-y)«+/n-(X-a:)»-0; (10) 

||.(r-y)«4.|^.(Z--a:)--n/o.(r--y)-^J 
Schreibt man die beiden letzteren wie folgt, 

so erkennt man, wenn man sie mit der ersteren kombiniert, daß sie 
werden zu 
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dx 



fn 
dfn 

dx 






fn 

dfn 



fo 






erheben wir diese in die n^ Potenz, wenden von neuem Qleichnng (11) 
an, 80 erhalten wir 



N=f. 



f. 



fn 

dfn 



dx dx 



+ fn 



fn 

dfn 



fo 



oy dy 







(12) 



als Gleichung der Para- Hesseschen der gegebenen panalgebraischen 
Eiure sowohl als auch aller derjenigen, welche der oben gekenn- 
zeichneten Differentialgleichung erster Ordnung Genüge leisten. 

Wenn man, was noch spezieller ist, n •» 1 setzt, und der Ein&ch- 
heit wegffli fn'^^f /o^^ setzt, so wird die vorige Gleichung 



H 



9 

dtp 

dx 
~Sx 



rl; 
dip 

di) 



Sy 



* 







(13) 



Man beachte nun, daß man sich die Gleichung der Para-Hesseschen 
einer panalgebraischen Kurve immer in dieser Form geschrieben 
denken kann. Lost man nämlich die Differentialgleichung (2) auf 

nach y' '^ -^f so erhalt man ein Resultat von folgender Gestalt 



dx 



dy ^ y 
dx ip 



(14) 



WO q> und ^ bestimmte, immer endliche Funktionen von x sind, 
sucht man nun die Bedingung dafür, daß die Parapolare des Punktes 
(X, 7), nämlich die Kurve 

einen Doppelpunkt habe, so findet man in der Tat die Gleichung (13). 
Diese Bemerkung führt uns zur Entdeckung einer anderen wich- 
tigen Eigenschaft, die allen panalgebraischen Kurven gemeinsam ist. 
Differenzieren wir die Gleichung (14), so finden wir 

d*y ^(^l!-^gl)-^(^l|-^lf) 



dx' 



das will besagen, daß 



d^y 
dx* 
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Aus diesem Ausdrucke geht hervor, daß ftr alle Punkte , in denen 
//-O, ^4.0, auch g-0 ist, daher sind diese Punkte für die 
Integralkurven der betrachteten Differentialgleichung Wendepunkte. 

daher muß, weil ^ immer eine endliche Funktion ist, // » sein. 
Es liegen daher auf der Para- Hesseschen die Wendepunkte aller 
(speziell einer jeden) der betrachteten Integralkurren. Wir schließen 
somit den 

Satz XL Die Wendepunkte jeder panalgebraischen Kurve lie^n 
auf einer algebraischen Kurve* 

Und wegen der Dualität (s. Satz I) können wir auch schließen auf 
den folgenden 

Satz XII. Die Spitzentangenten jeder panalgebraischen Kurve 
berfihren eine algebraische Kurve. 

Aus XI ergibt sich eine bequeme Meihode, die Gleichung der 
Para-Hesseschen einer panalgebraischen Kurve zu finden. Wenn 
diese nämlich in kartesischen Koordinaten definiert ist, so braucht 

man nur einen Ausdruck für j-^ herzuleiten und gleich Null zu 

setzen, nachdem man die transzendenten Funktionen vermittelst der 
Kurvengleichung eliminiert hat Ist dagegen die Kurve durch eine 
Gleichung in Polarkoordinaten definiert, so genügt es, die Gleichung 

i+m-o m 

zu berechnen und sie dann vermittels der Gleichung der gegebenen 
Kurve so zu reduzieren, daß sie algebraisch erscheint. 

Die bislang angestellten Betrachtungen zeigen uns, daß die pan- 
algebraischen Kurven enge mit der Betrachtung einer ziemlichen 
Zahl algebraischer Kurven verknüpft sind. Aber die angeführten 
sind nicht die einzigen, die man betrachten kann. Beachtet man, 
daß uns der Satz YII beweist, daß man in den meisten Fällen bei 
den dargelegten Entwickelungen an Stelle der Tangenten auch die 
Normalen setzen kann, so führt uns die gleichzeitige Betrachtung der 
einen sowohl wie der anderen zu wichtigen Bemerkungen, wie sich 
aus folgendem ergibt: 

Wir nehmen in der Ebene einer panalgebraischen Kurve, die der 
Differentialgleichung (2) genügt, einen beliebigen Punkt P (Xq, y^) 
an. Dann werden die Punkte der Kurve, deren Tangenten durch P 
gehen, durch die Gleichung 

i^i-y' w 
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definiert werden. Die Normale in einem dieser Punkte (x, y) hat 
die Gleicshong (X _ a.) + (F - y)y' - 0, 

daher sind . . 

ihre Koordinaten. Demzufolge ist 

y'^l . . . (17), ux + vy +1^0-, . . . (18) 

infolge Yon (17) wird dann Gleichung (16) 

vx — uy^vxQ — uy^ (19) 

und diese kombiniert mit (18) liefert folgende Werte 

tf + v(uy. ~ vx.) v + ujvx^ - tf yp) ^ (20) 

Setzen wir in (2) die Werte von (17) und (20) ein, so finden wir 



r=0 



^^^u+^u^-«^, - - + «>»^-«>y*) )(ip-0 (21) 



Da nun diese Gleichung in u und t; algebraisch ist, so ist der Beweis 
erbracht fQr folgenden 

Satz XIII. Die Normalen einer panalgebraisehen Kurve in den 
Punkten, in denen sie von den Strahlen eines StraUenbftsehels be- 
rUurt wird, sind slmtlieh Tangenten einer und derselben algebraischen 
Kurve. 

Ein Spezialfall dieses Satzes war zur Zeit schon bekannt, indem 
Juel bemerkte, daß die Normalen einer Epi- (oder Hypo-) Zykloide 
in den Punkten, in denen sie von den Strahlen eines Strahlenbüschels 
berfihrt wird, alle denselben Kegelschnitt berühren. 

limlich kann man beweisen den folgenden 

Satz XIY. Die Tangenten einer panalgebraischen Kurve in 
den Punkten von der Art, daß die entsprechenden Normalen durch 
einen Punkt gehen, sind zugleich Tangenten einer algebraischen 
Kurve. 

Die bisher bekannten transzendenten Kurven, die nicht panalgebraisch 
sind, sind noch so wenig zahlreich, daß es als verfrüht und unklug 
erscheinen muß, schon jetzt ein Kriterium für ihre Klassifikation 
aufzustellen. Dennoch scheint es uns nützlich zu sein, bevor wir 
schließen, auf einen Begriff hinzuweisen, auf den man zurückgreifen 
konnte, um wenigstens einige von diesen unterzubringen. Sowie man 
alle die transzendenten Kurven, bei denen die Berührungspunkte der 
von einem beliebigen Punkte der Ebene gezogenen Tangenten auf 
einer algebraischen Kurve liegen, in eine erste Klasse zusammen- 
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faßt, 80 könnte man eine zweite Klasse bilden von solchen, bei 
denen jene Punkte auf einer panalgebraischen Enrre liegen; dann 
eine dritte Klasse, bei denen jene Punkte auf einer Eurye der 
zweiten Klasse liegen usw. Diese neuen Kurven genügen einer 
Differentialgleichung von höherer als der ersten Ordnung, deren 
Koeffizienten ganze, rationale Funktionen von Xy y sind. 

175. Einige der Begriffe, die wir schon zur Gewinnung neuer 
algebraischer Kurven in Anwendung sahen, wurden auch, und zwar 
mit gutem Erfolge angewendet, um neue transzendente Kurven zu 
erhalten. Vor allem war der Gfedanke, die Eigenschafben der Kegel- 
schnitte zu verallgemeinem, auch fOr den Zweig der Geometrie, den 
wir jetzt behandeln, ergiebig an Resultaten; folgendes Beispiel möge 
dies zeigen. 

Bekanntlich bilden die Tangenten in einem beliebigen Punkte 
eines (zentrischen) Kegelschnittes mit den zu den Brennpunkten ge- 
zogenen Vektoren gleiche Winkel; daß diese Eigenschaft für die 
Kurven zweiter Ordnung charakteristisch ist, wurde von Euler be- 
wiesen.^) Dies führte G. Bellavitis zu folgender Aufgabe: Eine 
Kurve zu finden derart, daß die Tangente in einem beliebigen 
ihrer Punkte mit den Verbindungslinien dieses Punktes mit 
zwei festen Punkten Winkel bilden, deren Differenz konstant 
ist Wenn diese Konstante von Null verschieden ist, so sind die 
entsprechenden Kurven transzendent; sie wurden von Bellavitis 
durch die Methode der Äquipollenzen^, und von S. R. Minich durch 
das gewöhnliche, durch die Integralrechnung vorgeschriebene Verfahren 
bestimmt.') Übrigens, wenn A und B die festen Punkte und d die 
konstante Differenz ist, so ist leicht einzusehen, daß die gesuchten 
Kurven nichts anderes sind, als die Trajektorien des Winkels d in dem 
Systeme der Kegelschnitte, die A und B zu Brennpunkten haben; 
von diesem Gesichtspunkte aus ist die Aufgabe des Bellavitis von 
G. Mainardi gelöst worden^), und da seine elegante Lösung in einem 
sehr bekannten Werke von Boole^) zu finden ist, so dürfen wir uns 
auf die Anführung desselben beschränken. 

Eine andere Quelle transzendenter Kurven entspringt der geo- 
metrischen Darstellung der trigonometrischen und ihnen verwandter 



1) SoJutio irittm problemahum cUfficüiorum ad methodum tangentium inversam 
pertinentium (M^m. Acad. St. P^terabourg, X, 1821—1822). 

2) Saggio d^applieazume del ealcolo dette egtUpoUense (Ann. Scienze Regno 
Lombardo-Yeneto, Y, 1886). Ygl. auch Sposieione del metodo deUe equipcllenze 
(Mem. Soc. Ital. Scienze, XXY, 2» Parte, 1864). 

5) Soltunone d'un pröblema dt geometria reloHvo cd metodo inverao dette Um- 
genÜ (Ann. Sciense Begno Lombarde -Yeneto, YII, 1837). 

4) SuUa integrasione deüe eguaeumi di/feremiäli (Annali Sc. matem. fis. I, 1860). 

6) A treatise on differentM eqwitums (lY. Anü., London 1877) S. 234—261. 
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Funktionen (Eap. 2). Eine noch reichere Quelle bietet sich bei der 
Untersuchung der Quadratur des Kreises dar; wir werden daher den 
Quadratrixkurven das dann folgende Kapitel (3) widmen. Eine berühmte 
Yon Archimedes entdeckte Kurve sowie alle, die durch Ver- 
allgemeinerung ihrer Definition erdacht wurden, werden uns einen 
ziemlichen Teil dieses Abschnittes hindurch (Kap. 4 — 7) beschäftigen. 
Einen noch größeren Teil (Kap. 8 — 13) nehmen die Untersuchungen 
ein über die Eigenschaften derjenigen Kurven, die (ähnlich wie die 
vorher betrachteten) durch geeignete Kombinationen spezieller Be- 
wegungen erzeugt werden. Darauf werden wir die hauptsächlichsten 
Kurven behandeln, zu denen man bei der Auflösung von Aufgaben 
gelangt ist, die demjenigen Gebiete angehören, das die ersten Analytiker 
„methodus tangentium inversa^' nannten (Kap. 14 — 16). Die geo- 
metrische Darstellung einiger wichtiger Funktionen, welche die Ana- 
lysis bietet, wird uns in Kap. 17, 18 beschäftigen; einige der so ent- 
stehenden Kurven sind beachtenswert durch ganz außergewöhnliche 
Singularitäten, an die man früher keineswegs gedacht hatte. Zwei 
andere Gruppen von Kurven wurden bei der Untersuchung gewisser 
geometrischer Transformationen gefanden (Kap. 19, 20). Becht zahl- 
reich sind solche, zu denen die mathematische Untersuchung gewisser 
Naturerscheinungen führt (Kap. 21 — 25); wir werden so die wich- 
tigsten physikalisch -mathematischen Kurven kennen lernen und sehen, 
daß sie auch beachtenswerte geometrische Eigenschaften besitzen. 
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176« Wir bezeichnen mit trigonometrischen Kurven die durch 
folgende Gleichungen dargestellten 

y «=• 6 • sin — • • • (1) v "- 6 • tff — • • • (2) v -" 6 • sec — ... (3) 

a "^ ° a »^ a 

^»2»cos— • • • (4) y ^h-ctft— • ' • (5) t/»2»*cosec— • • • (6) 

wo a und b Konstanten sind, die immer als positiv angenommen 

werden können.^) Da, wenn man rc » -r x^ setzt, man von den 

1) Ibnen analog sind clie dnrch 

y = h'Sn-n y = h-cn-^ y - hdn- (vgl. Kap. 12) 
a a a 

wiedergegebenen Eiuven, welche die Jaoobischen eUiptischen Funktionen geo- 
metriBch darstellen; die erste konnte man elliptische Sinnsoide nennen. Für 
analytische Zwecke wurde durch J.Gomes Teizeira (Mem.Acad. Madrid XYIII, 
1897, S. 96; Joum. f. Math. CXVI, 1897, S. 16; Obras Y, S6) auch die Kurve 
I sin (d? + iy) \ -» c untersucht. 
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drei ersten der Reihe nach za den drei letzten gelangt^ so genügt es, 
jene drei ersten zu nntersuchen. Im Falle a » 2» » 1 dienen sie dazu, 
die gewöhnlichen trigonometrischen Funktionen geometrisch dar- 
zustellen und können trigonometrische Earven im engeren 
Sinne genannt werden (s. Taf. I, Fig. 1, wo die ersten drei Eunren 
stark, die letzteren schwach ausgezogen, gestrichelt bez. punktiert sind); 
da man sie aber auch in folgender Weise schreiben kann 

a; — aarcsin^^ a?»-aarctg^i x — aarosec-|9 

^»aarccos^i a? » aarcctg^? 2; — aarccosec^? 

so können sie auch dazu dienen, die Umkehrung der trigonometrischen 
Funktionen, die zyklometrischen Funktionen darzustellen, wenn 
wieder a » & » 1. Variiert man die Eonstanten a und b, so erhalt 
man Eurven, die einander affin sind. 

Diese Eurven sind wohl die einfachsten und bekanntesten 
transzendenten Linien. Denen vom Typus (1) werden wir alsbald 
begegnen, nämlich als Tschimhausens Quadratrix und später als Be- 
gleitkurve der Zykloide; jene entspricht dem Falle a^2xby diese dem 
a » &. Die sehr einfachen geometrischen Beziehungen, die zwischen 
den durch Variation der Eonstanten a und b entstehenden 00' ver- 
schiedenen Eurven (1) bestehen, erlauben uns, diese als im wesent- 
liehen identische Eurven anzusehen; somit erklärt es sich, wie Wallis 
behaupten konnte: „Et Gallorum socia Gycloidis est ea Gurva, quae 
(mihi) terminat Sinuum rectorum^^), jede ist dieselbe Linie, die 
Leibniz die linea sinuum') und die man heute, etwa nach 
B^lidor*), die Sinuskurve, Sinuslinie, oder Sinusoide 
nennt, wogegen die Eurve (4) die Eosinusoide heißt Man kann 
dieselbe auch erhalten, wenn man einen EreiszyUnder mit einer belie- 
bigen Ebene schneidet und die Oberfläche auf eine Ebene abrollt^), auch 
als Orthogonal-Projektion einer Schraubenlinie auf eine zur Zylinder- 
achse parallele Ebene. Sie tritt femer auf in der mathematischen 
Theorie der Schwingungen speziell in der Akustik, wo sie die har- 
monische Eurve genannt wird^); zu unrecht wurde sie dagegen 
mit der G^talt, die eine schwingende Saite annimmt, identifiziert*); 
von Ästhetikern wurde sie auch als die Schönheitslinie bezeichnet^ 

1) Brief an Leibniz vom 6. April 1697 {Leibnie, ed Gerhardt, lY, S. 18). 
8) Brief an Hnjgens vom 4^14. September 1694 (a. a. 0. 13, S. 196). 
S) La science des ingSnieurs (Paris, 1729). 

4) G. Loria, Le scienze esatte nelV antiea Orecia, Lib. I n. 67 Note (Mo- 
dena, 1893). 

5) Lord Raleigh, The Theory of Sound L (2. Aufl., London 1894) S. 21. 

6) M. Cantor, Vörlestmgen Über Geschickte der Maih. III. (2. Aufl., Leipzig 
1901) S. 232. 

7) M. 8. The analysis ofheauty [1758) von dem englischen Maler W. Ho gar th. 
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Die Gleichung der Tangente im Punkte (rr, y) der Kurve (1) ist 

macht man diese Gleichung rational, so sieht man: Die Berfihnings- 
pnnkte der von einem Punkte ihrer Ebene an die Sinnsknrve gezogenen 
Tangenten gehören einer Kurve vierter Ordnung an, fttr welche 
jener Punkt ein Doppelpunkt ist; daraus folgt dann: Jede Sinus- 
kurve gehört einem System an mit den Charakteristiken fi = 2, v = 2. 
Eine leichte Rechnung beweist, daß 2 ab die Flache ist, die von 
der rc-Achse und dem durch zwei aufeinanderfolgende Schnitte der 
Kurve mit der Achse begrenzten Bogen umschlossen wird. Die 
Rektifikation der Sinuslinie hängt von elliptischen Funktionen ab.^) 
Schließlich sei bemerkt, daß die Punkte 

x^(2Jc + ^)x, y«T/2 + log(}/2-l) 

Brennpunkte (vgL S. 1) der Sinuslinie sind. 

Die durch Gleichung (2) dargestellte Kurve heißt die Tangens- 
kurve oder Tangentoide'), (5) hingegen die Kotangentoide. Sie 
besteht aus unendlich vielen gleichen Zügen, die im Unendlichen 
zusammenhangen; die Schnitte mit der rr- Achse sind Wendepunkte, wie 
bei der Sinuskurve. Die Tangente im Punkte (x, y) hat die Gleichung 

r-y ^ ft' + y* 

X — X ab * 

woraus sich mit Leichtigkeit ein einfacher Ausdruck für die Sub- 
tangente und somit eine Konstruktion der Tangente herleiten läßt'). 
Die Gleichung selbst beweist: Die von einem Punkte an die Tangens- 
kurve gezogenen Tangenten haben ihre Berührungspunkte auf einer 
Kurve dritter Ordnung liegen, die durch jenen Punkt geht; jede 
Tangenskurve gehOrt daher einem System mit den Charakteristiken 
fi = 1, V = 2 an. Die Fläche, die zwischen der Kurve, der Abszissen- 
achse und der zur Abszisse x gehörenden Ordinate liegt, wird aus- 

gedrückt durch F^ ab log aec—] dagegen das durch Rotation dieser 

Fläche um Ox erzeugte Volumen durch F« 3r6*(atg — — a:); diese 

Sätze, von Götes aufgestellt, sind leicht zu beweisen^). 

Schließlich heißen die durch die Gleichungen (3) und (6) dar- 
gestellten Kurven bzw. Secantoide^) und Gosecantoide. Die 
Tangente an die erstere im Punkte (x,y) hat die Gleichung 

1) Vgl. J. Gomes Teizeira, Nota auU^ applicoMtone del teorema diF€ignano agli 
archi della lumaca di Pascal e deUa sinusaide (Period. matem. XIX, 1903). 

2) „Fignre des tangentes*^ wird sie genannt in Stone, Analyse des injfinifnefU 
peHU trad. Rondet (Paris, 1785) S. 56. 

3) J. Bariow, LecHones tnathematicae (Londini, 1670); s. The tnathematical 
Works of Is, Barrow, ed. Wh e well (Cambridge, 1860) S. S60. 

4) Harmonia mensurarum (Cambridge, 1722) S. 78 und 81. 

5) „Fignre des secantes^^ nach Stone-Rondet. 
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^-y yVy'-b\ 

X-x ah ' 

daraas folgt: Die Yon einem Punkte ihrer Ebene an die Secantoide 
gezogenen Tangenten haben ihre Ber&hmngspnnkte anf einer Eure 
sechster Ordnung liegen, fttr welche jener Punkt ein Doppelpuikt 
ist; jede Secantoide gehSrt daher einem System mit den Charakte- 
ristiken fi = 2, v^i an. 

Die Ton der Secantoide^ den Eoordinatachsen nnd der zur Abszisse x 
gehörenden Ordinate begrenzte Flache wird gegeben durch 

J'-a61og(8ecJ + tg^) -a61ogctg(|-^); 

dies ÜEutid Götes^)^ und es kann durch eine Integration leicht nach- 
gewiesen werden. 

Es folgen nun die trigonometrischen Kurven mit einer Gleichung 
von der Form 

y — a^ sin m^x + o, sin m^x + Oj sin m^x + . . . . . . . (7) 

wo die a und m beliebige Konstanten sind. 

Wahrend die Lissajousschen Kurven (Nr. 173) zwei zueinander 
senkrechte Schwingungen zusammensetzen, so stellen diese Kurven die 
Zusammensetzung zweier oder mehrerer Schwingungen von derselben 
Richtung dar. Sie spielen eine wichtige Rolle in der Akustik^, und 
sie lösen u. a. das Batsei, wie es möglich ist, daß der Phonograph 
eine große Menge von Tönen nebst ihrer Klangfarbe zugleich auf- 
nehmen und wiedergeben kann; ebenso werden sie in der Theorie 
der Mehrphasenströme verwendet') Auch in der Mathematik sind 
sie von Wichtigkeit, da man (bei geeigneter Wahl der a und m) 
durch sie jede eindeutige periodische Funktion darstellen kann 
(Fouriersche Reihen!). Die Fig. 2, 3, 4 auf Taf. I geben einige Beispiele; 
die dünneren Linien sind die Komponenten. 

177. unterwirft man die trigonometrischen Funktionen wiederum 
anderen algebraischen oder transzendenten Funktionen, so entsteht 
eine neue Kurvenfamilie, die hypertrigonometrischen Kurven. 

Die älteste derselben hat die Gleichung 



i]/cosJ; 



Format lehrte die Tangente an sie zu finden^). Es folgt dann jene 
mit der Gle ichung^) ^^, ^^^j^ ^^^ ^^^ 

1) Harmonia mensttrarum, S. 70. 

2) A. Wfillner, Experimentalphysik (Leipsig, 1895) § 1S4, und viele andere. 
8) S. P. Thompson, Mehrphasige Ströme und We6hselstrammotoren (Halle, 

1904); N. Teala, Untersuchungen über Mehrphasenströme (Halle, 1896) u. a. 
4) Brief an P. Mersenne y. 82. Oktober 1688 {Oeuvres de Fermat H, S. 172). 
6) Hülsen , Über die Kurve-, cos my « Ä; • cos mx (Programm Nanmbarg,1869). 
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»iHdann die durch folgende Qleichung dargestellte^) 

femer die, welche als Gleichung hat 

y — a • sin sin rCy 

welche die Doppelsinuskurve heißt*). 
EinfiEbcher sind die Kurven 

y = a-8in"a?, (8) 

welche P. Mansion gerade oder ungerade Sinusoide nennt, 
je nachdem n gerade oder ungerade ist*). Wie sich diese beiden Falle 
zueinander verhalten, kann der Leser leicht aus der Betrachtung der 
Fig. 5 auf Taf. I ersehen, wo die stark ausgezogene Linie den Fall 
y — a sin'o; % die andere y — a sin^ x darstellt Es lassen sich unzählige 
andere ausdenken'); jedoch nicht alle bieten Interesse oder besitzen 
eine tatsachliche Wichtigkeit. 

Wir erwähnen schließlich von ihnen noch die Lemniskatrix 
von Oekinghaus'), die durch folgende Gleichung definiert ist 

siniy »i coso;; (9) 

daß in ihr das Imaginäre nur scheinbar eintritt, erkennt man, wenn 
man sie folgendermaßen schreibt: 

y — log (cos x + yi + cos*a;) (9') 

Aus dieser folgt: 

dy sin x d*y 2 cosa; ,||v. 

^"' Vi + cos'o; ' ää« "" |/(r+co8«a;)»' ' ' ' ^ ^ 



1) A. Newton and A. W. Philipps, On the transeendental cwrves tokose 
equaticn is sin y • sin my » a sin a; • sin no; -|- & (Trans, of the Connecticnt Aca- 
demy m, 1876). 

8) £. Sang, On the curve of second sines and iU variixHons (Froc. B. Soc. 
Edinburgh, Vm, 1874). 

3) Aires des sinusoides et formule de Wallis (Math^sis, 2. S^., X, 1900). 

4) Läfit sich auch darstellen als y— sin a; — -sin Sa;, also (wie alle die 

4 4 

Knrren (8)) in der Form der Gleichung (7). 

6) Z. B. hat F. Franklin {On some applicatians of circular coordinates^ 
Amer. Jonrn. Mathem. XII, 1890) die Integralknrven der Differentialgleichnng 
sin a;- da; a sin y-dy untersucht; w&hrend man, unter dem Namen Baum, clie 
folgende Eurre untersucht hat 

y" a?» ^r , nx . ^ 
6* a* a 2a ' 

(Tgl. J. de Yargas 7 Agnirre, Catdhgo generai de curvM. Mem. Acad. Madrid. 
XXVI, 1908. S. 78). 

6) S. die Abh. Die LemniskaU (Arch. Math. Fhjs., Ser. 2. VII u. VUI, 1889). 

LotI«, Eben« Karren. S. Aufl. IL 2 
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demnach sind alle Punkte mit den Koordinaten ^»> A; sr, y » log()/2 ± 1) 
Kulminationspunkte^ während die Punkte 

a:-(2* + l)|, y«0 

Wendepunkte sind. — Bezeichnen wir, wie gewöhnlich, den Bogen 
mit 8, den Krümmungsradius mit R, so folgt aus der Gleichung (10) 

dx yi + coB»« coax' 

folglich nach Elimination yon x 

s-2C-^. (U) 

welches die natürliche Gleichung der Lemniskatrix ist. Wenden wir 
eine Formel an, welche im Kap. 15 bewiesen werden wird, so schließen 
wir: Die Lemniskatrix ist die Evolvente einer Kurve, bei welcher 
die Abszisse proportional einer Potenz des Bogens ist 



Drittes Kapitel. 

Die Qnadratrixkurven. 

178. Im 12. Kapitel des vorigen Abschnittes (Bd.1, S. 388 ff.) haben 
wir Notiz genommen von vielen algebraischen Kurven, die dazu dienen 
können, geometrisch das Problem der Teilung eines Winkels in gleiche 
Teile zu lösen. Dies Problem kann aber auch — ebenso wie die 
allgemeinere Aufgabe, einen Winkel in zwei Teile von gegebenem 
Verhältnisse zu teilen — mittels einer nicht-algebraischen Kurve 
gelöst werden, deren charakteristische Eigenschaft (rö tnifixtaiuc^)) 
nach der Aussage des Proklus der berühmte Sophist Hippias aus 
Elea angegeben hatte. Dieselbe Kurve wurde aber auch von einem 
anderen Geometer — Dinostratus — angewendet, um ein anderes 
nicht weniger berühmtes Problem zu lösen, nämlich das der Qua- 
dratur des Kreises: daher der Name Quadratrix (tstQaymviiovöa), 
mit welchem sie nach dem Vorgänge des Pappus bezeichnet wird'). 
Dieser berühmte Kommentator gibt die Erzeugung der Kurve mit 
folgenden Worten an'): „Gegeben ist ein Quadrat (Taf. I, Fig. 6a) 

1) Mit clieBem Namen bezeichneten die Alten bekanntlich dasjenige bei 
ihrer Methode, was den Dienst der Gleichung in der modernen analytischen 
Geometrie versieht. 

8) Heilbronner (Hisioria ma&ieseos, Lipsiae 1742) gibt der Kurve den 
heute vergessenen Namen „Voluta delnmbata*\ 

8) Pappus^ herausgeg. v. Hnltsch, S. 860—58. 
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ÄBCDj man beschreibe tun A als Mittelpunkt den Kreis BEB 
und lasse die Gerade AB sich so bewegen^ daß der Punkt A fest 
bleibt, und B den Ereis BEB beschreibt. Die Gerade BC bleibe 
immer parallel zu AD, wahrend ihr Punkt B die Gerade BA gleich- 
formig durchlauft; währenddem durchlaufe die Gerade AB gleich- 
förmig den Winkel BAD (d. h. der Punkt B den Kreis BEB). 
Es möge dabei eintreffen, daß AB und BC zu gleicher Zeit auf der 
Geraden AD zusammenfallen, unter der Voraussetzung dieser so 
geregelten Bewegung werden die Geraden AB und BC sich in jeder 
ihrer Lagen in einem variabeln Punkte F schneiden, der dann inner- 
halb des Ton der Geraden BA und AD und dem Kreise BEB be- 
grenzten Raumes eine gewisse Linie beschreibt, die immer nach der- 
selben Seite konkav ist, und die sich als geeignet erweist zur Auf- 
suchung eines Quadrates, das einem gegebenen Kreise inhaltsgleich ist'^ 

Aus diesem Passus geht hervor, daß die Quadratrix sich leicht 
punktweise konstruieren läßt (die bequemste Art ist, sowohl die Ge- 
rade AB als auch den Quadranten BD in 2" gleiche Teile zu teilen); 
femer geht daraus hervor, daß sie auch dazu dienen kann, die Auf- 
gabe, einen Winkel in Teile zu teilen, die in einem gegebenen Ver- 
hältnisse stehen, zurückzuftLhren auf die analoge Aufgabe, eine Strecke 
in dieser Weise zu teilen, welche Zurückführung sogleich auf die 
Lösung der Aufgabe selbst führt. 

Um eine geeignete analytische Darstellung der Quadratrix des 
Dinostratus zu erhalten, nehmen wir die Geraden AB und AB als 
X' und y-Achsen, nennen r die Seite des Quadrates, cd den variabeln 
Winkel FAB und in einen Zahlen -Koffizienten, dann bestehen die Be- 

Ziehungen: a; = (!-/»)»•, ai-^f 

folglich nach Elimination von /i 

r — X 209 
r « 

Ist aber AF'^ q, so hat man x » (»-cos a>, und folglich 

(f — '-(i-^ (1) 

^ cos AD \ «/ 

Dies ist die Polargleichung der Kurve; setzen wir co =» — — g?, so 



ergibt sich hieraus d=»— ^ (1') 

" « sin 9 

als zweite Form der Polargleichung, der wir schon früher (Bd. I, S. 349) 
begegnet sind. Da x»^ q cos cd, cd « arc tg - , so wird (1) zu 

sc 
-=.1 arctg-, 

oder auch x ^^ /o\ 

uu«r »uuu y.^Ctg^; (2) 
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dies ist die kartesiche Gleichung der Qnadratrix. Aus dieser ergibt sitth 
sogleich eine wichtige Folgenmg; es sei y^ die Ordinate des Punktes 7, 
in welchem die Quadratrix die Gerade AD (x-Acbae) schneidet, so 
haben wir 



um y — hm — um ( — cos'-r— ) 

x»0 «=»0 tg-^ *— ^ * ***^ 



2r 

und daher ist «» — ; ist nun der Punkt I geometrisch bestimmt, 

so ist damit auch « bestimmt, und somit jeder Ereisumfang rekti- 
fiziert, und jeder Kreis quadriert; damit ist die Anwendbarkeit der 
Eurre des Hippias und Dinostratus auf das Problem der Quadratur 
des Ereises erMrtet. 

Die Gleichung (2) führt noch zu einem anderen Schlüsse; sie 
zeigt n&mlich, daß die Gleichung der Tangente im Punkte (x, y) die 
Gleichung hat i xx 



r-y-(X-a;)|ctg|J-- 



flin' 



XX 



(3) 



2r 
wo X, T die laufenden Eoordinaten sind; oder wegen Gleichung (2) 

r-y-(X-.){|-^^^tv5) (30 

Betrachten wir in dieser Gleichung X und Y als gegeben , Xy y als 
unbekannt, so kann sie mit (2) kombiniert zur Bestimmung des Be- 
rührungspunktes der vom Punkte P(X, 7) aus an die Quadratiz ge- 
zogenen Tangente dienen; da nun (3) eine kubische Gleichung hx x,y 
ist, die durch X ^ x, Y ^y befriedigt wird, so folgern wir: Die Be- 
rfihrungspunkte der Tangenten, die man von einem Punkte P an 
eine Quadratrix ziehen kann, liegen auf einer Eurve dritter Ord- 
nung, die durch diesen Punkt hindurchgeht; die Quadratrix ist demnach 
eine panalgebraische Eurre, die (vgL 174) einem System mit den 
GhanJcteristiken /t— 1, i/ — 2 angehört. Daraus folgt: Die Tangenten 
an eine Quadratrix in den Punkten, in welchen sie von einer Geraden 
geschnitten wird, umhfillen eine Eurve dritter Elasse, die jene Gerade 
als Doppeltangente hat. 

179. Wie aus dem in Toriger Nummer wiedei^egebenen Passus der 
Sammlung des Pappus hervorgeht, glaubten die Alten, daß die 
Quadratrix nur aus dem Zweige Bl innerhalb des Quadranten ABD 
bestehe, und diese Ansicht hat sich mindestens bis zu den Zeiten 
Yietas erhalten^); daß dies ein Irrtum ist, wird zur Evidenz bewiesen 
durch die Tatsache, daß die Gleichung (2) sich nicht ändert, wenn 

1) Vgl. Vanriorum de rebus maUhemaUcis responeorum^ Gap. Vni, Prop. I 
(F.Yietae, Opera fna&iematica et. Sckooten, Lngd. Batav. 1646, S. 866). 
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man das Vorzeichen Ton x wechselt, also ist die Quadratrix symme- 
trisch in bezng anf die y-Achse {AD)\ dieselbe Gleichung zeigte daß, 
wenn |a;| > r, y < ^^ folglich erstreckt sich die Enrye auch nach 
der negativen Seite der y^ ferner ergibt sich fUr a;=|2r{ yssoo, 
nnd man erkennt leicht mit Anwendung einer der bekannten Regeln 
f&r Eurrengleichnngen, daß die beiden Geraden x^±2r Asymptoten 
der Qnadratrix sind. Aber die Gleichung (2) zeigt ferner, daß die 
Quadratrix die rr^Achse in unendlich vielen Punkten mit den Abszissen 
± r, ± 3r, ± 5r, ... schneidet; daß alle ihre Schnittpunkte mit der 

(Geraden y » — Waidepunkte sind, und daß alle die Geraden x^±2r, 

x = ± 4r, . . . Asymptoten sind. Die Kurve besteht demzufolge außer 
dem parabolischen Zweige aus unzählig vielen Wendezügen , die 
symmetrisch zur y -Achse sind, wie Fig. 6b auf Taf. I zeigb^) 

Boberval') verdankt man eine bemerkenswerte Konstruktion der 
Tangente in einem beliebigen Punkte F, die wir passend hier wieder- 
geben: ^^Man beschreibe um A als Mittelpunkt (Taf. I, Fig. 6 a) 
den Kreisbogen der in F beginnt und in dem Punkte G von AD 
endigt. Auf der ihn in F berührenden Geraden trage man FR^FG 
ab; die in 12 zu ihr errichtete Senkrechte schneide AD im Punkte T. 
Durch diesen Punkt geht die Tangente an die Quadratrix in F^^ 
Ohne uns mit dem Beweise für diese Konstruktion aufzuhalten, 
wollen wir vielmehr noch bemerken, daß aus der Gleichung (3'), 
wenn man in ihr 2»0 setzt; sich ergibt: 

oder auch ^T _ 2grr 

Die rechte Seite ist nun, wenn x gefunden ist, bekannt; da man nun 
AF kennt; so kann man auch AT und somit auch die Tangente 
FT finden»). * 

1) YgL auch Haas-Eleyers Lehrlnuh der Differentidlreehnung , Bd. HE 
(Stattgart 1894) S. 120. Über die ältere ünterBuchnng in betreff der Form der 
Kurve b. m. Montuola, Histoire des Mathimatigues, Nonv. ^d. (Paris, 1799) 
n, S. 177. 

8) Ohservations mr la eompoaitwn des mou/oements etc. (M^m. Acad. Sciences VI, 
Paris 1780) S. 61; wie bekannt, stammt diese Arbeit etwa aus dem Jahre 1686. 

8) Über diese Frage der Tangentenziehtmg siehe femer die Lectiones geo- 
metricae yon Barrow (London, 1670; wieder abgedruckt in The matihemaUccd 
Works of Is. Barrow, herausg. v. Whewell, Cambridge 1860), die Analyse des 
mfinimeva peHts vom Marquis de THöpital (Paris 1696: II. Aufl. 1706, S. 26), 
die Oeuwes de Fermat I, S. 168 und III, 8. 146, sowie auch Wallis, Phil. Trans. 
1672, und H. R^sal, ConstrucHon de Ja tangente en un point de la quadratrice 
(NouY. Ann. Math^m., 2« S^. XV, 1876). 
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«VA* 

Um die Quadratrix zu quadrieren; setzen wir — » u und haben 
dann /. ^^^^ ^^ , ^ 

nun ist . u* u* 

, COBU 2! ^4! 

u eist M » w — — — i 7 

1 ^ — ^ — — • • • • . 
81^ 6! 



1 ^ — ^ — ^ -?!** 
"S" 46 946 



ß 



und daher 

Dieser Ausdruck findet sich in einem Briefe, den Newton am 13. Juli 
1676 an Oldenburg schrieb, damit er ihn Leibniz mitteile^); in 
diesem Briefe findet sich auch eine analoge Entwickelung ftlr den 
Bogen der Quadratrix. Veröffentlicht wurde sie erst viel später von 
A. Stone^) in Ä method of fluxions (London, 1730) und alsbald scharf 
kritisiert Ton Joh. Bernoulli, der bemerkte: „Avec tout cela il ne 
donne pas la quadrature par une expression finie, comme nous en 
pouTons donner une, quoique les logarithmes y entrent^^'). Auf welche 
Formel er hier anspielt, ist mathematisch sicher nicht bekannt. Zu- 
gegeben, daß er an einen Ausdruck für die Fläche J^ gedacht hat, 
die zwischen der Kurve und der 2; -Achse gelegen ist (also das Doppelte 
des Sektors ABI), so bekommt man die Ton ihm wahrscheinlich an- 
gekündigte Formel auf folgende Weise ^): Die Gleichung (3) zeigt, daß 



r 

P^2jxQig^'dx 



ist; setzt man nun 7c{r — x) =» 2rtt, so erhält man 



2 



W' 



/T« i*L i(7C - 2ti) tgw-dw 



-^ { [(2 w — «) log cos u] * — 2 1 log cos w • iti } ; 



1) Leibniz ed. Gerhard I. S. 109. Vgl. anch den Methodus fluocianum et 
serierum infimtarum (1786) reproduziert in Isaaci Newtoni opiMC^Ua I. (Laosanne 
et Qeneyae 1744) S. 198. 

2) YgL Analyse des infiniment petitspar M. Stone, übers, von Bondet (Paris 
1786) S. 70—71. 

8) Bema/rq%te swr le livre intituJä etc. (Joh. Bemonlli Opera lY) S. 177. 
4) Intermediaire lY, 1897, S. 14. 
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und da der integrierte Teil für diese Grenzen gleich Null wird, so ist 

n 

/^ — — ^ AogcoswiM — ^•^«log2, 



w 



nnd daher ist 77_4r«log2 



F 



n 



die gesuchte Formel^). 

180. Pappus hat eine beachtenswerte stereometrische Erzeugung 
der Quadratrix entdeckt; sie wird ausgedrückt durch folgenden 

Satz : Schneidet man eine flachgingige Schranbe ') mit einer durch 
eine Erzengende gelegten Ebene und projiziert die Schnittkurve auf 
die Basisebene, so erhilt man eine Quadratrix. 

Beweis: Die Gleichung der Schraubenfläche und der schneidenden 
Ebene seien 

^-arctg*^, ^_|^ + x(-*- + ^_0. . (4) 

p ®x' 2« \C0B a ' Bina/ ^ ^ 

Durch Elimination von e aus diesen beiden Gleichungen erhalt man 
die der im Satze betrachteten Projektionskurve; diese neue Gleichung 
lautet: 

1» arc tg i?- - 1^ + X (-^ '^ = 0. 

2^ ^ X 2fC \C08 a Bina/ 

Gehen wir zu Polarkoordinaten über, so wird sie: 

t) Bin 2 a a — q> 
^ 4«X sin (a — 9) ' 

da sie nun Ton der Form (1') ist, so ist der Satz bewiesen. 

Es möge noch bemerkt werden, daß, wenn man dieselbe Schrauben- 
fläche (4) durch die Ebene 

e ^ xsina + y cos a — Jc 

schneidet, man als Projektion die Kurve 

2kn 

^ 2« Bin (9 + a) 

erhält; die offenbar allgemeiner als die Quadratrix ist^ da sie mit 

dieser nur übereinstimmt, wenn a =- und X — — 5 — ist. Die 

' p 2 

durch sie dargestellten Kurven wurden von M. Ghasles') betrachtet, 

1) Vgl. auch GeBaro-EowalewBki, Älgebr. ÄncUysis und Infinüesimälreehnung 
(Leipzig, 1904) S. 798. 

2) Benennung nach W. Fiedler, Darstellende Geometrie, m. Aufl., II. Bd. 
(Leipzig, 1886) S. 404. 

8) Äpergu hietorique (II. Aufl., Paris 1876) S. 82, Note; vgl. Fonret, Sur 
wne ginSralisatum de la quadratrice (Nonv. Ann. Mathäm., 8« S^r. V, 1886). 
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der ihnen den Namen verlängerte oder yerkürzte Quadratrix 
gab. Man kann sie auch erhalten, ohne ans der Ebene heraus- 
zugehen, in ahnlicher Weise, wie im Anfeaige f&r die gewohnliche 
Quadratrix angegeben wurde^); wenn man nämlich in der (auf S. 19) 
angegebenen Erzeugungsweise die Bedingung aufhebt^ daß die beiden 
bewegten Geraden zu Anfang der Bewegung zusammenfallen, so er- 
hält man Kurven^ die durch eine Gleichung von folgendem Typus 
dargestellt werden können 

^ Bin fl> 

die eben verlängerte oder verkürzte Quadratrices sind. 

Zum Schlüsse sei bemerkt: Wenn man die Gleichung (1) wie folgt 
schreibt 

cos DO ^ /8fl>\ 

so sieht man, daB die Quadratrix zur Familie derjenigen Kurven 
gehört, deren allgemeine Gleichung 

m 
COBO . /2fll>\« 

ist; mit ihnen hat sich Pater Caraccioli') beschäftigt. 

181. Die mathematische Literatur des 17. Jahrhunderts liefert 

auch drei geometrische Beitrage zur Quadratur des Kreises in Form 

von drei neuen Quadratrixkurven. Die altere und bekanntere ist die 

Tschirnhausensche Quadratrix^), eine Kurve, die durch die 

Gleichung . ^^ 

y = rsm— W 

dai^esteUt wird; setzt man ^^ T, ^- >-> X, so wird diese Glei- 
chung zu 

F «- sin X, 

die, wie wir (Nr. 176) gesehen haben, die Sinuskurve ist; demnacli 
ist die Tschirnhausensclie Quadratrix eine der Sinuslinie in 
engerem Sinne afßne Kurve. Denken wir uns diese Kurve vollständig 

gezeichnet, so leuchtet ein, daß, wenn für j^ — r, x=^i wird, ;r <= -r- 

ist; somit ist klar, daß sie eine Quadratrix ist. Dies ist die be- 
merkenswerteste Eigenschaft der Kurve. Man kann beachten, daß 
die Flache zwischen der o; -Achse und dem ersten Kurvenbogen, der 
seine Endpunkte auf dieser Achse hat, gleich ist 

1) H. Brocard, QuesHon de Ucence (MathäsiB, VI, 1886). 

2) De lineia eurvia Über (PisiB, 1740) S. 181 — 189. 
8) Medicina mentü (AmBtel, 1686) S. 116. 
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r 

/- 



r sm'-r— 'dx ^ — ; 

2r % 



woranB man dann ^ ableiten könnte, wenn dieser Wert nicht auf 
andere Weise bekannt wäre; ähnlich ist das dnrch Botaüon dieser 
Fläche um Ox erzengte Yolmnen gleich 



r 



dx — -^xr^y 



daher würde, nachdem dieses direkt bestimmt ist, in gleicher Weise 
der Wert « sich daraus ei^ben. 

Die Tschimhansensche Qaadratrix kann folgendermaßen kon- 
struiert werden: „Gegeben (Taf. I, Figur 7) ein Ereis mit dem 
Zentrum 0, dem Radius r und zwei zueinander senkrechte Radien 
desselben ÄO und BO] man nehme an, daß ein Radius OM gleich- 
formig sich um drehe, während eine zu OB parallel bleibende 
Gerade sich ebenfalls gleichfSrmig von OB aus beginnend yerschiebe; 
man nehme außerdem an, daß beide Bewegungen zu gleicher Zeit 
beginnen und zugleich aufhören, so daß, wenn M m B angelangt ist, 
auch die Gbrade mit der Tangente in ^ an den Ereis zusammenfalle; 
der Ort des Punktes P, in welchem die bewegte Gerade die durch 
M zu Oä parallel gezogene schneidet, ist eine Tschimhansensche 
Quadratrix.^ Ist nämlich tp der Winkel ÄOM, OÄ die a;-Achse, so ist 

y — r • sin 9, rg? : r ^ — a: : r; 

daraus folgt ^^ 

y-rsin-27, 

was zu beweisen war.^) 

Ahnlich der Tschimhausenschen Quadratrix, sowohl durch ihre 
Gestalt als auch durch ihre Gleichung, ist eine Kurve, die man zu 
Ehren dessen, der sie zuerst betrachtet hat^ die Ozanamsche Kurve 
nennen könnte.*) Ihre Definition ist folgende: j^AB sei ein fester 
Durchmesser eines Kreises, dessen Zentrum 0, dessen Radius a sei 
(Taf. I, Fig. 8); von einem beliebigen Punkte P desselben fälle 
man das Lot auf AB und trage auf diesem vom Fußpunkte H aus 
die Strecke HM gleich dem Bogen AP des gegebenen Kreises ab; 
der Ort des Punktes M ist die Ozanamsche Kurve.^ Nehmen wir A 
als AnfiEmg, AB als :r -Achse, bezeichnen mit tp den Winkel POB, so 



1) Diese Exzeugong bietet eine auffallende Ähnlichkeit mit degenigen der 
Quadratrix des Dinostratos, von der wir in Nr. 178 ansgegangen sind. 

8) Ozanam, Dictiionnaire mathSmatique ou idü gSnSraie des mtstMmaUques 
(Amsterdam 1691) S. 98—99, woselbst als Quelle der TraiU d*algibre desselben 
Verfassers angegeben ist. Vgl. anoh Gramer, IntroducHon etc. S. 7. 
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können wir zur analytischen Darstellung der Karre die beiden 
Gleichungen nehmen 

rr — a + a cos 9, y =« a(« — 9?), 
oder folgende^ die sich durch Elimination von 9 hieraus ergibt 

2a "^ 2a' 
wird zur Abkürzung 2 a •-» & gesetzt, und macht man 

y-«"^f> («) 

so erhält man aus der Gleichung der Ozanamschen Kurve 

X . my 
b 6 ' 

die folgende bx =» rr'*; 

man erhält daher unsere Kurve aus der durch die Gleichung (a) dar- 
gestellten Sinuskurre (s. Nr. 176) durch eine einfache geometrische 
Transformation^ die eine Punktkonstruktion der Ozanamschen Kurve 
liefert, wenn die Sinuskurve gezeichnet vorliegt 

182. Mit einer anderen Quadratrix macht uns die Nr. 260 der 
Phüosophicai Transactions (vom J. 1700) bekannt, welche eine ano- 
nyme Schrift^) enthält mit dem Titel The constnwHon of a Quadratrix 
to the cirde ieing the curve described by üs equdbU evclutian. Die 
Kurve, um die es sich handelt, wird in Polarkoordinaten p, o durch die 
Gleichung i^rcoso, ,«. 

dargestellt. Daß sie zur Quadrierung des Kreises dienen kann, er- 
sieht man, wenn man beachtet, daß die Gleichung fiir o » ^ ? 
Q = 2ücr ergibt; ist daher die Kurve zum wenigsten für die zwischen 
und Y gelegenen Werte von cd gezeichnet, so kennt man die Länge des 

Kreisumfanges mit dem Radius r, und also jc. Da für (o ^ (2k+l)-^ , 
(k=^0) p =s wird, so ist klar, daß die Kurve unzählige Male durch 



1) Die Heransgebei (C. Hntton, G. Shaw und B. Pearson) des Nendmckes 
der Fhüos. Irans, of the B. Soc. of London bemerken bei dieser Gelegenheit 
(TV, London 1809, S. 462): „This paper, which is anonymons, has much of the 
manner, stjle and pecnliarities of William Jones, Esq., who soon affcerwards 
made so conspicnons fignre in the Royal Society and in the mathematical woild ^^ 
Dagegen hat E. Wölffing {BiUiografia deUa cockoide, BoU. di bibl. e storia 
ni, 1900) imabhängig vom Verfasser nachgewiesen, daß J. Perks der Verfasser 
der betreffenden Abhandlung ist (vgl. S. 84, Note 1). 
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den Pol hindurch geht; der RadiuBTektor wächst unzählige Male zu 
einem endlichen Maximum an, usw. Die Kurve steht zur Quadratrix 
des Nikomedes in sehr einfacher geometrischer Beziehung^ was ja 
erklärlich ist, da sie in gleidier Weise wie jene der Qoadratur des 
Kreises dient. Führen wir nämlich auf die Gleichung (6) die Trans- 
formation durch reziproke Badienvektoren aus, welche ihr Zentrum 
im Pole und als Potenz h^ hat, so bekommen wir eine Kurve von 
der Gleichung 2(d 

^ 4r C08 09 ' 

indem nun diese im wesentlichen mit Gleichung (1) identisch ist, so 
ist bewiesen: Diese neue Quadratrix ist die Inverse der älteren. 
Setzen wir % — 2cd = 9 und 2«r = a, so wird Gleichung (6) 

p-a^^, (60 

und in dieser eleganteren Form wurde sie von mehreren aufgefunden, 
die die Kurve, mit der wir uns hier befassen, wieder entdeckten, 
und mit diesen müssen wir uns jetzt beschäftigen. . 

Vor allem ist von Gregor Fontana folgende Aufgabe gestellt 
worden 0: »^Auf einer unbegrenzten Geraden MQ ist ein Punkt A 
gegeben (Taf. I, Fig. 9) und außerhalb derselben ein beliebiger 
Punkt JB; die Gerade AB und der Winkel BAQ sind somit bekannt. 
Man ziehe BC senkrecht zu AB, sowie die Halbierungslinie AC des 
Winkels BAQ\ in gleicher Weise ziehe man CD senkrecht zvl AG 
und die Halbierungslinie AD des Winkels CAQ] sodann ziehe man 
DE senkrecht zu AD und wieder die Halbierungslinie AE des 
Winkels DAQ\ in dieser Weise bis ins Unendliche fortfahrend erhält 
man unzählig viele Punkte, deren letzter Punkt — wir wollen ihn H 
nennen — auf der Geraden MQ zu liegen kommt. Nachdem dies 
vorausgeschickt, fragen wir: 1. Wo liegt der Punkt JI? 2. Welches 
ist die Gleichung der Kurve, auf welcher die Punkte JB, C, D, E 

F -Erliegen?" Zur Losung dieser Aufgabe verfahrt Fontana 

der Hauptsache nach in folgender Weise: Man nehme A als Pol und 
^ Q als Polarachse, bezeichne mit Qy q) die Koordinaten eines beliebigen 
Punktes der Kurve und mit q^, q^, q^, . . . . , Qn- - - die den Winkeln 

Y,^,^,...^.... entsprechenden Radienvektoren. Die angegebene 

Konstruktion führt dann ersichtlich zu folgenden Beziehungen: 

1) Siehe den ersten Teil der Abhandlang Sopra Vequazione d'wna curva, sopra 
Ja faiaitä di due fatnosi teoremi e sopra le aerie ctrmoniche a termini infinitamente 
picooU (Mem. deÜa Soc. Ital. delle Scienze 11, 1784). Die Polargleichnng der 
Enrve findet man auch in einem Briefe von Malfatti an Lorgna, dei das 
Datum 27. April 1788 trägt (Bnllettino bibl. e storia, IX, 1876, S. 488). 
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9 ^ 9i ^ Qn—l 



co8| cob|^ COfi^ 



ans denen man dnrch Mnltiplikaidon ableitet 



COS -J • COB— ^^^ 

2 2* 2« 



aber infolge der bekannten Relationen 

Bin 9 — 2 Sin Y • cos^ , sin ^ =* 2 sin ~ • cos^i , . 

9 c% * 9 9 

8m^-28in-2-.cos|^, 

ergibt sich 

siny — 2"cos|cos^ cos^^^-sin^; 

daher 

9 

sin 



2« 



f. 

Dnrch Übergang zmn Grenzwerte ergibt sich dann fürn - oo 

9. sin 9 — if(p. 

Nennen wir nnn die Polarkoordinaten des Pnnktes B, Ton welchem 
die Enrre ausgeht; a und a, so haben wir im besonderen 

9^ sin a = aa; 

dividieren wir die vorige Gleichung durch diese, so bekommen wir 

a-a sincp 

^ sin a 9 

welche Gleichung die Gestalt von (6') hat; folglich liegen die Punkte 
B, C, Dy E H auf einer Quadratrix der obigen kri}) 



^»—1 
1) Die obigen Gleichungen {§) Q, » können aneh in folgende 

* flp 

zusammengefaßt werden: cos.— 

2 



(5^) - . (5) ■ •»■ S 



9 



oder, wenn man ^n= a» setzt, 

2* 

^ (2o) B ^(o) • cos o; 

diese Belation l&ßt alsbald yermnten, daß die üntersnchnng der Gleichung der 
Kurve, auf welcher die Punkte B, C, D, , , . liegen, Tollst&ndig gleichbedeutend 
ist mit der Bestimmung deijenigen Funktion ^ « ^(o), welche der vorigen 
Funktionsgleichung genügt; aber es ist auch leicht einzusehen, daß in Wirk- 
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Auf dieselbe Eurre war früher schon Fontana ^) gestoßen, als er 
den Ort der Schwerpunkte der Bogen eines gegebenen Kreises, die einen 
gegebenen An£Euigspnnkt haben, sachte. Sei der Mittelpunkt, r der 
Radius jenes Kreises nnd A der Anfangspunkt der Bogen; man nehme 
als Pol, OA als Polarachse und betrachte einen beliebigen dieser 
Bogen AA! — 2rq> (Taf I, Fig. 10); dann hat sein Schwerpunkt 

bekanntlich als Polarkoordinaten bzw. q> und r — -\ die Gleichung 

des fin^lichen Ortes ist dann ^ — — ^ *). 

Eine dritte Aufgabe, die durch dieselbe Kurve gelöst wird, wurde 
privatim von D. Bernoulli und Goldbach') behandelt und öffent- 
lich vorgelegt von Bossut^) und darauf von E. Gatalan^); sie lautet 

liohkeit so die Frage veraUgemeinert worden ist. Ist nämlicli eine Funktion 
(q(o) gefunden, die der Angabe genügt, derart also, daß 

^, (2«) = Q^ (cb) • cos (D, 

SO hat man auch ^(^"^ = ^^ ^ 

daher ist ^W ^f(p) eine Funktion von o, die sich nicht ändert, wenn man 

CO in 209 verwandelt. Einem Satze von Laplace zufolge ist sie demnach von 
der Form (sm ^^lI^^, cos ^^}^g^\ wobei S eine beHebige Funktion be- 

\ iog2 iog2 ; ^ 

deutet. Wenn daher q^ (o) eine spcElelle LSsung der obigen Fankücnsgleichang 

Ist, so Ist p« (o) e (nn l^le^ , cos 1^}^«^) die aUgemeineLOsung derselben. 

\ log 2 log2 / 

Die (verschiedentlich bewiesene) Nicht-Äquivalenz der Untersuchung der Glei- 
chung der fraglichen Kurve mit der jener Funktionsgleichung wurde in der 
Hauptsache von E. Beltrami bemerkt (Bemcar^uea au sujet de la QuesHon 664, 
Nouv. Ann. 2« S^r. II, 1868; Opere matem. di E,B. I. Bd., Milano, 1907, S. 100). 

1) Siehe das zweite Problem in der IX der BisquMUumea physico-nuxihenuaicae 
mme primum editae (Pavia, 1780), ein Problem welches ein besonderer Fall einer 
Aufgabe ist, womit sich Leibniz beschäftigt hat (s. a. die Abh. Constntctio pro- 
hlematis dtneendi redam guae iangevU lineas cenirorum gravüatis; Miscellanea Bero- 
linensia, I, 1710. 

2) Diese Erzeugungsweise der Kurve findet sich auch in einer Note von 
E. Egger im VLB. der Ann. di Matem. 1864, S. 21— -27 und in einer neueren 

sin 9) 
Arbeit von V. Stoeckly, Bedeutung und Eigenschaften der aus r ^ a ent- 

springenden Kurve (Arch. Math. Phys. XLVIH, 1868). ^ 

8) 8. den Brief v. 80. u. 81. Oktober 1726, veröffentlicht von P. H. Fuß in 
Correspondance maitMmatique et pJiysique de quelques eitles giamHres du XVIII 
aOcle, n (St. Pätersbourg, 1848) S. 242 und 244. 

4) Calcul intigral (Paris, An. IX); eine Lösung derselben von Gergonne 
findet sich im IQ. B. der AnnaUs de Maiim, 

6) Mamud des canditats ä VEcoU potytechnique I. (Paris, 1867) S. 881. Vgl 
Azzarelli, Alcime praprietä di una curva transcendente (Ann. di Matem. Y, 1868), 
und Bankine, On ihe approximate drawing of ares ofgiven len0h (Rep. of Brit. 
88.A XXXVn, 1867). 
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folgendermafien: ^^Eine unendliche Zahl Ton Kreisen berühre eine Ge- 
rade in demselben Pnnkte; man nehme auf jedem derselben, von diesem 
Punkte ausgehend, einen Bogen von gegebener Lange an; welches ist 
der Ort der Endpunkte aller dieser Bogen?'' Um diese Frage zu 
beantworten, nehmen wir ein Polarkoordinatensystem, das diesen 
festen Punkt als Pol hat (Taf. II, Fig. 11) und als Polarachse 
die gegebene Gerade. Es sei C der Mittelpunkt, r der Radius eines 
beliebigen von jenen Kreisen, l die gegebene Länge, p, q> die Ko- 
ordinaten des Endpunktes des Bogens OM^ so ist offenbar l « 2r9^, 

(> SS 2r sin 9>; durch Elimination Ton r erhält man wiederum if^l — - 
als Gleichung des Ortes der Punkte Jf. 

Später gelangten zu derselben Kurve G. Jung^), J. Neuberg*) 
und G. Falkenburg^), indem sie Ton gewissen Betrachtungen der 
angewandten Mathematik ausgingen^); der letztere gab ihr auch, mit 
Rücksicht auf die Ähnlichkeit mit einer Schnecke, den Namen «Koch- 
leoide, der sich zu halten scheint; daß sie dieselbe Kurve sei, welche 
die Alten mit diesem selben Namen '^) bezeichnet haben, ist eine 
Vermutung von P. Mansion^), die man wohl nicht als wahrschein- 
lich ansehen kann^). 

Die Gleichung (6') läßt deutlich zwei ausgezeichnete Punkte er- 
kennen: läßt man nämlich 9 ins Unendliche wachsen, so geht q in 
Null über, folglich ist der Pol ein asymptotischer Punkt; geht hin- 
gegen ^ in Null über, so erreicht q den Wert a, folglich ist A der 
vom Pole am weitesten entfernte Punkt und zugleich derjenige klein- 
ster Krümmung. 

Um die Tangente in einem beliebigen Kurvenpunkte M{(f,q>) zu 
erhalten, benutzen wir die zweite von den oben angegebenen Erzeugungs- 
weisen, sowie die zugehörige Fig. 10; den Winkel, den sie mit dem 
Radiusvektor bildet, nennen wir d", dann gibt uns (6') 

o ^' d(p 9 • CO8 9 — sin 9 

Zeichnen wir nun die Schnittpunkte E,N des Radius OM mit der 

1) Nuovi teoremi a complemento della regola di GuJdin e proprietä deUa 

sin 
spiraie r ^ a ^ (Rend. Acc. Lincei 8. Ser. VII, 1888). 

8) MaiMsia Y, 1885, Questioii 257. 

8) Die CochUöide (Arch. Math. Phys. LXX, 1888), nach Mitteilungen von 
J. Nenberg. 

4) 8. auch Cesäro-Eowalewski^ Alg, Änalysis und Infinitesimdlredmung 
S. 807. 

5) xoxXosidiis yffccfipLij; 8. Pappns. 

6) Maihdsis Y, 1886, 8. 92. 

7) Ygl. F. Rudio, Math^sis, III. Reihe, VII, 1907, S. 261. 
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Geraden ÄÄ^ und mit der Peripherie des gegebenen Kreises und 
bezeichnen den Winkel HMA! mit X^ so haben wir 

OH — r cos g?, AH = HA! =» r sin g?, 



Bin 9 
%p — r 

A' H q) • sin q) 

MH 9 -cos 9 — sin 9 



JlfS- 0-ff- OJf - rcosg?- r^^, 
tgX- 



Dies zeigt uns, daß A » <&, und daß also die Gerade Ji!M die Tangente 
in Jlf an die Eochleoide ist; um also die Tangente in irgend einem 
Punkte M zu konstruiereui genügt es, M mit Ä\ dem zu J. in bezug 
auf OM symmetrischen Punkte, zu verbinden. Da nun die Lage des 
Punktes J! nur von dem Punkte A und der Geraden OM abhängt, 
so kann man mit E. Gesäro^) folgern: Jede vom Pole O einer Koch- 
leoide ansgehende Gerade schneidet die Enrve in nnzählig vielen 
Punkten, die entsprechenden Tangenten konvergieren in einen Punkt 
A!^ dessen Ort der Kreis um O mit dem Radius OA ist; umgekehrt: 
Zieht man von einem beliebigen Punkte A* dieses Kreises die Tan- 
genten an die Kochleoide, so liegen deren Berfihrungspnnkte auf der 
Halbierungslinie des Winkels AOA\ Diese Punkte sind die Schwer- 
punkte der unzahlig vielen Bogen dieses Kreises, die zu Endpunkten 
A und A' haben. 

Diese Schlüsse können in folgender Weise bestätigt und erweitert 
werden. In kartesischen Koordinaten wird die Kochleoide durch 
folgende Gleichung dargestellt: 

(a^ + y*) arc tg |- — ay = 0, 

folglich lautet die Gleichung der sie im Punkte (x,y) berührenden 
Geraden 

Sind nun X, Y gegeben, so stellt diese Gleichung eine Kurve dritter 
Ordnung dar, die durch den Punkt mit diesen Koordinaten hindurch- 
geht; folglich: Die Berührungspunkte der von einem beliebigen Punkte 
P ihrer Ebene an die Kochleoide gezogenen Tangenten liegen auf 
einer zirkulären Kurve dritter Ordnung, die durch diesen Punkt hin- 
durchgeht und den Pol als Doppelpunkt hat. Die Kochleoide 
gehört also (vgL Nr. 174) einem System an mit den Charakteristiken 
II '^1, i/»2. Führen wir Polarkoordinaten ein und nehmen an, 
daß der Punkt P in der Entfernung a vom Pole liegt, setzen also 

• 

1) Quelques propriäü de la courhe reprisenUe par u = B^^~ (Nouv. Corr. 
math. rV, 1878). " 
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x«^ (f COS m, y ^ Qsina, X — a cos a, Y^aninu, 

so wird die vorige Gleichung zu 

a sin (2 CD — «) — ^[sin a> + sin (cd — «)] 

oder sin (a> — -|j ja cos (® — y) "" ^ ^^'¥l "* ^ ' 

die Enrye dritter Ordnung des allgemeinen Falles zerfallt alsdann in 

die Gerade a> «» ^ ^^^ ^^^ Kreis q cos -f "~ ^ cos (cd — ^); der durch 
die beiden ausgezeichneten Punkte der Eochleoide geht und seinen 
Mittelpunkt auf der Halbierungslinie des Winkels POA hat. 

Zum Schlüsse sei bemerkt, daB man die Eochleoide auch ab 
Projektion einer Raumkurve erhalten kann^); es besteht nämlich 
folgender 

Satz: Die Projektion einer gewShnlichen Zylinderscliraiibeii- 
linie von einem ihrer Punkte auf eine zur Achse senkrechte Ebene 
ist eine Eochleoide. 

Beweis. Betrachtet man die durch 

^»12 cos 9^ y — 12 sin 9^1 0^hg> 

dargestellte Eurre und projiziert sie Ton dem Punkte (^q) auf die 
Ebene sf » 0q, so ist auch die Orthogonalprojektion der so entstandenen 
Eurre auf die d;y-Ebene gleich der fraglichen Eurre und wird dar- 
gestellt durch 

X — B cos 9o y — 12 sin 9o «^ — h<p^ 

jB(coi 9» — cos (p^) B (sin 9 — sin 9,) Ä (9 — (p^) 

Nun folgt hieraus 

y-JBsinyo ^ _ ^^ y + ^t 



(x — RcoB g?o)* + (y — -B sin^^o)' 



B 



«0 - * Vi 



sin ^ * 



2 



Verlegen wir nun den Anfang nach dem Punkte {RcoBq>^, ^sing^^^) 
und nennen x, y die neuen Eoordinaten des Punktes {x^ y) so haben wir 

^ sin^-^' 

^«-.ctg5^, ysT^^^R'jLl^ L_, 

2 

oder wenn wir die üblichen Polarkoordinaten einfuhren 

sin 5^:;^ 

tgCD--ctg^~''* ._^o-Ä9o 2 



2 ' ^ h 9-9. 



2 

1) Ygl MoGiSsis, S. BeOie I, 1901, S. 109 Qaestion 1278 (H. Biocard). 
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Ans der 1. Gleiohnng folgt 

„_?L±»*_« oder«, + |-,,,-?^. 



2 2 ' ^ • 2 ^0 2 

Lassen wir nun die Polarachse um den Winkel ^ — g>o sich drehen 
and bezeichnen die nene Anomalie mit &, so ist 

nnd daher ^, =B!lZ1?^ «|^, 

wodurch der Satz bewiesen ist. 

Schließlich wollen wir noch zeigen, wie eine Aufgabe ans der 
darstellenden (Geometrie zu einer Eurrengattung fBhrt, der auch die 
Eochleoide angehört Betrachten wir nämlich die Schraubenfläche 

y«^X'ig-j-y so wird ihre Berührungskurve mit der Tangentialebene 

im Punkte (X, Y, Z) dargestellt durch ein System von Gleichungen, 
gebildet aus der Torigen und der folgenden 

Durch Elimination von erhält man die Gleichung der Projektion 
jener Berührungskurre auf die xy- Ebene, nämlich 

oder beim Übergang zu Polarkoordinaten und Eüuetzmig Ton 
X >— a cos a, Y >— a sin a 

ah ain (a — o) 
^^ Z-hw 

Ist npn insbesondere Z» ha, mit anderen Worten, liegt der Punkt 
auf der Schraubenfläche selbst, so wird diese Gleichung zu 

h ein (a — o) 

und stellt dann eine Eochleoide dar. Folglich: Wird eine flach- 
gängige Sehranbe von einem ihrer Punkte aus belenehtet nnd 
projiziert man die Schattengrenze auf eine zur Achse senkrechte 
Ebene, so erhält man eine Eochleoide^), und diese bleibt zu sich 
kongruent, wenn der Punkt sich auf der Fläche bewegt 

18S. Die Hyperbel ist nicht, in gleicher Weise wie der Ejreis, 
algebraisch quadrierbar; wiU man also ihre FUU^he berechnen, so muß 
man zu transzendenten Funktionen seine Zuflucht nehmen; nun ist 

1) G. Fonret. Sur les faMceaux ponetuek planes de earaetMHique 9, ayant 
un point principcU müUijOe eFordre 9. (BnlL Soc. Math. Fiance, YII, 1878/79.) 

Lorl», Bb«ne Karren. S. Anfl. II. 8 
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wohl klar, daß^ während eine Kreisquadratnx wenigstens einen Punkt 
enthalten mnß^ von dem eine kartesische Koordinate oder der Radius- 
vektor ein Vielfaches (ganzes oder gebrochenes) von x istj für eine 
Hyperbelquadratrix; eine der Koordinaten eine logarithmische Funk- 
tion der anderen sein muß. Von dieser Art ist die Kurre^ ftlr welche 
die Summe der Tangente und der Subtangente konstant ist. Deren 
Differentialgleichung ist nämlich 



V»- +»•&)' ^»'4-'' 



oder dx^^^dy; 

durch Integrieren findet man alsbald 

'--!l+i^h- ■■■'■■ m 

WO b eine beliebige Konstante isi Es ist klar, daß, wenn diese Kurre 

gezeichnet ist^ man log ^ in rationalen Funktionen von y und dem 

zugehörigen x hat. Nun hat Perks 1706 ein geistreiches Instrument 
erdacht^)^ um in kontinuierlichem Zuge die Kurve (7) zu zeichnen; 
wir wollen uns mit der Beschreibung desselben nicht aufhalten, 
ebenso wollen wir uns hier nicht über die Sätze verbreiten; welche 
Golson'); der bekannte Professor an der Universität zu Cambridge, 
über diese Hyperbelquadratrix aufgestellt hat'). Bemerken wollen 
wir jedoch, daß viel später Paul Fuß^) auf diese Kurve gestoßen ist, 

1) The congtructum and propertiea of a new Quadratrix to ihe hyperbola (Phil, 
trans. No. 806, 1706; Bd. V, S. 808 des Neadracks). — Folgender umstand mOge 
hier bemerkt werden: In der Einleitung seiner Schrift erwähnt Perks "the old 
quadratrix of Dinostratns by which the circle and the ellipse are sqnared** 
nnd setzt hinsn „another sort for the same purpose, I inserted in the Transactions 
for the same year/* Nun ist die einzige Abhandlang, anf die man jenen 
Hinweis beziehen kann, die anonyme, die wir anfangs von Nr. 182 (S. 86) zitiert 
haben; somit scheint (eine gleichzeitige Bemerkung von E.W If fing und yomVerf.) 
die von den Heransgehem des Neadracks der Phil, trans. (s. Note 1 aaf S. 86) 
gemachte Zuweisung an Jones anrechtmäßig zu sein. 

8) S. die eben zitierte Abhandlang y. Perks. 

8) Wir beschränken ans darauf^ nur das folgende Beispiel anzuführen: Ist 
12 der Krümmungsradius, T die LSuge der Tangente, so findet man leicht: 

daher erfreut f^ich die Kurve der eleganten Eigenschaft, die durch die Beziehung 
JR : T-> T: y wiedergegeben wird. Femer: Die Berührungspunkte der von einem 
beliebigen Punkte ihrer Ebene an die Kurve gezogenen Tangenten liegen auf 
einer Kurve 8^*^ Ordnung, die durch jenen Punkt geht; dagegen sind die 
Berührungspunkte der Tangenten einer bestimmten Richtung a auf die beiden 
Geraden y->a(l±tga) verteilt; die Kurve irt daher panalgebraisch. 

4) S. die vierte von den in der Abh. Quantum differat longitudo areus ab 
asymptota utraque in infinüum extensa behandelten Problemen (M^. Acad. 
St P^tersbourg IX, 1S84). 
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und eine sehr schöne Eigenschaft derselben entdeckt hat; deren 
Beweis wir nun darlegen wollen. 

Zn dem Zwecke beachten wir zunächst, daß, weil die Eonstante b 
keinen Einfluß auf die Lage der Kurve zur y- Achse hat, man bei 
geeigneter Wahl derselben, die Gleichung (7) durch folgende ersetzen 

kann ^ ="l^^8 J + ^^^" (^) 

Wenn wir nun den Anfang und den positiven Sinn des Bogens s der 
Kurve passend wählen, so finden wir leicht 



Die Gleichungen (8) und (9) liefern dann 
da (8) erkennen läßt, daß lim y » 0, 

x=oo 

so schließen wir lim (rr — s) = — . 

Die Differenz zwischen dem unbegrenzten Kurvenbogen der Hyperbel- 
quadratrix und der Asymptote ist eine endliche GrSße. 

Zum Schlüsse soll bewiesen werden, daß die Hyperbelquadratrix 
ein Spezialfall derjenigen Kurven ist, die folgendes Problem losen ^): 
„Gegeben eine Gerade und ein Punkt Ä auf ihr; man soll durch diesen 
eine Kurve ziehen derart, daß, wenn man in einem beliebigen Punkte M 
derselben eine Tangente zieht, der Schnitt T derselben mit der Geraden 
so bestimmt sei, daß ÄT^n-axc AM, wo n ein gegebenes Verhältnis 
isf Nehmen wir die Gerade als a;-Achse, nennen a die Ordinate des 

Punktes Ä, s den Bogen und p das Verhältnis ^, so f&hrt das 
Problem zu folgender Relation 

ns — a; — — — a (10) 

P 

Differenzieren wir diese, so bekommen wir 



und da nun ds = , so können wir auch schreiben 

P 

dy ^P 

^ y '^ pVi+p'' 

daher ist, wenn wir integrieren 

1) F. Fuß, De curva quadam transeendenU ejusque proprietattbus (M^m.Acad. 
St. P^tersboTirg VUI, 1828). 
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\aj i-|-yiq:p> 

wo a die Integrationskoiustante ist Aus dieser leiten wir den Wert 
von jp "- 7^ ab und erhalten 

dy __ 2a* y ^ 

oder auch 2a"-da; — a*"-^ — y"dy (11) 

Nehmen wir vor allem an, daß w aj« 1, so finden wir durch Int^rieren 

In «*• + * 

2a" a; , , - ^^-^ + Const, 

und da die Kurve durch den Punkt A hindurchgehen soU^ so ist die 
Eonstante bestimmt, und die Torige Gleichung wird 



X 



«(y"-^-a"--)^«"+^-y"+^^ ^j2^ 



S(«-l)y^~^ 2(n + l)a' 

die eine algebraische oder interszendente Kurve darstellt^ je nachdem n 
rational ist oder nichi — In dem ausgeschlossenen Falle n » 1 

gitt (11) 

«-|logy-|^ + Const.; 

bestimmen wir die Konstante in der Weise, daß die Kurve durch 
den Punkt A geht, so finden wir 

^ — « log - + A 

2 ® a 4a 

als Gleichung der gesuchten Kurve; da diese mit Gleichung (8) über* 
einstimmt; so ist die obige Behauptung bewiesen. 



Viertes Kapitel. 

Die Archimedische Spirale. 

184. Wenn eine Gerade sich um einen festen Punkt mit gleich- 
mäßiger Geschwindigkeit dreht, und ein beweglicher Punkt diese 
Gerade vom festen Punkte ausgehend ebenfalls mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit durchlauft, so beschreibt der bewegte Punkt eine 
Kurve, die durch den Anfangspunkt der Bewegung geht und unzahlige 
Umgange um den festen Punkt macht Sie heißt die Archimedische 
Spirale, weil man die Entdeckung derselben, sowie die ihrer wich- 
tigsten Eigenschaften, jenem berühmten Geometer von Syrakus ver- 
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dankt ^). Es ist einleuchtend, daß, wenn man den festen Punkt als 
Pol und die Anüangslage der beweglichen Geraden als Polarachse 
nimmt, die Polargleichung der Kurve lautet 

P-a«>, (1) 

wo a eine Eonstaute ist, die wir als positiv annehmen können. Lassen 
wir a die Werte von bis + cx> durchlaufen, so geht auch q von 
bis + cx>; wir erhalten so einen Zweig der Kurve, den man gewöhn- 
lich als d[ie ganze Archimedische Spirale bildend ansieht; aber, wenn 
wir unserer Anschauungsweise entsprechend (s. I. Bd., S. 137, Fuß- 
note 2) dem a> und q auch negative Werte erteilen, so erhalten wir 
den zweiten Zweig, der symmetrisch zu dem ersten in bezug auf die 
sekundäre Polarachse ist; auf dieser schneiden sich die beiden Zweige, 
wodurch auf dieser imzählig viel Doppelpunkte der Kurve bestimmt 
werden (Taf. 11, Pig. 12)*). — Wechseln wir das Vorzeichen von 
a in 61. (1), so erhalten wir eine rechtsgewundene Spirale, die zu 
der vorigen in bezug auf die Polarachse symmetrisch ist 



1) S. das Werk ila^l iU%€»p, — In dem Einleitongsbriefe erzählt Archi- 
medes, daß er früher dem Konon den Wortlaut mehrerer Sätse über die Spirale 
mitgeteilt habe; dies veranlaßte Pappns, die Erfindung dieser Kurve dem Konon 
znznBchreiben (Pappua, heransg. y. Hiütsch, S. 284), und dieser Irrtum ist von 
vielen wiederholt worden (vgl. G. Loria, Le scienge uaUt etc. Lib. II, Nr. 40). 
Was den Yeisach S^dillots angeht {De Vorigine de la 8emaine pUuUtaire et de 
la Spirale de FlaUm, Ball, di BibL e Storia YI, 1878, oder C. B. LXXY, 1872), 
die Erfindung dieser Spirale anf Plato zurückzuführen, so scheint uns dieser 
verfehlt, weil die Spirale, auf die im Timaeus hingewiesen wird, nicht geo- 
metrisch definiert ist. 

2) Von diesen beiden die Spirale bildenden Zweigen kannten die Alten 
nur den einen. Die älteste Erwähnung des anderen Zweiges [ich drücke mich 
so aus, weil auch in dem Werke von S. Angelis, De infinitorum epirdlium 
epatiorum menewra (Venetüs, 1660) und in De lineis curvis lQ}er (Pisis 1740) von 
P. Garaccioli von der Spirale nur ein einziger Zweig gezeichnet ist] findet 
sich in der Introductio in anälyain infinitorum (II, Lausannae 1748, S. 801— 802) 
von Euler. Später begegnen wir ihm in den ElemenH di cdgebra von Pietro 
Paoli (Pisa 1798, I, S. 812), in der Sammlung von Aufgaben und Lehraätgen von 
Magnus (Berlin 1888, S. 818—14), in dem TraiU iUmentaire de la theorie des 
foncHons et du ealcul infiniUsimai (Paris, 1841) von Cournot, in den LeQons de 
geomürie andlytique von Briot und Bouquet (9. Aufl. Paris 1878, S. 849), in 
der Anah/tisehen Geometrie von R. Baltzer (Leipzig, 1882) S. 168 und in der 
Anaifftischen Geometrie von M. Simon (Leipzig, 1900, S. 28 u. 24). Richtig sind 
die Verhältnisse auch dargelegt in der hübschen Monographie von A. Micha- 
litschke. Die archimedische, die Jiyperholische und die logarühmische Spirale, 
2. Aufl. (Prag, 1891) S. 6. In vielen anderen sehr verbreiteten Büchern jedoch 
ist die Archim. Spirale immer noch als halbe Kurve gezeichnet: s. Encyclopedie 
mähodique, Planche lY der Geometrie Fig. 89; Montferrier, Dictionnairt des 
Sciences math. Planche LYII, Fig. 12; Serret, Cdleul diff6rentiel (2. Aufl. Paris 
1879) S. 869; Haas, Kleyers Lehrbuch der Differentialrechnung, UL. Teil (Stutt- 
gart, 1894) S. 22 u. 180, usw. 
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Die Archimedische Spirale unterscheidet sich nicht Ton der spiralis 
quadrantis von Bartolomäus Sourey (lat Soverus)^); diese 
wird nämlich von einem Punkte erzeugt^ der gleichförmig den Durch- 
messer eines Kreises durchläuft, während dieser eine Rotation Ton 90® 
ausfährt. Die Kurve ist also durch eine Gleichung Tom Typus (1) 

darstellbar; ist R der Radius des gegebenen Kreises, so muß fQr a>»^ 

Q ^ B werden, also gleich — , und Gleichung (1) wird dann 

welche Gleichung im wesentlichen mit (1) identisch ist. 

Die Gleichung (1) lehrt uns beliebig viele Punkte der Archi- 
medischen Spirale bestimmen, wenn nur der Kreis mit dem Radius a 
rektifiziert ist; umgekehrt also, wenn wir die Spirale in kontinuier- 
lichem Zuge zeichnen könnten, würde man jeden beliebigen fi^reis 
rektifizieren können; da dies nun tatsächlich sich mit Hilfe eines 
sehr einfachen Instrumentes ausführen läßt*), so ist klar, daß die 
Archimedische Spirale eine Quadratrix ist; einer Bestätigung 
dessen werden wir alsbald begegnen. — Indessen wollen wir be- 
merken, daß, wenn wir zu kartesischen Koordinaten übergehen, die 

Gleichung (1) wird , « 

y^N^-a.arctgJ-O; (2) 

die Gleichung der Tangente im Punkte (x, y) der Kurve lautet demnach 

{X- x)[xY^?^^ + ay] ^' {T - y)[yV^^Ty^ ^ ax\ -0; 

machen wir diese rational, so erhalten wir 

{pi?+y^[Xx+Yy- {x" + f)Y^a\Tx - Xy)\ 

Da nxm diese Gleichung, wenn X, Y gegeben sind, eine Kurve sechster 
Ordnung darstellt, die den Punkt mit den Koordinaten X, Y zum 
Doppelpunkt hat, so gehSren die Berührungspunkte der von einem 
Punkte an eine Archimedische Spirale gezogenen Tangenten einer 
Kurve sechster Ordnung an, für welche jener Punkt ein Doppel- 
punkt ist Dies genügt zum Nachweise (vgl. Nr. 174), daß jede 
Archimedische Spirale einem Systeme angehört mit den Charakte- 
ristiken ft » 2, f — 4. Die Tangenten von einer bestimmten Neigung a 
gegen die Polarachse hingegen haben ihre Berührungspunkte mit der 
Spirale auf einer Kurve liegen, die die Polargleichung Q^^a- ctg (a — co) 
hat, also auf einer Kappa-Kurve (I. Bd S. 196) und diese ver- 
ändert bei Variation von a wohl ihre Lage, aber nicht ihre Größe. 

1) Vgl. Gantor, Vorlesungen über Geschichte der Maihematik^ 11. 2. Aufl., 
Leipzig, 1900) S. 882. 

2) Clifford, II senso eomune neUe scienze emtte (Milano, 1886) S. 197 — 99. 
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185. Hat die bewegliche, die Spirale erzeugende Gerade n Um- 
laufe ToUendet, so ist der bewegliche Punkt Tom Pole um eine Länge 
0N^2nna entfernt; der Kreis mit dem Mittelpunkte und dem 
Radius 01^ wird von Archimedes, der n^ Kreis, genannt; die Lange 
seiner Peripherie beträgt An%^a. Nennen wir anderseits den Winkel, 
den die Tangente mit dem BadiusTektor bildet ft, so liefert uns die 
bekannte Formel , 

im vorliegenden Falle 1^^=:aa):a = a). 

Demnach ist die trigonometrische Tangente des Winkels, den der 
Badiusvektor 0^ mit der Tangente in seinem Endpunkte bildet 
» 2n%* Dies beweist, daß die im Pole zur Polarachse errichtete Senk- 
rechte die genaimte Tangente in einem Punkte trifft, dessen Abstand 
Yom Pole »2nsra-2n^« 4n'«'a, d.i. gleich dem n-fachen der 
Peripherie des ,n*^ Kreisest Daraus ergibt sich dann, daß, wenn 
man die Tangente in ^ an die Spirale ziehen kann, man auch den 
Kreis rektifizieren kann und umgekehrt; damit haben wir eine neue 
— von Arohimedes angegebene — Art, die besprochene Spirale als 
Quadratrix zu betrachten. 

Ist S, die Polareubtangente, so hat man S, - <»«:||, - «-*; wenn 

man nun den Kreis um beschreibt, der durch den Punkt Jf (^, fo) 
der Spirale geht, so ist die Länge seines zwischen der Polarachse und 

der Geraden OM gelegenen Bogens s^^oi — — » S ; daraus ergibt 

sich ein Verfahren, den Endpunkt der Subtangente zu finden und 
somit die Tangente zu konstruieren« Es ist dies das älteste Beispiel 
der Konstruktion einer Tangente mit Benutzung der Subtangente und 
sollte deswegen hier bemerkt werden. Dieser Konstruktion der Tan- 
gente ist jedoch eine andere vorzuziehen, die sich aus der Bemerkung 
ergibt, daß bei der Archimedischen Spirale q = cto> die Snbnormale 

i^n ^ ^) koi^stant, und zwar gleich a ist 

Es sei E die vom Badiusvektor beschriebene Fläche, wenn o 
zwischen 2(n— l)sr und 2n% variiert, und C^ die Fläche des ,n^"° 
Kreises^, dann hat man 

En~\fQ*-da^ ?- Ca*- dm = ^ [8n»«» - 8(n - 1)»«»] 

o»=l(n — 1)ä «=8(fi — 1)« 

-^*(3n«-3n+l), 
nnd C„ =-> 4«*a'o*; 
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^ Äarna- 2(n— l)«a+— (2«a)* 

daher iA -^ j^^^;^, y 

welche Formel besi^: Die zwischen der n^ Windniig der Archi- 
medischen Spirale nnd der Anfangslage der bewegten Geraden 
gelegenen FUche yerhUt sich znr Fläche des ^n^ Kreises^ wie das 
Produkt der Peripherien des (n — 1)*«* nnd n*^ Kreises, vermehrt 
nm ein Drittel des Quadrates der Peripherie des ersten Kreises znm 
Quadrate der Peripherie des n^^ Kreises. Aus dem vorigen Werte 
von E^ leitet man ab 

im speziellen E^— E^ «■ Sar^a*, 

daher ist '~ls~^^i~~ "■**""!> 

eine Beziehung, die leicht in Worte zu kleiden ist. 

Betrachten wir nun die Flache S des gemischtlinigen Dreiecks, 
das als Seiten einen Bogen der Spirale und die beiden Radienvektoren 
Qi und ^s > ^1 hat, deren Endpunkte bzw. M^ und M^ seien. Man 

findet leicht (P.' + g,P> + P,')(P. -g.) . 

'^^ 6a ' 

sind dann 8i und S^ die Flachen der von denselben Badienvektoren 
und den durch M^ bzw. M^ gehenden Bögen begrenzten Ereis- 
sektoren, so ist 

und daher 

» 6a ' * 6a ' 

diese Gleichungen drücken algebraisch einige von Archimedes ent- 
deckte Sätze aus. 

Überblicken wir das hier Dargestellte, so sehen wir, daß Archimedes 
zwei von den eine jede Kurve betreffenden drei Fundamentalproblemen 
für seine Spirale gelost hat, nämlich die Tangente zu ziehen und die 
Quadratur, dagegen das Problem der Rektifikation unberührt gelassen 
hat. Diese wichtige Aufgabe wurde nicht nur von keinem der Zeit- 
genossen und unmittelbaren Nachfolger des Archimedes gelöst^ 
sondern erst nach neunzehn Jahrhunderten in Angriff genommen und 
überwunden^ als Bonaventura Gavalieri^), Gregor von St Yincen- 

1) Geometria indivisibüis (Bononiae, 1686) Lib. VI. 
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tiuB^), Boberval; B. Pascal') und Fermat') onabhangig Ton- 
einander entdeckten, daß das Problem der Rektifikation einer 
Archimedischen Spirale identisch sei mit dem analogen für 
eine Parabel. Um diese Behauptung exakt nachzuweisen, betrachten 
wir die beiden Kurven 

y'=2i,« . . (3), 9=||, (4) 

nennen deren Bogen bzw. Sp und s« und haben dann 



d3,-^dy>^+?, d8.^^^dQ\/[;^\^^', . . (5) 



p 
daraus geht hervor, wenn man 



p-h («) 



setzt, daß der Bogen der Parabel (3), vom Scheitel bis zum Punkte 
mit der Ordinate y >- & gerechnet, gleich dem Bogen der Spirale (4) 
ist, gerechnet Tom Pol bis zum Punkte mit dem Radiusrektor ^ » i. 
Die Beziehung (6) zwischen den Eonstanten a,jp kann man in der 
Weise ausdrücken, daß man sagt: Bei der betreffenden Parabel 
muß der Punkt, welcher als Ordinate den Radius des ersten 
Kreises der Spirale hat, den halben Umfang dieses Kreises 
als Abszisse haben. — Integrieren wir die erste der Gleichungen (4) 
unter der Bedingung, daß der Scheitel der Parabel der Bogenanfang 
sei, so finden wir 



»,-iy5^T? + flOg?^+>|S; .... (7) 

diese Formel erUart, was schon einer der Gh-ünder der Akademie der 
Wissenschaften in Paris, Adrian Azout, beweisen konnte, daß „estant 
donn^e une droite ^gale ä une parabole ou ä une spirale, la quadrar 
ture de Thyperbole est donn^ et contra''^). Wir fügen noch hinzu, 
1. daß, wenn man hyperbolische Funktionen einführt, indem man 

1) Ojpua geometricwn (Antwerpiae, 1647). 

2) S. die Abhandl. EgaiiU des lignes spvrales et paraboliques (Oeuvres de 
ß. Pascal y, La Haye 1779, S. 441), die nach der Behauptnng C. Henrys (Bnll. 
Bibliogr. e Storia etc. XVII, 1886) auf das Jahr 1669 zurückgeht. In dem 
Lettre de B. Detonvüle, der dieser Schrift vorausgeht, wird gesagt, daß Roberval 
zu demselben Schlüsse gelangt sei, „mais sans en donner de d^monstration autre- 
ment que par les mouvements dont on voit quelque chose dans de Livre des 
Hjdrauliques du R. P. Mersenne." 

8) S. einen an Garcavi mutmaßlich 1669 geschriebenen Brief {Oeuvres de 
Fermat II, S. 488—440). 

4) Vgl. einen Brief von C. Mylon an Huygens vom 81. Januar 1669 
(Oeutres de Huygens n, S. 884). 
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y — jp. ©in 9 
setzt, die Gleichung (7) folgende ein&clie und elegante Form annimmt^) 



& 



P 



^p-f(@in29> + 29>) (70 

und 2. daß zwei Konstruktionen des Erümmungsmittelpunktes in einem 
beliebigen Punkte der Archimedischen Spirale von L. Burmester *) und 
EL Wiener^ angegeben wurden. 

186. Papp US hat bemerkt^); daß die Archimedische Spirale 
auf eine ahnliche Weise wie die Quadratrix des Dinostratus (s. S. 23) 
sich konstruieren ließe; er sagt: Die Ortbogonalprojektion der Schnitt- 
linie einer flachgSn^gen Schranbe mit einem Botationskegel, dessen 
Scheitel auf der Achse liegt, auf die Cfrundfltche des Kegels selbst 
besteht aus zwei gleichen Archimedischen Spiralen. Um dies zu be- 
weisen, beachten wir, daß die beiden Flachen, Ton denen Pappus 
spricht, durch folgende beiden Gleichungen dargestellt werden können: 

-?^ - arc tg|, x'+y'^ ^, (e - c)«. 

Durch Elimination von e erhalt man folgende Gleichung fdr die 
Projektionskurve : i / \ i 

gehen wir zu Polarkoordinaten über, so wird diese 



, ap i^ne \ 



die tatsächlich zwei Archimedische Spiralen darstellt. 

Während diese stereometrische Erzeugung der Kurve ein aus- 
schließlich theoretisches Interesse bietet, gibt es eine andere, Ton 
Glairaut entdeckte^), die sich für die Praicis als sehr nützlich erweist, 
indem sie die Idee für ein neues Instrument, um die Kurve in 
kontinuierlichem Zuge zu zeichnen, liefert®). Zu dieser neuen 

1) J. Hoüel, C(mr8 de Calctd infinitüimal 11. (Paris, 1879) S.88; S. Günther, 
Die Lehre von den gewöhnlichen und veraügemeinerten Hyperhelfunktionen (Halle 
a. S., 1881) S. 241. 

2) Lehrbuch der Kinematik (Leipzig, 1884) S. 157. 

8) Arch. Math. Phya., DI. Reihe, XV. Bd., 1909, S. 107. 

4) Pappus, heransg. v. HnltBch, S. 262. 

6) S. die Abh., betitelt: De la spircde d'Archimide diente par wn fnow>ement 
pareü ä eelwi qui donne la cyclotde, et de quelques autres courbes du mime genre 
(M^m. Acad. Sciences, Ann^e MDCCXL, Paris 1742). 

6) Über dieses Instnunent sehe man Michelotti, Becherehes sur les mayens 
les plus convenables pour la division et la subdivisian prcUique des arcs circulaires 
(Mäm. Acad. Turin VI, 1792—1800) gedruckt 1801. Es sei bemerkt, daß sich ein 
Apparat, tun die Archimedische Spirale mechanisch zu zeichnen, in einer Jugend- 
arbeit von Gh. Huygens beschrieben findet {Oeuvres de Huygens, XI, La Haye, 
1908, S. 216). 
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Eizeagnng gelangte der franzosische Geometer, indem er aufsuchte 
die Spurlinie eines mit einem festen Kreise unveränderlich 
Terbundenen Griffels, wenn die Ebene des Kreises sich so 
bewegt, daß sie fortwährend mit einer festen Geraden r auf 
dem Kreise rollt. Um die Gleichung dieses Ortes zu finden, 
betrachten wir den Ejreis BMEI (Taf. U, Fig. 13) und zeichnen 
ihn auch in der bewegten Ebene in derjenigen L^e, bei welcher er 
die Gerade r im Fußpunkte A des von dem Spurpunkt 8 des Grriffels 
auf die Gerade r gefällten Lotes berührt. Sei BE die Lage, welche 
der Durchmesser ^iS^ in der Lage BMEI annimmt. Wir nehmen 
diesen Durchmesser als Polarachse und seinen Mittelpunkt C als Pol; 
um nun die Gleichung des gesuchten Ortes zu bekommen, wird es 
genügen, eine Beziehung zwischen dem Radiusvektor CS » q und 
dem Winkel 8CE » id au&ustellen. Wir nennen daher den Badius 
des festen Kreises a, ziehen durch C die Gerade IM senkrecht zu r 
und durch 5 zu r die Parallele SH'^ CH, die Differenz zwischen 
8Ä und a, ist dann eine gegebene Größe, die wir mit h bezeichnen 
wollen. CS möge den festen Kreis in F schneiden. AlsdaTin haben wir 



arc BM^ÄM^SH^ VCS^-CH^^ |/p«- 6«= arc IE, 
^5Cfi=^tg^J-^tgl^^; 

arc Fl =aarctg^-5^ ; arcJPjE = a(D. 

Und da arc FE =^ bjtc FI + arc IE, 



so ergibt sich aa = a arc tg^-^-r h Vq^ — V (8) 

Wenn im speziellen 6 » 0, d. h. der Gh-iffel im Mittelpunkte des 
bewegten Kreises steht, so vereinfacht sich diese Gleichung und wird zu 



a(ß>-f), 



welches eine Archimedische Spirale darstellt. Diese Betrachtungen 
lassen die Archimedische Spirale als Individuum einer ganzen Elasse 
von Kurven, den sog. allgemeinen Kreisevolventen^), erscheinen. 
Zu einer anderen ähnlichen neuen Elasse von Kurven glaubte 
A.vonBurg gelangt zu sein^, indem er die Betrachtung von Kurven 
mit der allgemeinen Polargleichung 

Q ^a(o + h (9) 

1) Über diese Eniven, deren Gleichung (8) ist, und andere von Glairant 
in der zitierten Abh. betrachtete, s. die Beantwortung von Y. Betali einer im 
rV. B. (1897) S. 262 des Intermidiaire des mathemoHciens vorgelegten Frage. 

2) Ausführliches Lehrbuch der höheren Mathematik, m. (Wien, 1888) S. 241. 
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einführte. Eine derartige Eurre erhalt man o£Eenbar durch YerlSngening 
aller Vektoren der Spirale (1) um die Länge hf mit anderen Worten, 
sie ist eine Eonchoide (vgl. Bd. I^ S. 144) der Archimedischen Spirale; 
sie wnrde Neoide genannt^). Beachtet man jedoch'), daB, wenn man 

fOi'^ a -] — setzt, die Gleichung (9) zu q ^ ao^ wird, so sieht man 

ein, daB die Neoide von der Archimedischen Spirale nicht yerschieden 
ist'). Somit sehen wir: Die Eonchoiden einer Archimedischen Spirale 
sind der ursprünglichen gleiche Spiralen. Es ist herrorzoheben, daß 
diese Eigenschaft fOr die Archimedische Spirale charakteristisch 
ist. In der Tat, wenn q >- f{io) die Polargleichnng einer Emre von 
dieser Eigenschaft ist, so muß es einen Winkel a geben derart, daß 
ffir jeden beliebigen Wert von a besteht 

f{p) + h^f((o + «), 
oder auch b « af (cd) + ^, /"" (ö) + ; 



8! 

und damit dies eintrete, muß sein /"' (o) — — , f" (m) = 0, 
folglich ist die Gleichung der fraglichen Eurren 

b 



h 



w. z. b. w.*) 



a 



10 4- c, 



1) Vgl. Hoffmann, Mathematisches Wörterbuch, IV. (Berlin 1864) S. 194, 
wo auch die Anwendung der Neoide bei den Spinnmaschinen erwähnt wird. 

2) Stegmann, Verschiedene mathematische Bemerkungen (Arch. Math. 
Phys. Vm, 1846). 

3) Somit bezieht sich die Note Yon W. Ralf, Bestirnmu/ng des Krürnmumge- 
mittelpunktes der Neoide mittels eines Kegelschnittes (Das., 2. Ser. XI, 1892) auf 
die ArchimediBche Spirale. — Die Identität der Neoide mit der Archimed. Spirale 
konnte den Namen Neoide im Katalog der fpeziellen Kursen yerschwinden 
lassen, wenn er nicht noch in anderem Sinne angewandt wäre; nämlich in der 
Abh. Yon W. J. Macqnorn Bankine, On the mathemaUcaH theory of stream lines 
espeeictUy those of four foci and uptoards (Phil. Trans. B. Soc. GLXI, London, 1871) 
ist S. 268 die Bede von „Neolds , that is ship-shape lines^^ Daselbst finden sich 
dann noch andere Kurven, die (nach dem griechischen nvnvoBid'^) „(üjcnoldes, 
or swan-like lines'* genannt sind; da die einen sowohl wie die anderen nur 
Bezug auf die angewandte Mathematik haben, so tan wir hier ihrer nur flüch- 
tige Erwähnung. 

4) Eine Minimumseigenschaft der Archimedischen Spirale wurde* in neuerer 
Zeit yon Ed. Janisch (Arch. Math. Phys., II. Beihe, IX, 1890. S. 446) bemerkt. 
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Fünftes Kapitel. 

Die Spiralen hShereu Grades. 

187. Als unmittelbare Verallgemeinerung der Archimedischen 
Spirale sind diejenigen Eurren zu betrachten, die in Polarkoordinaten 
durch eine Gleichung von der Form 

^-«*^ (1) 

dargestellt werden, wo h eine ganze positive Zahl ist; wir bezeichnen 
sie mit dem Namen Spiralen höheren Grades. Von ihnen spricht 
Fermat in einem an P. Mersenne unterm 3. Juni 1636 gerichteten 
Briefe^) und verspricht nicht nur eine ToUsifindige Behandlung der- 
selben, sondern f&hrt auch Sätze an über diejenige, welche dem Falle 
Je mm 2 entspricht, und von der er annimmt, daß sie die wunderbare 
Kurve {ixagädciog yQttfiiJ^) sei, die, nach der Aussage des Pappus*), 
von dem Geometer Menelaus von Alexandrien erfunden wurde^. 
Die Entdeckungen Fermats wurden durch Mersenne bekannt gemacht, 
der von ihnen im zweiten Teile seiner Harmonie universale (Paris 1637) 
spricht^ und femer in den Cogitata physico-mathernatica (Lutetiae Paris., 
1644); ebenderselbe erwähnt ihrer in einem Briefe an C. Huygens 
vom 22. Mai 1648^), wo die Aufgabe gestellt wird, das Verhältnis 
der vom Radiusvektor beschriebenen Fläche Ay wenn der Winkel m 
von bis 2« variiert, zum Inhalte C des Kreises mit dem Radius a 
und dem Zentrum (den wir auch hier den ersten Kreis nennen) 
zu bestimmen. Diese Aufgabe läßt sich mit unseren Methoden leicht 
lösen; da nämlich 

Ä~^jQ'da-^J(^+^.d(f='~*^l, und C-«a«, 

«9 = ^ = 

SO hat man sofort Ä: C ^ Je: (h + 2)] 

für & — 1 haben wir einen Satz des Archimedes (s. Nr. 185) wieder, 
während wir f&r & > 1 einen Satz erhalten, der mit anderen von 
Stephane de Angelis^) und John Wallis übereinstimmt, und 

1) Oewores de FemuU II, S. 18 - 14, und m, S. 277—278. 

2) Pappus, heranig. y. Halt seh, S. 270. 

8) Diese Anaicht des bertihmten Senators von ToolouBd fand wenige Anb&nger, 
weil man allgemein annimmt, dafi die „wnnderbare^* Eürre doppelter Krflmmnng 
■ei; s. G. Loria, Le »eienee esatte ndl' aiwtica Oreeia, Lib. III n. 86 (Mem. Aoc. 
Modena, II. Ser. Xn, 1900). 

4) Oeuvres de Huygena I, S. 96. 

6) De infinitorum spiroüiwm epaüorwm mentura (Venetiis, 1660), wo die 
Knrre (1) f&r A; — 1 spiralis linearis, für X; -> 2 spiralis secunda sea 
qnadratica, ffir A; <» 8 spiralis tertia sen cnbica usw. genannt wird. 
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der von B. de Sluse in einem Briefe an Huygens vom Augast 1663 
mil^eteilt wird^). 

Ist II der Winkel, den die Tangente an die Spirale mit dem zum 
Berührungspunkt gehenden Badiusvektor bildet, so liefert OL (1) 

ig 11^ Qij^ mm h(Dj woraus man eine Methode ableiten kann, die 

Tangente zu konstruieren; andere erhalt man, wenn man beachtet^ 
daB die Polar -Subtangente und Subnormale ausgedrückt werden durch 

2kx^—r- bzw. 



Die in Nr. 184 (S. 38) für die Archimedische Spirale ausgeführte Bech- 
nung laßt sich mit leichten Modifikationen der durch Gleichung (1) dar- 
gestellten Kurve anpassen und zeigt, daß auch diese Kurve panalgebraisch 
ist und einem Systeme angehört, dessen Charakteristiken jedoch einen 
verschiedenen Ausdruck haben, je nachdem k gerade oder ungerade ist. 
Dieses verschiedene Verhalten in diesen beiden Fallen zeigt sich, auch, 
wenn wir die Gestalt unserer Kurve untersuchen; nämlich, wenn k 
gerade ist, muß man, um reelle Punkte der Kurve zu erhalten, dem 
m positive Werte erteilen, und hat dann für jedes m zwei gleiche, 
aber entgegengesetzte Werte von q, daher ist die Kurve symmetrisch 
in bezug auf den Pol (der ein Punkt der Kurve ist); wenn hin- 
gegen k ungerade ist, so entsprechen zwei gleichen und entgegen- 
gesetzten Werten von m gleiche und entgegengesetzte Werte von q, 
daher ist jetzt die Kurve symmetrisch in bezug auf die sekundäre 
Polarachse. 

Die Bektifikation der Spiralen höheren Grades liefert einen von 
Fermat gefundenen Satz, der eine Verallgemeinerung des Cavalieri- 
sehen ist, den wir in Nr. 185 bewiesen haben. Um zu erkennen, 
worin dieser Satz besteht, beachten wir, daß wenn s^ der Bogen der 
Spirale (1) ist 

äs. - VTTTä^* - ^/ da, y {-£)'+ p" ; 

bezeichnen wir anderseits mit Sp den Bogen der Parabel {k + 1)^' 
Ordnung, die durch die Gleichung 

y*+i - (t + l)p*a; 
dargestellt wird, so haben wir 

Damit ist gezeigt, daß der Spiralenbogen vom Pol bis zum Punkte 
Q^c gleich dem Parabelbogen vom Scheitel bis zum Punkte y » c 

1) Oeuvres de Huygene IV, S. 899. 
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iat; Toraosgesetzty daß zwischen den Eonstanten a und jp die Be* 
ziehnng besteht ^ _ \/2h^.p. 

Für Ä; » 1 erhalten wir den Cavalierischen Satz wieder; für ein be- 
liebiges Tc erhalten wir einen Satz, den E. Torricelli an Michelangelo 
Ricci am 24. Ang. 1644 mitteilte^), und den Fermat dem Carcavy 
in einem Briefe bekannt gab, der am 13. Sept. 1659 dem Hnygens 
übermittelt wurde'). Es ist merkwürdig, daß Huygens in der Anir 
wort an Carcavy vom 26. Februar 1660 bemerkt hat: „La comparaison 
des autres sortes de spirales avec des lignes paraboloides que donne 
M. de Fermat est veritable, mais non pas fort difßcile ä trouuer apres 
que la premiere est connüe. Et je m'estonne qu'il prend plaisir a 
inyenter des lignes nouuelles, qui n'ont pas autrement des proprietez 
dignes de consideration^'"). Hierdurch getroffen, antwortete Fermat 

dem Huygens durch Vermittelung von Garcavy^), daß f&r ^ "- ^ 

seine Spirale ebenso wie die entsprechende Parabel (s. Nr. 118) sich 
der bemerkenswerten Eigenschaft erfreuten^ rektifizierbar zu sein, eine 
wichtige Bemerkung, da sie zeigt, daß Fermat seine Betrachtungen 
nicht auf den Fall, daß bei den durch Gleichung (1) dargestellten 
Spiralen Tc eine ganze Zahl sei, beschrankt hat. Wir wollen noch 

hinzufügen, daß man eben diese Spirale \k — — j erhalt, wenn man 

den Ort der Endpunkte der Polar -Subtangenten einer Archimedischen 
Spirale aufsucht. 

188. Der Briefwechsel Fermats enthält auch Mitteilungen über 
eine andere Kurve, deren Erfindung man dem Galilei zuschreibt^); 
nachdem sie unrechtmäßigerweise Helix Baliani genannt worden 
war'*'), bezeichnet man sie heute mit dem Namen Galileische Spirale. 
Sie ist unter die physikalisch -mathematischen Eurren zu rechnen, da 
sie definiert wird als „die Linie, die ein materieller, schwerer frei 
fallender Punkt in bezug auf die mit ihrer täglichen Bewegung begabte 
Erde beschreibt^. In Polarkoordinaten wird sie durch eine Gleichung 
von folgender Form wiedergegeben 

Q^a-lto^ (2) 

1) S. G. GhinaBBi, Lettere fin qui inedite dt Evangelüta TorriceUi (Faenza, 
1864) S. 17—19. 

2) Oeuvres de Huygens IT, S. 688; Oeuvres de Fermat II, 8. 441. S. auch 
die an Laloub^re gesandten nnd von dieiem 1660 in dem Anhange zn dem 
Werke Veterum geometria promota in septem de cyclaide libris veröffentlichten 
Sätze; nengedrackt in Oeuvres de Fermat I, S. 206, nnd IQ, 8. 178. 

8) OeuM^es de Huygens UI, 8. 27. 

4) 8. Fermate Brief vom 26. Juni 1660, veröffentlicht in Oeuvres de Huygens HL, 
8. 89, nnd Oeuvres de Fermat II, 8. 448. 
6) Oeuvres de Fermat II, 8. 12. 
6) Vgl. die Bemerkungen P. Tannerys ua Inlermddiairein, 1896, 8. 78 u. 218. 
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Da diese Gleiclituig sich nicht ändert; wenn man das Vorzeichen Ton 
CD wechselt; so ist die Gbilileische Spirale symmetrisch in bezog auf 
die Polarachse; der Pol ist ein Doppelpunkt und die bezüglichen Tan- 
genten bilden mit der Polarachse einen Winkel gleich ± y^f die 

Kurve hat femer auf der Achse selbst unzählig yiele Doppelpunkte, 
nämlich diejenigen; fOr welche ^ » a — bkV, wo k eine ganze positive 
oder negative Zahl ist; fQr Ä; »■ aber erhält man einen einfachen 
Punkt mit einer zur Polarachse senkrechten Tangente. Da die Sub- 
normale ausgedrückt wird durch 8n ^ — 2hmj so sieht maU; daß die 
Archimedische Spirale der Ort der Endpunkte der Polar-Subnormalen 
einer Cfalileischen Spirale ist Die Kurve ist ebenfalls panalgebraisch. 
Andere Eigenschaften sind bis jetzt an dieser Spirale nicht aufgefunden 
worden; sie scheint also mehr ein historisches Interesse zu besitzen. 
Die Galileische Spirale kann als ein Spezial&ll einer anderen 
physikalisch -mathematischen Kurve aufgefaßt werden; zu der Ya- 
rignon^) gelangte, als er jene Frage verallgemeinerte; die, wie wir 
im I.Bd. S.312 gesehen haben; Leibniz im Verlaufe seines berühmten 
Streites mit den Gartesianem vorgelegt hat Es ist die Isochrone 
unter der Annahme; daß der Mittelpunkt der Erde sich nicht mehr 
in unendlicher; sondern in endlicher Entfernung befinde. Durch 
Betrachtungen; die hier wiederzugeben keinen Wert hat; erhielt der 
genannte französische Geometer als Differentialgleichung der fraglichen 
Kurve in Polarkoordinaten folgende 

Ü:^ . da, . }^iE«l^, (1) 

wo a, C; l gegebene positive Konstanten sind. Die Integration dieser 
Gleichung ist ausführbar; Varignon hat sie jedoch nicht ausgeführt, 
und somit entging ihm eine wichtige Einteilung; nämlich die der drei 
Fälle c> a, e^ a und c <a, 

I. Ist c> a, so setze man q ^ a + u^, c ^ a + h^, dann wird 
Gleichung (1) 

diese läßt sich leicht integrieren und gibt (bei geeigneter Wahl der 
Integrationskonstanten) 

— -- CD = Ä log — ^ — M. 

Setzen wir aber für u und k ihre Werte wieder eiu; so erhalten wir 
die Gleichung: 

1) Siehe Mähode paur trouver des courbes le long deaquelles im eorps Umhant, 
t^approche au s'eloigne de Vhorison en teile raison de temps qu'on ffoudra, et dans 
quelque hypofhhse de vüesses que ce soit etc. (Mäm. Acad Sciences Paris, 1699). 
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^a,-y^^iog^±^-yr^,. . . (2) 

welche in anderer Form zuerst yon L. Masclieroni^) aufgestellt 
wurde. Da, wenn man ^ » c setzt, sie o) « cx> liefert, so wird die 
Eurye offenbar unendlich viele Windungen um den Pol machen. 
Schreiben wir Qleichung (2) folgendermaßen 



-j- ö = log ; 1/ , 

cYc-a ^-y/^zr^ ^ r c-a 



r e — a 



setzen alsdann y^-z^'^^p ^^ können wir erkennen, daß man an 

Stelle Yon (2) zur analytischen Darstellung der Kurve auch folgendes 
Oleichungspaar benutzen kann: 

^«a + (c-a)*», a,-^(log|±l-*). 
II. Wenn c » a, so wird Qleichung (1) 

V« YQ — a 

durch Integration ergibt sich 

?-a + 4S<oS (4) 

welche Sleichung eine Oalileische Spirale (mit isoliertem Punkte) 
darstellt. 

in. Wenn endlich cKa, so setzen wir a^e + Jc\ p = a + m*; 
Gleichung (1) wird dann 

und dann bei günstiger Wahl der Integrationskonstanten 

-f^ (D + w — i arc tg -^- =• 0. 
Setzen wir ftir u, h ihre Werte wieder ein, so erhalten wir 

-^ (D + YQ — a — "j/a — c arc tg y-^ — 0. . . . (5) 

Dieser Gleichung wird genüge getan durch ^ » a, = 0, daher 
beginnt die Kurve in einem Punkte der Polarachse. Schreiben wir 
Gleichung (5) folgendermaßen: 

1) Siehe einen gedruckten Brief, gerichtet AI Nobile Signor Ächüle Älessandrif 
datiert von Bergamo d. 19. Sept. 1782 und wieder abgedruckt im Aufsätze von 
G. Loria Mascherom contro Varignon in Contrtbuti älla biografia diL. Mascheroni 
(Bergamo, 1904). 

Loria, Ebene Knrreii. t. Anfl. H. 4 
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, 0) » arc tff 1/ ^^^ 1/ f 



2cVa 



and setzen y^-zr^^f ^ erkennen wir, daß die fragliche Karre 

in diesem Falle aach durch folgende beiden Oleichangen dargestellt 
werden kann 

p.a + (a-c)4P, fl,-l^^p^(arctgd-d). . (6) 

Aas den Gleichungen (3), (4), (6) geht hervor, daß die Yarignon- 
sche Isochrone eine panalgebraischey in bezug auf die Polarachse 
symmetrische Eunre ist; die eingehendere Diskussion derselben über- 
lassen wir dem Leser. 

189. Ebenfalls ein mehr historisches Interesse bieten die 00' 
Kurven, die mit Variation der Konstanten a und p, durch die 

Gleichung (^ _ a)» - 2aj,ffl (3) 

dargestellt werden; da man diese Gleichung folgendermaßen schreiben 

so ist eine Kurve (3) die Konchoide einer Fermatsclien Spirale. 

Wenn im speziellen a gegen 0, p gegen cx> konvergiert in der Weise, 

daß lim 2ap "» —y wo b eine neue endliche Konstante ist, so wird 



Gleichung (3) zu j ^ t>«) 



und stellt dann eine Fermatsche Spirale dar (vgl Nr. 187). Die 
durch Gleichung (3) dargestelltenKurven wurden von Jakob Bernoulli 
betrachtet^), der wegen der Analogie der Gleichung (3) mit der einer 
Parabel jede solche Kurve als „parabola helicoides, vel, si mavis, 
spiralis parabolica'^ bezeichnete; die Späteren gaben dem Namen 
^^parabolische Spirale'' den Vorzug, den auch wir anwenden wollen. 
Die betreffenden Kurven zeigen sehr verschiedene Gestalt, je nach 

dem Werte des Verhältnisses — (Bernoulli hat insbesondere den Fall 

— » 4« betrachtet); man kann aber jene Konstanten immer als positiv 

annehmen, dann entsprechen die reellen Punkte der Kurve positiven 
Werten von a>; zu jedem gehören zwei gleiche und entgegengesetzte 
Werte von q, somit haben alle parabolischen Spiralen ein Zentrum. 
Auf die parabolischen Spiralen hat Bernoulli, von 1691 an, die 
Methoden angewandt, die Leibniz 1684 der mathematischen Welt 

1) Specimen calcuU differentialis in dimensiane paraböUu helicaidia etc. (Acta 
eradit. Jan. 1681 oder auch Jacobi Bemaulli opera I, S. 481; vgl. Jöh. BernoulU 
opera I, S. 46—47). 
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mitgeteilt liat. So bestimmte er die Tangente, indem er bemerkte, 

daß die Polarsubnormale durch -^ — — — ffeireben wird, welcher 

Ausdruck leicht zu konstraieren ist, und zeigt, daß c»(a, - ^-^ 

die Gleichung des Ortes der Endpunkte der Subnormalen ist, somit 
ist dieser Ort ein Lituus (s. Nr. 192). Ähnlich bestimmte Bernoulli 
die Mazima und Minima von q und o»; ersteres führte er auf die 
Untersuchung einer algebraischen Gleichung zwischen a und tg a> 
zurück; wenn nun a und tg m durch eine algebraische Relation ver- 
knüpft wären, so könnte man die yorige Gleichung umgestalten, 
so daß sie algebraisch in a wäre; ihre Wurzeln wären demnach der 
Zahl nach begrenzt, und die Gb'enzwerte yon q wären demnach in 
endlicher 2^ahl yorhanden. Nun zeigt aber die Gestalt der parabolischen 
Spirale, daß q im Gegenteil unzählig yiele Maxima erhalten kann; 
somit ist die Annahme, daß zwischen oi und tg m eine algebraische 

Relation bestehe, eine absurde; insbesondere: macht man a>»-T, so 

sieht man, daß x nicht die Wurzel einer algebraischen Gleichung 
sein kann^). Es ist dies vielleicht der älteste Versuch, die Unmöglichkeit 
einer algebraischen Lösung des Problems der Quadratur des Kreises 
nachzuweisen. 

Die Wendepunkte der Spirale (3) erhält man, indem man die 
Gleichung (3) mit folgender kombiniert 

wir erhalten also 

(a - (>)»- 2a (a - (>)* + a\a - qY + 3j)»a«(a - (>) - p^a^^ 0; 

die ähnliche Aufsuchung der Doppelpunkte wurde von Bernoulli nicht 
in Angriff genommen, kann aber ohne Schwierigkeit ausgeführt 
werden. Hingegen hat er sich mit der Quadratur der Kurve beschäftigt ; 
es ist leicht, seine Schlüsse zu kontrollieren, wenn man beachtet, daß 

Folglich erhält man. wenn man 2p^ zr- setzt und das Inteffral 

Viel schwieriger und interessanter ist das Problem der Rektifikation 
der parabolischen Spirale; Jakob Bernoulli entdeckte, als er sich 
mit diesem beschäftigte , eine äußerst bemerkenswerte — auch bei 

1) Bernoulli fügt hinzu, daß man ähnlich die Unmöglichkeit der algebraischen 
Qnadratnr „alline cnryae geometricae in se redenntis^' beweisen könne, welche 
Bduiaptong man wohl bezweifeln dürfte. 

4* 
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anderen Eurren auftretende^) — Tatsache, die wir hier mitteilen 
wollen. 

Es sei s der Spiralbogen, so liefert uns Gleichung (3) 

folglich hangt die Berechnung des s von elliptischen Integralen ab. 
Wenn wir nun die Betrachtung einer Kurve einfahren, die durch 
folgende Gleichung dargestellt wird: 

y -- ^ ^ a^pt f 

so sieht man, daß die Rektifikation der parabolischen Spirale, mit 
der Quadratur dieser Eurre äquivalent ist. Diese Eurve, oder besser 
die zu ihr affine und durch die Gleichung 

y'-T + ^^' (4) 

dargestellte, laßt sich nun auf folgende Weise konstruieren: „Es sei 
C der Mittelpunkt eines Ereises mit dem Durchmesser a, der im An- 
fangspunkte die y- Achse berührt (Taf. II, Fig. 14). Wir nehmen 
nun auf Ox beliebig die beiden Strecken CW^ CZ, ziehen in dem 
Ereise die zugehörigen Ordinaten WT und ZX und bestimmen den 
Schnittpunkt S von TX mit der y-Achse. Es sei nun Ä ein Punkt 
der rr-Achse, derart, daß OÄ » 2p, Man trage nun auf derselben Achse 
OK^ OS ab, ziehe ÄS und durch K die Parallele zu dieser Ge- 
raden; ist R der Schnittpunkt mit Oy, und trägt man die Strecke 
CR von W und Z aus auf den Geraden WT und ZX ab, so er- 
hält man vier Punkte P der Eurve (4).^' Wir überlassen den Beweis 
dem Leser und bemerken, daß aus der Eonstruktion hervorgeht, daß 

die Eurve (4) zur Geraden ^ "* o symmetrisch ist; demnach enthalt 

sie unendlich viele Paare gleichgroßer Flächenstücke, und damit ist 
gezeigt: Die parabolische Spirale enthält, trotz der Unregelmäßigkeit 
ihrer Gestalt, unendlich viele Paare gleichlanger Bogen; es ist dieses 
ihre hervorragendste geometrische Eigenschaft.*) 



1) Enneper, Elliptische Fu/nktionen, IL Anfl. (Halle a. S., 1890) S. 586 ff. 

2) Weitere, die obige Eurve und die bezüglichen Arbeiten betreffende Yer- 
hältnisBe finden sich in der sorgfältigen Monographie von G. D. E. Wejer an> 
gegeben, Über die pardbdische Spirale (Kiel nnd Leipzig, 1894); ygl. auch 
Wolfram, Die apollonisch -parabolische Spirale (Progr. Hof, ohne Jahreszahl). 
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Sechstes Kapitel. 

Andere algebraische Spiralen. 

190. Das Wort ,, Spirale'', welches wir auf den vorhergehenden 
Seiten gebrauchten, geht in das entfernteste Altertum zurück, indem 
68 dort eine Bahnlinie im astronomischen System Platos bedeutete^), 
jedoch der entsprechende allgemeine Begriff hat noch nicht jenen 
Ghrad der Präzision erlangt, den ein mathematischer Begriff erfordert*); 
Torlaufig wollen wir als Spiralen') alle Kurven bezeichnen, deren 
einfachste und geeignetste analytische Darstellung man bei der An- 
wendung von Polarkoordinaten erhält. Solcher Art sind die Kurven, 
welche die Polargleichung f^^) 

^ (D -f 9 (©) 

haben, wo f und (p rationale Funktionen der trigonometrischen Linien 
des Winkels oi selbst, oder eines Vielfachen oder aliquoten Teiles 
desselben sind^); solcher Art sind diejenigen Kurven, die durch eine 
algebraische Gleichung zwischen q und cd dargestellt werden, und die 
man passend als algebraische Spiralen bezeichnen kann.^) Sei nun 

1) A. Sädillot, De Vorigine de la semaine pUmäaire et de Ja tpirale de 
JPUaon (Bull, bibliogr. ator. VI, 1878, und C. R. XXVÜ, 1872) und Th.H. Martin, 
HypoiMse cutronotnique de Piaton (Mäm. Acad. InsciiptionB Beiles Lettres, XXX, 
1. Teil, 1881) S. 46 — 48. — Eb möge angefahrt werden, daß im XXI Kap. der 
Astronomie des Theon von Smjma (s. ITi^on de Smyrne, Expoeition des con- 
naissances mathSmatiques utiles powr la lecture de Platon, 6d, Dupnis, Paris 1892, 
S. 828) von einer anderen astronomischen Spirale die Bede ist; sie ist von 
ähnlicher Gestalt wie die Sinnslinie nnd wird beschrieben von einer Welle, die 
gezwungen wird zwischen zwei Schranken zu bleiben; s. auch Martin a.a. 0. S.49. 

2) 8. die Artikel Spirale in der Encyclop^die mühodiqUe, im Mathematischen 
Wörterbuch von Hoff mann und im Dictionnaire des sciences math. von Mont- 
f e r r i e r. Vgl. femer H. Brocard, Notes de bibliographie des eowrhes giometriques, 
Partie compl^mentaire (Bar Le-Duc, 1899) S. 166. 

8) Andere (s. Montferrier a.a.O. II, S. 410) nennen sie Badial-Eurven. 

4) G. Fouret, Swr la construction de la tangente ä la courbe 9 = — , . » 

fl) -f- 9 (©) 

f(fo) et (p(o) dSsignant des fonctions rationelles des Ugnes trigonom^triques de 
V angle <o, de ses multiples ou de ses parties aliquotes (Nouy. Ann. Math^m. 2«. S^r. 
XIX, 1880). 

6) Dieser Name wird in dem angegebenen Sinne gebraucht yon W. Rulf in 
der Abh. Geometrische Bestimmung des KrOmmungsmittelpunktes der algebraischen 
Spiralen (Monatshefte Math. Phys. III, 1892). Sylvester dagegen (Phil. Magazine, 
4. Ser. XXXVI, 1868) gebraucht ihn, um eine Kurve zu bezeichnen, bei welcher 
die Länge des vom Pole auf die Tangente gefällten Lotes eine algebraische 
Funktion des Kontingenzwinkels ist; insbesondere kann man die sog. „ganzen 
Spiralen" betrachten, welche sukzessive Evolventen des Kreises sind, von denen 
wir in Nr. 262 sprechen werden. — Algebraische Spiralen in unserem Sinne sind 
insbesondere die parabolischen und hyperbolischen Spiralen höherer 
Gattungen, womit J. Sobotka sich eingehend beschäftigt hat {Zur infini- 
tesimalen Geometrie einiger Plancurven, Prager Ber. 1898); ihre allgemeine Grlei- 
chxmg ist (^"«a" cio'^, wo n, p ganze Zahlen sind, und P'^n. 
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A?,">)-0 (1) 

die Oleichung einer solchen Spirale; f sei Tom Grade p m (o, und 

überhaupt Tom Grade n. Da nun q — "/«* + y* und cd — arc tg -^ , 
80 sieht man, daß 

df 1 f df df\ df 1 f df , df\ 

und demnach 

(Z-«)(^«|J-y|^l + (r-y)(py|^ + «|^}-0 . (2) 

die Gleichung der Tangente an die Spirale im Punkte {x^ y) ist. 

Der Leser kann leicht nachweisen: |,daß für eine solche Spirale 
der Ort der Endpunkte der Polarsubiangenten oder -subnormalen 
eine andere analoge Spirale ist, jedoch mit von n und jp yer- 
schiedenen Exponenten/' Spezialfälle dieses Satzes sind uns ja schon 
mehrere begegnet; andere werden sich auf den folgenden Seiten 
finden. 

Eliminieren wir m aus Gleichung (2) mit Berücksichtigung Ton 

Gleichung (1) und setzen f&r ff seinen Wert yx^ -f y*, so erhalten 
wir die Gleichung des Ortes der Berührungspunkte der yom Punkte 
(X, Y) an die Kurve gezogenen Tangenten. Man gelangt so immer 
zu einer algebraischen Gleichung, und daher sind alle algebraisehen 
Spiralen panalgebraisehe Kurren; die Charakteristiken desselben haben 
jedoch yerschiedene Werte, je nach den Fällen: 

I. Wenn in Gleichung (2) a> nicht auftritt, so stellt sie ohne 
weiteres den genannten Ort dar. Dieser umstand tritt ein, wenn 

d. h. A / =« -^ — 0, d. h. wenn /*— am + tp (g) ist (das einfachste 

Beispiel einer solchen Kurve bietet uns die Archimedische Spirale). 
Wenn bei diesem Falle in (2) nur gerade Potenzen von q auftreten, so 
ist sie rational in x und y, steUt daher eine Kurve dar, deren Ordnung 
gleich dem Grade m der Gleichung (2) in x, y, die einfach durch den 
Punkt {X, T) geht* Daher gehört die Kurve einem Systeme an, 
dessen Charakteristiken /i—l^ i/»m~l sind. Wenn jedoch in (2) 
auch ungerade Potenzen von q vorkommen, so ist eine Erhebung 
ins Quadrat notwendig, und ist diese ausgeführt, so sieht man, daß 
dann die Charakteristiken des Systems /i — 2 und v = 2 (m — 1) sind. 

II. Wenn hingegen in Gleichung (2) a im Grade q auftritt, so 
führt die vermittelst der dialytischen Methode von Sylvester aus- 
geführte Elimination von a> aus den Gleichungen (1) und (2) zu einer 
Gleichung, deren linke Seite eine Determinante von der Ordnung 
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p + q ist, in welcher die Elemente der ersten j-Horizontalreilien 
mit einem der beiden Faktoren (X — x) oder {Y — y) behaftet sind; 
wenn nnn diese linke Seite nur gerade Potenzen von q enthalt, so 
geht der betrachtete Ort j-mal durch den Punkt (X, 7}, anderenfalls 
2 2-mal durch den Punkt hindurch. Die Spirale gehört also einem 
System an, f&r welches fi"-2 oder »2g ist; die andere Charakte- 
ristik, V, ergibt sich aus der Betrachtung der genannten resultierenden 
Oleichung, die, wenn nötig, rational gemacht ist. 

Die algebraischen Spiralen können auch in ähnlicher Weise, wie 
wir es f&r die Archimedische Spirale gezeigt haben, auf stereometrische 
Weise erzeugt werden. Betrachten wir nämlich eine flachgängige 
gerade Schraube, die durch die Gleichung 

— arc tg - 

dargestellt wird und schneiden sie mit einer koaxialen Rotations- 
fläche 

so projiziert sich die Schnittkurve auf die a;y- Ebene in die Linie 

Führen wir nun Polarkoordinaten ein, so wird diese za 

0. 



rm- «) 



Ist nun f eine algebraische Funktion, so wird auch die so dargestellte 
Spirale eine algebraische sein. 

191. Zu der großen Kategorie der algebraischen Spiralen gehören 
nicht nur diejenigen, die wir in den yorigen Kapiteln behandelt haben, 
sondern auch eine andere nicht weniger beachtenswerte, zu deren 
Untersuchung wir uns jetzt wenden. 

Wenn man eine Archimedische Spirale einer Transformation durch 
reziproke Badienvektoren unterwirft^ deren Zentrum im Auge der Spirale 
liegt, so bekommt man eine andere Kurve, die in Polarkoordinaten 
durch eine Gleichung von folgender Form dargestellt wird 

Qio ^a (8) 

Sie findet sich — unter anderen allgemeineren — in einer Abhand- 
lung Yon Yarignon, die der Pariser Akademie im Jahre 1704 Tor- 
gelegty aber erst 1722 veröffentlicht wurde ^); sie wurde femer auch 
von Joh. BernouUi entdeckt, der in einem französisch geschriebenen 
Briefe an Hermann vom 7. Oktober 1710 sie Spirale hyper- 
bolique*) nannte, und ungefähr drei Jahre später, als er die Analogien 

1) Weiteres über diese Arbeit vonVarignon s. Kap. I des folgenden Abschnittes. 

2) M^m. Acad. Sciences, Paris, 1710; Joh. BemoMi Opera amnia I, S. 480. 
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sowohl, als anch die Verschiedenheiten zwischen ihr und der Archi- 
medischen erkannt hatte, schrieb: ^^ta nt non incongnie haec spiralis 
Yocari possit hyperbolica, vel etiam Archimedea inyersa; utpote 
quae cum Archimedea ordinaria hoc commune habet, quod in 
utraque distantiae punctorum ab umbilico sint proportionales circa- 
lationibus emensis, in Archimedea Yulgari directe, in nostra yere 
inTcrseV) Der Name hyperbolische Spirale ist nun allgemein 
angenommen worden in Hinsicht auf die Analogie der Gleichung (3) 
mit der einer auf die Asymptoten als Achsen bezogenen HyperbeL 

Die Gleichung (3) zeigt uns, daß gleichen und entgegengesetzten 
Werten von a auch gleiche und entgegengesetzte Werte von (f eni- 
sprechen; folglich ist die hyperbolische Spirale eine in bezug auf die 
sekundäre Polarachse symmetrische Eurre, auf dieser befinden sich 
unendlich viele Doppelpunkte (Taf. ü, Fig. 15). Lassen wir a> bis 
± cx> gehen, so geht ^ in über; demnach ist der Pol ein asympto- 
tischer Punkt der Eurre; machen wir hingegen o — 0, so erhalten 
wir Q^ooy folglich geht die Eurve durch den unendlich fernen Punkt 
der Polarachse, und da Gleichung (1) uns sagt, daß 



lim (p sin o) = lim (a 55^) »= a, 



cdsbO ais=0 



80 ist die znr Polarachse im Abstände a gezogene Parallele eine 
Asypmtote der Eurve. 

Die Polar- Subtangente wird gegeben durch 5^ = p* : ^ = — a; 

folglich: Der Ort der Endpunkte der Polar -Subtangente der hyper- 
bolischen Spirale (3) ist der mit dem Radius a um den Pol be- 
schriebene Ereis. Daraus folgt eine höchst einfache Eonstruktion 
der Tangente. Bei dieser Gelegenheit wollen wir noch vermerken, 
daß die Eurve in kartesischen Eoordinaten durch die Gleichung 



ya?*+ y- arc tg - — a — 
dargestellt wird, und daher die Tangente durch 

{X-x) [ax-yy^?T^\ + (r- y) [ay+xV^^T^] = 0; 

nehmen wir nun an, daß der Punkt P mit den Eoordinaten JT, T 
gegeben sei, so ergibt sich hieraus leicht: Die Berfihrungspunkte 
der Tangenten, die man von einem beliebigen Punkte JP der Ebene 
an eine hyperbolische Spirale ziehen kann, gehSren einer Eurve 
vierter Ordnung an, die JP zum Doppelpunkte hat; infolgedessen ge- 
hört jede hyperbolische Spirale einem System an, mit den Charakte- 

1) De motu eorporum gravium^ pendclorum et projeetüium (Acta erud. Febraar 
1718); oder Joh. BemoüUi Opera I, S. 652. 
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ristiken /i » 2^ i^ » 2. Ist P unendlich fem, so ist der Ort eine 
Kappa-Enrve. 

Die Fläche F des Sektors, zwischen einem Spiralenbogen und den 
Badienyektoren der Endpunkte gelegen wird, gegeben durch 



^-Tp""-T(i-i)i 



Wfl 



wenn also St nach oo übergeht, so nähert sich F immer mehr dem 
Wert -z — , solange oiq 4= 0. Für das Bogendiflferential hingegen er- 

hält man" ^^ _ d^^/7^^' ^ - ^^^d^-, 

welches zeigt, daß die Rektifikation der hyperbolischen Spirale von 
Logarithmen abhängt, eine Bemerkung von Gotes.^) 

Es sei [i der Winkel, den die Tangente mit dem Radiusvektor 
bildet und 12 der Krümmungsradius. Man findet dann leicht 



sinfi 






und daraus durch Elimination von o 

v^ = sin* fi] (4) 

man könnte nachweisen, daß dieses eine charakteristische Eigenschaft 
der hyperbolischen Spirale ist.*) 

Zwischen unserer Spirale und der Eochleoide (Nr. 180) besteht 
eine höchst einfache Beziehung, die hier hervorgehoben werden soll: 
Zieht man durch einen beliebigen Punkt M (p, a) der Spirale (3) 
die Parallele zur Polarachse und macht auf dieser MM^ ss MOj so 
ist der Ort der Punkte M^ (p^, a^) eine Kochleoide. 

Beweis: Es ist nämlich 

oder CD =• 2cDj — ä, q ^ — ^* ; 

2Bin(a,,-|) 

setzen wir dies in (3) ein, so finden wir 



<^i (^1 - f ) "" ^ ^^° (®i "" ?) 



1) Phil. Trans. R. Soc. Nr. 29, London 1741. 

2) Tiflserand, Becueä compUmentaire d'exercises sur le calcul infinit^mal, 
II. Anfl. (Paris, 1896) S. 810. 
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welche Gleichmig (vgL Nr. 182) eine EocUeoide darstellt, wie be* 
hauptet war. 

Es gibt aber aach eine sehr bekannte Banmknrrey sn welcher 
die hyperbolische Spirale eine intime Beziehung hat. Betrachten wir 
nämlich die Schraubenlinie mit den Gleichungen 

und projizieren sie Ton irgendeinem beliebigen Punkte der Achse — 
z. B. dem mit der Ordinate ^ — , so erhalten wir eine Eegelflache, 
die durch die Gleichungen 

acosa asino kaa}-\'li 

dargestellt werden kann, wobei l ein neuer Parameter ist. Die 
Schnittlinie dieser Eegelfläche mit der a?y-Ebene erhält man, wenn 

man z ^0 macht, d. h. X^ z— ; sie wird daher durch die Glei- 
chungen dargestellt: 

acoBo) 

X a= T 1 

I kam 
Nun ^t sich hieraiu ableiten, daß 

kam 



y 


asm« 


. kam 

^ S 

a 


1 


kam' 



oder, wenn man j/a?* -f y* *= p, 1 z- — SP setzt: Qq> « a; folglich: 

Die Projektion einer Schraubenlinie von einem Punkte der Achse des 
Rotationszylinders y auf welchen sie aufgezeichnet ist, auf eine zu 
dieser Achse senkrechte Ebene ist eine hyperbolische Spirale.^) 

190. Die Gleichungen 

a a 



«-1 ^» « + i 

stellen ersichtlich zwei hyperbolische Spiralen mit demselben Pole dar. 
Wir suchen ihre Eonchoidale (s. Bd.I S. 144), indem wir 9 — ^i ^ ^ 
setzen und erhalten die Eurve 

man findet sie als Lösung folgender Aufgabe: Eine ebene Eurve Ton 
der Beschaffenheit zu finden, daß, wenn man sie auf einer Geraden 
abrollt, einer ihrer Punkte einen Ereis mit dem Radius a beschreibt.') 
Es ist bemerkenswert, daß diese Eurve elementar rektifizierbar ist; 
nämlich aus (5) ergibt sich 

1) Th. Olivier, Joum. Ec. pol. XXII cah., 18S8, 8. 108. 

2) R. Fabri, SUlle eurve ciclaidaU (Atti Acc. Pont. Nuovi Lincei, X, 1866), 
und £. Catalan, Note sur la fMorie des raulettes (Nonv. Ann. Math. XV, 1866). 
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vnd also durcli Integration 



2aai 



bezeiclmet man nun mit 22 den ErümmongBradius, so findet man^ 

daraus ergibt sich die nat&rliche Gleichung der Eture als 

j^__ (y5M:?-a)(a' + »*) . 

Zu einer anderen algebraischen Spirale gelangt man, wenn man 
eine Kurve von der Beechafifenlieit suchte daß die Hache zwischen 
ihrem Bogen und den Radienyektoren in den Endpunkten proportional 
dem Logarithmus des Verhältnisses der beiden Vektoren selbst ist. 
Es ist dies eine Aufgabe, die R. Götes sich stellte und in folgender 
Weise gelöst hat'): Die Bedingungen des Problems übersetzen sich 
alsbald in die Gleichung 



^J (>*.dai-a*logJj- 



Durch Differenzieren ergibt sich 






a* 



und durch Integrieren o — « =- , 

Setzt man hierin a — m ^ (p, so findet man 

pV-öt* (6) 

als Gleichung der gesuchten Kurve. Diese ist symmetrisch in bezug 
auf den Pol, der ein asymptotischer Pimkt der Kurve ist; die reellen 
Punkte der Kurve erhalt man, wenn man dem 9 positive Werte erteilt 
(s. Taf. II, Fig. 16). 

Transformieren wir (6) durch reziproke Badienvektoren, so erhalten 
wir, wenn das Zentrum der Transformation mit dem Pole zusammen- 

^*> p»-&V (7) 

1) Vgl. den n.Tl. der MatJiematiach- physikalischen Kleinigkeiten von V. Nach 
reiner (Progr. Neustadt, 1909). ^ 

2) £0 ist ratsam, hier die n. a. von Serret M j. ^ ^ ^Vl^ 
Harnack-SchefferB,iW/7ere«<»a?recÄn«np(Leip- \'p'^\dä ~q) 1 
zig, 1906) S. S61 angegebene Formel zu benutzen: -^^ 



8. S6. 



Avuo; 0.001 angegeoene JDormei ZU oenntzen: *' j /j d" 1\ 

8) Harmonia mensitrarum (Cambridge, 1722) ©•viT'^dflö'^/ 
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welches eine Fermatsche parabolisclie Spirale zweiten Grades darstellt 
(s. Nr. 187); infolgedessen wird die durch (6) dargestellte die reziproke 
parabolische Spirale genannt^); mehr yerbreitet ist jedoch der von 
Cötes angewandte Name Lituns (Erummstab), welcher durch Sacchi 
in Tromba*) übersetzt wurde. Da Gleichung (6) fär 9 « cx) ergibt, 
p » 0, so ist der Pol ein asymptotischer Punkt der Kurve; der Punkt 

mit den Koordinaten 9> "=■ -0; 9 = ^V^f ^^ ebenso wie sein sym- 
metrischer ein Wendepunkt; usw. — Spezialisieren wir das in Nr. 190 
angegebene YeTtakren, so sehen wir: Der Lituus gehSrt emem System 
mit den Charakteristiken fi = l, r = 2 an. Schließlich ergibt sich 
als unmittelbare Folgerung der Gleichung (6) folgender Satz: y^Ist 
eine Schar konzentrischer Kreise gegeben und eine durch ihren 
gemeinsamen Mittelpunkt gehende Gerade OXy und man bestimmt 
auf der Peripherie eines Kreises, dessen auf OX liegender Radius OA 

sein möge, einen Punkt M derart, daß der Sektor A OM — 0^ a' wird, 

so ist der Ort der Punkte M ein Lituus, wie er durch Gleichung (6) 
dargestellt wird^') 
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Die logarithmisehe Spirale, sowie einige davon abgeleitete Kurven. 

193. In einem an P. Mersenne gerichteten Briefe vom 12. Sep- 
tember 1638 teilt Descartes seinem Korrespondenten, der ihn ersucht 
hatte „plus particulierement ezpliquer la nature de la spirale qui 
represente le plan egalement incline^' als Antwort folgende Eigen- 
schaft jener Kurve mit: „Si A est le centre de la terre et queANBGD 
soit la Spirale, ayant tir^ les droites AB^ AC, AD et semblables, il 
y a m§me proportion entre la courbe ANB et la droite AB, qu'entre 
la courbe ANBC et la droite AC ou ANBC et J.D, et ainsi des 
autres. Et si on tire les tangentes DE, CF, BG etc., les angles 
ADE, ACI, ABG etc. seront egaux".*) 

1) Scblömilch, Übungsbttch zum Studium der höheren Äncdysis, I. Th., 
m. Aufl. (Leipzig, 1878) S. 106, V. Aufl. (Leipzig, 1904) S. 122. 

2) SuUa geometria ancUitica delle cwrve piane (Pavia, 1864) S. 9. Die Be- 
gründung dieser Bezeichnungen ergibt sich offenbar daraus, daß man gewöhnlicli 
von der hier behandelten Kurve nur den einen, positiven Werten von q ent- 
sprechenden, Zweig betrachtet, der die Gestalt eines Erummstabes oder einer am 
unteren Ende eingerollten ehernen Trompete hat. 

8) G. A. Laisant, ^ouv. Corr. IfatA^. Question 251, 1877, S. 87— 88, wo die 
Kurve mit dem wenig bedeutsamen Namen Spirale polaire bezeichnet wird. 
4) Oeuvres de Descartes, (^d. Adam et Tannery 11. (Paris, 1898) S. 860. 
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Die Eigenschaft, durch welche Descartes die neue Spirale 
oharakterisiert, übersetzt sich leicht in die Gleichung 

8 

WO Q der vom Punkte Ä ausgehende Radiusvektor, s der Eurven- 
bogen und a eine Eonstante ist. Differenzieren wir die vorige 

Gleichung und setzen für ds seinen Wert ydg^ -f Q^da\ so erhalten wir 

dm^Y^^'^l^, 



und daher durch Integrieren 



0» 



yo*— 1 

Q-^ce , (1) 

wo c eine beliebige Eonstante ist. Dies ist die Polargleichung der 
fraglichen Spirale; wegen ihrer Form wurde die Eurve selbst von 
Yarignon^) die logarithmische Spirale genannt, und dieser Name 
ist ihr geblieben.^ Nennen wir fi den Winkel zwischen Tangente 

und Badiusvektor, so erhalten wir, indem allgemein tg/*-p:^, 
in diesem Falle 

tgf»-V^^^, (2) 

fi ist also konstant, wie auch Descartes in der oben angeführten Stelle 
bemerkt hat. Die logarithmische Spirale ist also die schräge (gleich- 
winklige) Traktorie eines Strahlenbttschels ; daher wird sie auch mit 
dem Namen gleichwinklige Spirale belegt*), und deswegen 
behauptet Joh. Bemoulli: „ipsamet etiam esset vera loxodromia^), si 
terra plana foret'^ Diese Eigenschaft der logarithmischen Spirale 
zeigt uns auch, daß, um von einem beliebigen Punkte P der Ebene 
an sie die Tangente zu ziehen, es genügt (wenn der Pol ist), über 
OP einen Ereis zu beschreiben, der den Winkel fi als Peripherie- 
winkel faßt; dieser schneidet die Eurve in den Berührungspunkten 
der gesuchten Tangenten. Hieraus folgt: Die Berührangspunkte der 
von einem beliebigen Funkte der Ebene an eine logarithmische 



1) Vgl. die auf S. 55 genannte Abhandlung, von der wir ausführlicher im 
E[ap. 1 defl folgenden Abschnittes reden werden. 

2) Weniger angewendet ist der Name Proportionale Spirale (Hoff- 
mann, Math. Wörterbuch, IV, S. 819). 

8) Withworth, La spiraie equiangU. Ses proprietes prouvSes geom^trtque' 
fnent (Kouv. Ann. Math. 2. Ser. VUI, 1869 und IX, 1870) ; französische Übersetzung 
einer Abh. in Messenger math. I, 1862. 

4) Bekanntlich nennt man Loxodrome eine sphärische Eurve, die alle 
Meridiane unter demselben Winkel schneidet. Daher ist die stereographische 
Projektion einer Loxodrome eine logarithmische Spirale. 
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Spirale gezogenen Tangenten liegen anf einem Kreise, der dvrek 
den Pnnkt nnd den Pol gehl Jede logarithmiBche Spirale ist also 
panalgebraisch und gehört einem System an, dessen beide Charakte- 
ristiken gleich eins sind. 

Ans der Gleichung (1) ergeben sich alsbald einige Folgenmgeiiy 
die hervorgehoben zu werden verdienen. Zunächst, wenn o) in ~ c» 
übergeht, wird q zu 0, und somit ist der Pol oder das Ange 
der Spirale ein asymptotischer Pnnkt — Betrachten wir vier 
Punkte Af B, C, D der Kurve, die den Werten a, /), /, d von m 
entsprechen derart, daß ß — a^ d — y. Infolge der Gleichung (1) 
ist dann 

OB ya»-i OB^ yd»-i 

und daher wegen der gemachten Voraussetzung 

OB OD 

oa'^ oc'^ 

hieraus folgt, daß die beiden Dreiecke AOB und COD einander 
ähnlich sind Wenn man also zwei Punkte Jf, N der Spirale kennt 
und konstruiert über ON das dem Dreiecke OMN ähnliche Dreieck 
ONP, 'so ist P ein dritter Punkt der Kurve; daraus kann man 
einen vierten, dann einen fünften usw. ableiten (s. Taf. II, Fig. 17). 
Diese Konstruktion beruht im Grunde darauf, daß die in gleichen 
Winkelabständen liegenden Vektoren eine geometrische Proportion 
bilden; ist insbesondere der Winkelabstand gleich 2«, so haben wir: 
Die auf jedem vom Ange der Spirale ausgehenden Strahle liegenden 
Vektoren der logarithmischen Spirale bilden eine geometrische 
Progression.^) Auch hieraus ergibt sich, namentlich wenn der Quotient j 
dieser letzteren Progression gegeben ist, eine Methode, die Spirale 
punktweise zu zeichnen. Für q besteht die Beziehung 

da diese Größe zur Zeichnung der Spirale ausreicht, so sieht mao, 
daß die Konstante e nur den Maßstab, bzw. eine bestimmte der 
unendlich vielen einander ähnlichen Windungen bezeichnet, jedoch auf 
die Gestalt keinen Einfluß hat.') Auch auf andere Weise läßt sich 
erkennen, daß mit Variation der Konstanten e die Gleichung (1) 
unendlich viele nnter sich identische Kurven darstellt Betrachtet 
man nämlich die Kurve 



1) Bei der archimedischen Spirale bilden sie eine arithmetische Progression. 

2) Eben dieser Qnotient ist bei den in der Natur an Eonchylien vorkommenden 
Spiralen (nach Beobachtungen des Übersetzers) eine ganze oder einfiache ratio- 
nale Zahl. 
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und setzt nan 



80 ist dadurch der Winkel a vollständig bestimmt, und man hat 
alsdann 



setzt man dann o» + « » A, so erhält man die Gleichung 

6 



welche mit (1) yerglichen die Richtigkeit unserer Behauptung dartut. 

Aus dieser folgt unmittelbar: Die logarithmische Spirale wird 
durch jede Inversion, deren Zentrum das Auge der Spirale ist, in 
eine gleiche Kurve verwandelt Setzen wir nämlich p • pi — V, so 
wird Gleichung (1) zu 

und wenn wir «i » — o) setzen 

»1 



welche eine der (1) gleiche Kurve darstellt 

Durch eine ganz ähnliche Methode kann man beweisen, daß auch 
die Fufipunktkurve einer logarithmischen Spirale in bezng auf das 
Auge als Pol eine gleiche Kurve ist 

194. Zu der logarithmischen Spirale gelangte Evangelista 
Torricelli seinerseits, indem er von anderen Betrachtungen ausging. 
In welchem Jahre er seine Entdeckung gemacht hat, ist mit Sicher- 
heit nicht bekannt; da er jedoch im Jahre 1647 in der Blüte seines 
Alters starb (er war erst 39 Jahre alt), so ist wahrscheinlich, daß 
es ungefähr zur selben Zeit wie bei Descartes gewesen sei.^) Der 
berühmte Schüler Galileis gab nicht nur zwei Erzeugungsweisen fdr 



1) Über diese üntenuchungen Torricellis liefert Mitteilungen der Bac- 
conto d'alcune propostMumi proposU e pcissate seanibievölmente fra maUmatici di 
FVancia e me dalV anno 1640 in guä, yerOffentliohi von Fabroni im I. B. (Pisis, 
1788, 8. 346— 7S) von Vitae lidlorum doctnna excellmUiwn qwi Saeeulis XVII 
et XVIII floruerunt. 
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die neue Kurve an, eine geometrische^) und eine meohaniBche'), sondern 
entdeckte auch die I?ektifikation und Quadratur, so daß, wenn 
Fermat, Neil und Heuraet den Buhm genießen, als erste eine 
algebraische Kurve rektifiziert zu haben (s. Bd. I S. 311), Torricelli 
das Verdienst hat, zuerst eine geometrisch definierte Kurve rektifiziert 
zu haben^; es ist ja wahr, daß die Bektifizierung der logarithmischen 
Spirale eine unmittelbare Folgerung der Gleichung $^ ag ist, durch 
welche Descartes sie definierte, jedoch ist sie dies nicht, wenn man 
von einer der Torricellischen Definitionen ausgeht Immerhin ist 
der Beweis der Sätze über die Bektifikation, die man Torricelli ver- 
dankt, hier nicht unwichtig. Wir beachten zu dem Zwecke, daß, 
weil s — af, und wegen (2) 

co8/*-^ (2*) 

ist, wir haben s « — ^ : (3) 

folglich: Zieht man in einem Punkte M der logarithmischen Spirale 
die Tangente und ist T ihr Schnittpunkt mit der im Pole O zum 
Vektor OM errichteten Senkrechten, so ist MT gleich der Linge 
des ganzen Spiralenbogens vom Pole bis zum Punkte M.*) (S. die 
Fig. 17, Taf. II.) Dies ist der eine der Torricellischen Sätze, der um 
so mehr beachtenswert ist, weil die Spirale in unendlich vielen 

1) Folgendes ist der Wortlsnt, wie er in dem zitierten Racconto sich findet: 
„Eine G^erade ÄC werde durch B in irgendeiner Weise geteilt; man errichte 
die Senkrechte BD als mittlere Proportionale zwischen AB nnd BC\ außerdem 
teile man den Winkel BBC durch BE^ so daß dieses die mittlere Proportionale 
zwischen DB nnd BC wird. Von nenem teile man den Winkel DBG durch 
BF^ so daß dies die mittlere Proportionale zwischen DB and BJE wird, nnd 
so fahre man fort, die Winkel zn teilen durch Linien, die immer die mittlere 
Proportionale sind. So erhält man viele Punkte wie A, i>, F, E, C usw. durch 
welche eine Linie hindurchgeht, welche die geometrische Spirale genannt 
wird und welche unter anderen die Eigenschaft hat, daß sie, bevor sie das Zentrum f 
erreicht, unzählig viele Windungen um dasselbe macht.'^ 

2) Angegeben im Index der Werke Torricellis, der den nach seinem Tode 
herausgegebenen Lezioni acccidemiche di Evangelista TonriceiU (Firenze, 1715) 
vorausgeht, mit folgenden Worten: „In spiralibus vero quarum radii, temporibus 
aequalibus in geometrica ratione procedunt, ostendetur ipsam spiralium lineam, 
licet ex infinitis numero revolutionibus constet antequam ad suum centrum per- 
veniat, suae tangenti aequalam esse*^ (a. a. 0. S. 41). 

8) Vgl. G. Loria, Evangelista TorriceUi e la prima rettificaeione di una curva 
(Rend. Acad. Lincei, 6. Serie, VI, 2*. Sem. 1897). 

4) Halten wir die Gerade TM fest und rollen die Spirale weiter, so bleibt, 

da der Winkel OTM^— —f» sich nicht ändert, auf der Geraden TO (s. die 

Fig. 17); folglich: Wenn eine logartthmisehe Spirale auf einer Geraden 
ohne zu gleiten rollt, so beschreibt ihr Auge eine gerade Linie (E. Catalan, 
Nouv. Ann. Math. XV. 1866, S. 106). 
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Windungen den Pol umkreist. — Um den zweiten Satz darzustellen, 
bemerken wir, daß aus (1) sich ergibt 

<D^ — 00 —CO 

folglich: Die Fläche des (bei der Konstruktion im yorigen Satze ent- 
stehenden) Dreiecks OMT ist doppelt so groß, als die vom Vektor 
beschriebene Fliehe, wenn er ans der Lage OM rftckwärts die 
unendlich Tielen Windungen um den Pol durchläuft. Dies ist der 
zweite der angekündigten Sätze. 

Zu weiteren Sätzen gelangt man durch die Bemerkung, daß die 
Subnormale 8n, die Subtangente 8s und der Krümmungsradius JB der 
logarithmischen Spirale ausgedrückt werden bzw. durch 

5,-^tgM, 5.-^, ü-üJji. • • . (4) 

Werden diese Gleichungen in geeigneter Weise miteinander und mit 
(3) kombiniert, so erhält inan weiter 

B-sctgf*, (5) 

f^ + 8,^^s\ Q^ + Si^IP (6) 

(5) ist die natürliche Gleichung der log. Spirale; diese si^ in geeigneter 
Weise interpretiert, aus: Wenn eine logarithmische Spirale auf einer 
Geraden rollt, so ist der Ort der Krflmmungszentren für die einzelnen 
Berührungspunkte eine gerade Linie.^) Von den Gleichungen (6) 
drückt die erste wiederum den Torricellischen Satz über die Rekti- 
fikation aus, während die zweite besagt, daß bei der log. Spirale das 
Krflmmungszentrum für irgendeinen Punkt im Endpunkte der be- 
treffenden Subnormale liegt Bezeichnen wir nun mit q^ , a^ die Ko- 
ordinaten des Krümmungszentrums für den Punkt mit den den Ko- 
ordinaten f, o, so erhalten wir 

eliminieren wir q und m aus diesen Gleichungen und aus 

p»ce"^'^ (10 

welches die gegebene Spirale darstellt, so bekommen wir 

Vi "=■ TTZ ^ ' 

Sin f» • e' 

welche Gleichung, wegen der auf S. 62 gemachten allgemeinen Be- 

1) A. Mannheim, Becherches giomäriques relatives au Ueu des posiHons sttcees- 
sives des centres de eourhure d'une courbe qui roule sur wne droite (LlonTiUes Joum. 
2« Ser. IV, 1869, S. 96); Prineipes et d^velappement de giom, cinSm. (PariB, 1874) 
8. 500 ff. 

Lori», Eben« Karren. S.Anfl. H. 5 
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merknng, eine andere der gegebenen gleiche log. Spirale darstellt. 
Wir sind daher zu dem Schlüsse berechtigt: Die logarithmisclie Spirale 
ist eine Knrye, die ihren sämtlichen snkzessiTcn Eyolnten gleich isi^) 
Ist C der Ejrümmnngsmittelponkt für den Punkt M (jffoi) einer 
Kurve und C* (fi\ m') der zu C in bezug auf M symmetrische 
Punkt^ so heißt der Ort der Punkte C die Anteyolute der gegebenen 
Kurve. Da nun hier OM die Mittellinie des Dreiecks COC ist, so 

hahen wir gB« + 2q^ - 52 + (>'«, 
daher wegen (4) 

?^ — ? yr+ctgV — c V'4 + ctgV €• «*«^ 
Es ist femer 

MC' - MC --^, . ^^' . - ^ , ^ . . ^ > 

Bin ^' Bin (o — «') COB (© — «' + nY 

daher sin ii • sin (© — ©')■- cos (f* + © — o'), 

oder 2 tg /* • tg (a> — a>') = 1. 

Daraus folgt o «» o>' + arc tg (^y^)» 

und daher erhalt man schließlich als Gleichung des Ortes der Punkte O 

^' « cy4 + ctg•/*.6'^'**'~**'^"^)c«'«*«^ 

welche wieder eine log. Spirale darstellt; folglich: Die logariihniische 
Spirale ist eine Kurve, die ihrer Antevolute gleich ist 

Diesen Satz verdanken wir ebenso wie die vorigen Jak. Bernoulli'); 
er bemerkte ferner^ daß, wenn man ein Licht in das Auge der Spirale 

1) unter den reellen log. Spiralen q » ae^« gibt es solche, die ihre eigenen 
Evoluten Bind; Bolche Kurven heißen logarithmische Selbstevoluten; fOr 
dieselben genügt keine Gleichung der Form 

gkA* -. X; B 0, wo A — ^^i— und n B 1, 8, 6, . . . 

m. B. G. Scheffers, Einführung in die Theorie der Ourven n. AnfL (Leipzig 1910) 
S.108. M. AU^ hat femer bewiesen {Ein Beitrag eur Theorie der Evoluten-^ Wiener 
Ber., CXni, 1904), dafi sie die eüudgen Kurven sind, die jene Eigenschaft besitzen. 

2) 8. den Aufsatz lAneae cyeloidales, evoUUM, antevolutae, causHcae, anti- 
eaueticae, perieausticae. Earum usus et simplex reUxtio cid se irwieem. 8pira 
mirabüis (Acta erad. Mai 1698). Die von BemonUi angegebenen Reproduktionen 
der log. Spirale sind nicht die einzig existierenden; von denen, die ihm ent- 
gangen sind, erwähnen wir folgende von H&ton de la Goupilli^re entdeckte 
(De la courbe qui est eUe mime sa propre podaire, Liouvilles Joum. 2« S^r. XI, 
1866, oder M6moires divers^ II äd., Paris 1909): „Wenn man eine Kurve sucht, 
deren Fußpunktkurve eine ihr selbst Ähnliche ist, nur um einen gewissen Winkel 
gedreht, so gelangt man zu einer log. Spirale." Eine weitere ergibt sich aus 
folgendem Satze: „Die Aberrationskurve einer log. Spirale ist eine andere log. 
Spirale" (F. J. van den Berg, Over hrommingskegdsnede van vlakke leromme 
h^nen, Amsterd. Verh. 8. Ser. IX, 1892). Vgl endlich die Aufgabe 107, aufgestellt 
von Peche in Arch. Math. Phjs., in. Reihe, YIII, 1904. S. 178, aufgelöst von 
Meißner das. IX, 1905, S. 94. 
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bringt^ auch die Brennlinie durch Reflexion (Eatakanstika), sowie die 
dnrch Refraktion (Diakaustika)^ sowie die sog. Antikaustika und Pen- 
kaustika wiederum ihr gleiche log. Spiralen sind.^) Entzückt und 
begeistert yon dieser Eigenschaft der log. Spirale^ sich immer wieder 
selbst zu erzeugen, schrieb der berühmte Geometer: „Cum autem ob 
proprietatem tam singularem tamque admirabUem mire mihi pkceat 
spira haec mirabilis, sie ut ejus contemplatione satiari yix queam| 
cogitayi iUam ad yarias res sjmbolice repraesentandas non inconcinne 
adhiberi posse. Quoniam enim semper sibi similem et eandem spiram 
gignit, utcumque yolyatur, eyolyatur, radiet; hinc poterit esse yel 
sobolis parentibus per omnia similis Emblema; Simillima Filia 
Matri: yel (si rem aetemae yeritatis Fidei mystenis accomodare non 
est prohibitum) ipsius aetemae generationis Filii, qui Patris yelut 
Imago, et ab iUo ut Lumen a Lumine emanans eidem 6ii6(fi^g existit, 
qualiscumque adumbratio. Aut, si mayis, quia Gurya nostra mirabilis 
in ipsa mutatione semper sibi constantissime manet similis et numero 
eadem, poterit esse yel fortitudinis et constantiae in adyersitatibus; 
yel etiam Gamis nostrae post yarias alterationes, et tandem ipsam 
quoque mortem ejusdem numero resurectnrae symbolum; adeo quidem, 
ut si Archimedem imitandi hodiemum consuetudo obtineret^ libenter 
Spiram hanc tumulo meo juberem incidi cum Epigraphe: Eadem 
numero mutaia resurgeU*^ 

Für die Untersuchung der log« Spirale erweisen sich die Gleichungen 
in Polarkoordinaten (1) oder (P), sowie die natürliche Gleichung (5) 
als die geignetsten. Dennoch möge auch eine Folgerung angeführt 
werden, die man aus der kartesischen Gleichung ziehen kann. 
Aus GL {V) ergibt sich, wenn logariihmiert wird 

^log [{x + iy) (x — iy)] — log c + ctg/* • arc tg ^> 
oder ^log[(a; + iy)(a:-fy)]-logc + ^logij±|; 

wenn man nun a? + iy — 6, a; — iy — iy setzt, so erhalten wir eine 
Gleichung yon folgender Form 

l — ai l + a< 

I « ij « -CoiM«., (7) 

die uns zeigt, daß die log. Spirale eine spezielle, interszendente 
binomische Eurye ist (ygL Bd. I, S. 317); wir werden in Nr. 228 sehen, 
wie wichtig diese Beobachtung ist^ welche die log. Spirale mit anderen 
allgemeineren Euryen yerknüpfL 

1) Vgl. die hübsche Monographie von A.MichalitBchke, Die arcihimediache, 
die hifperhoUeOie und die logari&misdie Spirale, U. Aufl. (Prag, 1891). 

S) Die eigentliche Quelle, aus der diese S&tse unmittelbar fließen, haben 
Klein und Lie (Math. Ann. II) entdeckt: Die Spirale ist die Bahnküve für 
eine kontinuierliche Schar yon linearen Transformationen ihrer Ebene. 



1 
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195. Mit der Beschreibung einiger von John Gollins^) und 
Tb. OÜTier*) erfundenen Instrumente zur Zeichnung der log»- 
rühmischen Spirale wollen wir uns nicht aufhalten und dieses Kapitel 
damit beschließen, daß wir einige yon ihr abgeleitete Eurren er- 
wähnen: 

I. Wir betrachten die beiden durch folgende Gleichungen dar- 
gestellten Spiralen: 

offenbar sind diese zwei gleiche zueinander in bezug auf die Polar- 
achse symmetrische Kurven. Setzen wir nun Q'^ Qi± Q^, so erhalten 
wir zwei neue Kurven, die wie folgt dargestellt werden 

Q^c Q^oS (a> tg fi) . . (8) f^c @in (a> tg fi) . . (9) 

H. Dittrich, der sie zuerst betrachtet hat'), nannte die erste 
Summenspirale und die zweite Differenzenspirale^); er bediente 
sich derselben, um die hyperbolischen Funktionen geometrisch dar- 
zustellen; augenscheinlich sind diese Kurven auf hyperbolischem 
Gebiete die Analoga zu Rhodoneen (Bd. I, S. 358); wir werden ihnen 
(in Nr. 213) von einem anderen Ausgangspunkte her wieder be- 
gegnen. 

IL Wenn — x + ty und Z^ X + iT zwei komplexe Varia- 
belen sind und man setzt , j. ^ 

SO wird dadurch zwischen den Punkten (x, y) und (X, Y) eine isogo- 
nale, involutorische Korrespondenz hergestellt. Da nun 

Ä + ty — 1' « — ty— 1' 

so folgt daraus 

Nennen wir jetzt iZ, J2 die Polarkoordinaten des Punktes {X^ Y); in 
der 0- Ebene betrachten wir nun die Punkte (±1,0) und nennen 
Q^^ Q^ die Abstände derselben von dem ursprünglichen Punkte (o;, y); 
schliefilich seien o^ und o», die Winkel, welche die o?- Achse mit der 
Verbindungslinie jener beiden festen Punkte mit diesem bew^lichen 

1) Cofreaponäence of scienHfic men of Ihe seventeenth eentwry etc., (Oxford, 
1841), S. 218—219; TgL A. Fayaro, NoHsia Oorica stdle applieaeioni deUa 9piräU 
hgarümica (BibL mathem., Nene Reihe, 6, 1891). 

8) CampUmenis de giomärie d^seripHve (Paris, 1846) S. 108; M^maires de 
g^amärie d^seripHve (Paris, 1861) S. 284. 

8) Die Jogarithmieehe Spirale (Progr. Bieelan, 1872). 

4) Aubry (De Vueage des figwree de Vespaee pour la dSfiniHan et la tram- 
formaUon de certainea eawrbee, Joum. de maih. sp^. 4. 8^. Y, 1896, S. 29) be- 
zeichnet sie mit dem Namen Spirales tractrices. 
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bildet: die beiden letzten Gleichungen können dann folgendermaßen 
geschrieben werden 

Folglich erhalt man^ wenn man die oben definierte Transformation 
bei der logarithmischen Spirale 

ansffihrt^ die neue^ durch folgende Gleichung dargestellte Kurve 

— ?i ?i— : Off) 

die die beiden festen Punkte (± 1,0) als asymptotische Punkte hat; 
sie heißt die logarithmische Doppelspirale.^) 

III. Wenn man die Vektoren der log. Spirale q » a«^" (m — ctg/i) 
um eine konstante Länge b ver^gert, so erhält man eine neue Linie, 
dargestellt durch die Gleichung 

^«a^" + & (11) 

Sie wurde 1840 von dem Konchyliologen C. F. Naumann yor- 
geschli^en, um die Orthogonalprojektion des Eonchylienhauses auf 
eine zur Spindel senkrechte Ebene darzustellen, daher der Name 
Konchospirale, mit welchem sie bezeichnet wird. Vom mathe- 
matischen Standpunkte aus bietet die Eonchospirale ziemlich geringes 
Interesse; dennoch mögen zwei umstände nicht unerwähnt bleiben. 
Erstens: da die Gleichung (11) ergibt 

lim ((>-6)«0, 



COHi 00 



so ist der Kreis mit dem Zentrum im Auge der Spirale und dem 
Radius b ein asymptotischer Ereis für die Eurre. Zweitens: Bei 
Variation der Eonstanten a, b, m stellt die Gleichung (11) oo^ Eurren 
dar, unter denen sich schon bekannte Eurven finden; ftlr ( = z. B. 
hat man die cx> ' logarithmischen Spiralen und für a » oder i» «- 

oo* Ereise. Ferner aber, wenn a =- — & — -^ gesetzt wird, so wird (11) 



m 



^ m m m\ '21 / 



maa>' 



-«o+— ^p- + 



1) G. Holzmüller, Über die logarithmische Abbildung und die aus ihr ent- 
springenden orihogonctlen Ourvensysteme (ZeitBchr. Math. PhjB. XYI, 1871) und 
JEünf^Shnmg in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften (Leipzig, 1882) S. 66. 
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laBt man jetzt m gegen konvergieren, so erhält man die Gleichung 
Q » am, welche die Archimedische Spirale darstellt; schliefilich, wenn 
man & » — Aa setzt, so wird die Gleichung (11) 

a ' 

laßt man a unendlich grofi werden, so erhalten wir 

a> ■- — log X 

die Gleichung einer durch den Anfang gehenden Geraden.^) 



Achtes EapiteL 

Die Elothoide. 

196. Die natürliche Gleichung der logarithmischen Spirale S. 65, 
GL (5) drückt algebraisch aus, daß sie eine Linie yon der Art ist, 
daß die Krümmung in einem beliebigen Punkte umgekehrt pro- 
portional dem Bogen ist. Diese Bemerkung führt natürlich zu der 
Frag^ nach der Kurve, bei welcher die Krümmung in einem beliebigen 
Punkte direkt proportional dem Bogen ist. Auf diese Frage wird 
schon in einem hinterlassenen Aufsatze von Jak. Bernoulli hingewiesen, 
sie wird jedoch nicht weiter untersucht'); die Untersuchung laßt sich 
aber leicht mit Hilfe der allgemeinen Methode zur Bestimmung der 
gewöhnlichen Darstellung einer durch ihre natürliche Gleidiung 
gegebenen Kurve ausführen.') Da nach der Annahme 

B-s-a', (1) 






SO hat man f(s) --^, 9 " JM "" 

daher umgekehrt a — a 1/29, deswegen ist 



1) Weitere Einzelheiten fiber die fragliche Kurve und ihre Anwendungen 
8. in der Dissertation von A. H. Grab an, Über die Naumanmcht Concho^raU 
und ihre Bedeutung für die Conchyliometrie (Leipzig, 1872). 

8) Ifwenire cwrvam, ci^'us curvedo in singuUs puncHs est proportionalis langi- 
tudini arcus; id est quae ab appenso pondere flectitur in rectam (Jac. Bernoulli 
opera p. 1084—86). 

8) Vgl. I. Bd. S. 156, Fußnote 8. 



np 
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1 



Setzt man g> «- -^j so werden diese Gleichnngen zu 

X — aYx f co8^^ • dvj y'^a Y^rj sin -—^ • dv, nnd 8 — aj/^v. (2) 

Die hier auftretenden Integrale sind die sogenannten^) Fresnelschen 
Integrale^ die in der mathematischen Theorie des Lichtes vor- 
kommen; dann hat der französische Physiker A. Gornu'), um eine 
deutliche geometrische Darstellung der Difi&aktionserscheinungen 
zu erhalten, zuerst die durch die Gleichungen (2) dargestellte Kurve 
betrachtet; jedoch viel später erst bemerkte K Gesäro'), dafi 
sich diese Kurve der durch Gleichung (1) ausgedrückten Eigenschaft 
erfreut. 

Die Gleichungen (2) zeigen, daß fQr i; — 0, o; — y — 6»0 und 
daher — wegen GL (1) — ü «- oo ist; folglich ist der Anfimgspaiikt 
ein Wendepunkt der Klotkoide. Ebenfalls zeigen die Gleichungen (2), 
daß gleichen und entgegengesetzten Werten von v auch gleiche 
und entgegengesetzte Werte von x und y entsprecheui folglich ist 
die Kurve symmetrisch in bezug auf den Ursprung. Lassen wir 
nun V unendlich groß werden; so sehen wir, weil 



cos -g- • » V — I sin -^ • av — -j 

ist*), dafi der Punkt A {p^, ^) ein asymptotischep Punkt der 

Kurve ist Ein anderer derartiger Punkt ist der zu J. in bezug auf 
den Ursprung symmetrische Punkt Ä. Die Kurve besteht demnach 
aus zwei sich im Ursprünge treffenden zueinander in bezug auf 
diesen symmetrischen Spiralen (Taf. 11, Fig. 18). Diese Gestalt 
veranlaßte Gesäro ihr den Namen Klothoide^ zu geben, den die 
Kurve behalten dürfte. 



1) „Sogenannten*', weil G. Yacca (Bevne de Math^matiqueB YII, 1901, 
S. 104) bemerkt hat, daß sie schon von Eni er 1781 nntenncht worden (vgl. 
Inst. CtOcuU InUgr. lY, 1794, S. 889—848). 

5) Etüde» 9wr Ja cUffraeHon: mähode giamärique pmir la d/UcusMon des 
prMimes de äiffraeUon (C. B. LXXVIII, 1874; Jonm. physiqne theor. appl. m, 
1874). Daher der Name CornnBche Spirale, den die Kurve durch H. Poincar^ 
{SavanU et Serivains. Paris, 1910, S. 106) erhielt. 

8) Les Ugnes haryoentriguea (Noqy. Ann. Math., 8« S^r. Y, 1886); Sulla curva 
rappresentation dei fenameni dt diffmeione (NnoYO Cimento, 8. 8er. XXVJLIi, 1890; 
C. E. CX, 1890). 

4) S. B. B. Serret, Cdlcul intigral, II. Anfl. (Paris, 1880) S. 186. 

6) Außer der in Note 8 zitierten Abhandlang siehe auch Natürliche Geo- 
metrie S. 16 nnd Aüg. Änalysie und InfifUtesimcdrechnung S. 808. 
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Ist » der Eontingenswinkel, so ist bekannÜich IZ -» ^ und 
daher ist (1) gleichbedeutend mit 

s • ds — a* • dM, 
nnd nach Int^pi^tion 8^ — 2a^»f 

welche yon ahnlicher Form ist, wie die kanonische Oleichong der 
ParabeL Das zeigt uns, daß die Elothoide sich nicht unterscheidet 
yon einer Eorre, die schon lange Zeit vorher yon A. Peters^) und 
E. G. F. Er aus e*) untersucht worden ist, und yon letzterem (aus 
leicht begreiflichem Grunde) mit dem Namen ,,parabola originaria 
longitudinaris^' belegt worden war. 

Die Eloihoide erfreut sich vielerlei Eigenschaften, von denen die 
meisten durch Gesaro bemerkt worden sind, wir beschranken uns 
darauf folgende anzufahren: 

Der Schwerpunkt eines Eloihoidenbogens ist der innere Ihnlichkeits- 
punkt der beiden Schmie^nngskreise in den Endpunkten des Bogens. 
Die Elothoide ist die einzige Eurve, bei welcher der Schwerpunkt 
eines beliebigen Bogens auf der Verbindungslinie der Erflmmungs- 
mittelpunkte fllr die Endpunkte des Bogens liegt') 

Die natürliche Gleichung der logarithmischen Spirale und der 

Elothoide zeigt, daß diese beiden Eurven Spezialfälle der durch die 

Gleichunir 

* R^h^ (3) 

charakterisierten Euryen sind^); wir werden in Nr. 211 sehen, daß zu 
derselben Eategorie noch eine andere bemerkenswerte Eurve (nämlich 
die Ereisevolvente) gehört Diese Eurven — die sogenannten Pseudo- 
spiralen^) — haben die Eigentümlichkeit^ daß ihre Evoluten Eurven 
sind, die derselben Gattung angehören. Wenden wir nämlich die in 
Eap. 3 des Abschnitts VU aufgestellten Formeln an^, welche die 
natürlichen Eoordinaten der Pimkte einer Eurve mit denjenigen der 

1) Neue OwrvenUih/re (Dresden, 1886) S. 178. 

2) Noüa iheoria Unearum curvarum (München, 1886) S. 79. 

8) Die FaraXlelkurve der Klothoide wnrde von H. Wieleitner xmtenncht 
(Arch. Math. Phys., HI. Reihe, XI, 1907). 

4) H. Onnen, Diectueion d'un syeUme de epircdes d'aprhe leurs ^quations 
eseenHeOee (Arch. näerlandaises X, 1876) und G. Pirondini, Intomo a una 
famiglia notevole di Unee piane (Giom. Matern. XXX, 1892). Ein halbes Jahr- 
hundert vorher war auf diese Kurven Pnisenx gestoßen (s. den U. Teil des 
Aufsatzes ProhUmes eur les developpies et les developpantes des ewrbes planes^ 
Liouvilles Joum. IX, 1844). 

6) G. Pirondini, Sur lee pseudo-epiralee (Teixeira Joum. XV, 1906), wo die 
_JL *»+! 
Kurve Q^a **«" alsn-te ideeUe Evolute des Punktes bezeichnet wird. 

6) Wir empfehlen dem Leser davon alsbald Kenntnis zu nehmen, da wir 
dieselben im Verlaufe dieses Abschnittes gelegentlich mehrfach anwenden werden. 
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entsprechenden Punkte ihrer Evolute yerknüpften, so erkennen wir, 
daß die natürliche Gleichong der Evolute von (3) erhalten wird, wenn 
man aus den beiden folgenden Gleichungen 8 eliminiert 

i. >*— ^ 
daher ist R^ - rnFsj "* (4) 

und diese Gleichung ist also von der Form (3). — Die dem Falle 
m — — 1 entsprechende Evolute der Elothoide (1) ist in Fig. 19 
auf Taf. n beispielshalber dargestellt. 



Neuntes Kapitel. 

Die Zykloiden« 

197. Der geometrische Begriff der Bewegung, den wir bei der 
Definition der Quadratrix des Dinostratus (Nr. 178) und der Archi- 
medischen Spirale (Nr. 184) auftreten sahen, ist der Ursprung einer 
großen Bicihe wichtiger Kurven^ denen dieses Kapitel sowie die 
folgenden vier gewidmet sind. 

Wenn ein Kreis ohne zu gleiten auf einer festen Geraden, der 
Basis, rollt^ so beschreibt jeder Punkt seiner Ebene eine Linie, die 
man Zykloide oder Radlinie nennt, oder genauer eine gemeine 
Zykloide, wenn der erzeugende Punkt auf der Peripherie des bewegten 
Kreises liegt, eine verlängerte, wenn er außerhalb, eine verkürzte, 
wenn er innerhalb derselben liegt Wer hat zuerst diese Linie 
betrachtet? Diese Frage ist schwer zu beantworten; denn der Begriff 
dieser Linie entsteht sehr leicht, z. B. wenn man die Bewegung eines 
Wagenrades betrachtet, und ein Ansporn zu dieser Betrachtung kann 
in dem Umstände gefunden werden, daß, wenn man geometrisch die 
gemeine Zykloide konstruieren könnte, man ohne weiteres jeden Kreis 
rektifizieren könnte, und die Teilung eines beliebigen Kreisbogens in 
Teile, die gewissen Bedingungen genügen sollen, auf die analoge Auf- 
gabe für eine Gerade zurückgeführt ULtte. Nichts abo hindert uns, 
anzxmehmen, daß die Alten die Zykloide gekannt haben. Eine Stelle 
bei Jamblichus^), wo die Bede von einer „Linie doppelter Bewegung^ 
ist, erfunden von Karpus von Antiochien, um den Kreis zu qua- 
drieren, ist als sich auf unsere Kurve beziehend interpretiert worden.*) 
Jedoch genügt diese nicht, um die Zykloide unter die seit Alters 
her bekannten Kurven zu rechnen; wir können daher nicht umhin, 

1) Camment in Ärütotelis phya. libraa quctttuar priores, ed. DieU, S. 60. 

2) F. Tannery, Pour Vkistoire des lignes et eurfaeee courhee dane Vtmti' 
quiti, I n (BnlL Sc. math. astr. 2« S^r., Yin, 1884). 
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andere neuere Namen als mit der Entdeckung dieser Eurre yerknflpft 
anzuführen.^) Abgesehen von dem Kardinal yon Cusa, der yon 
Wallis*) auf Gfrund yon Zeugnissen ziemlich zweifelhaften Wertes 
unter die Entdecker der Zykloide gerechnet wird^ treffen wir zunächst 
auf Karl yon Bouyelles, der im Jahre 1501 ihr Auftreten bei dem 
Problem der Quadratur des Kreises bemerkte') und Ghdileo Galilei, 
der ungeßhr 100 Jahre spater (1599) die gemeine Zykloide betrachtete, 
ihr den Namen gab, mit dem wir sie heute bezeichnen und yergebens 
yersucht hat ihre Flache zu bestimmen, indem er sich dabei der 
Wage, bediente.*) 

Diese Gelehrten gehören der Periode an, die wir als die yor- 
geschichtliche Periode der Zykloide bezeichnen können; ihre 
eigentliche Geschichte beginnt etwa 1625 und genau genommen, 
als P. Mersenne im Jahre 1628, weil es ihm nicht gelang, die 
Eigenschaften der Zykloide au£Budecken (deren Definition er wahr- 
scheinlich yon Schülern Galileis erfahren hatte), Roberyal aufforderte, 
sie zu untersuchen. Dieser Geometer fand nun 1634, daß die ganze 
Flache der gemeinen Zykloide (yon ihm Trochoide, yon tQÖxog 
Rad, genannt) gleich dem Dreifachen der FUU^he des erzeugenden 
Ejreises sei: ein höchst beachtenswerter Satz, der die Blicke der 
mathematischen Welt auf die Zykloide zu lenken yermochte und 
alsbald (1638) yon Descartes und Fermat bestätigt wurde. Kurz 
darauf gelang Wren die Rektifikation dieser Kurye und etwa um 
dieselbe Zeit entdeckte Pascal an ihr — er nannte sie Roulette — 
so yiele und so elegante Eigenschaften, daß er es fUr angemessen 
hielt, den Beweis derselben als Thema eines öffentlichen Wettbewerbes 
auszusetzen (1658). Welches das Resultat desselben gewesen und 
welches die (Gründe, weshalb Wallis und P. La Loub^re (die einzigen 
Bewerber) die ausgesetzte Prämie nicht erhielten, das hat Pascal 

1) Vgl. S. Günther, War die Zykloide bereite im 16. Jdhrhmdert bekannt? 
(Bibl. math., Neue Reihe, 1887). 

8) An extract of a letter, of May 4, 1697, canceming the CyeMd known to 
Cardinal Ousanus, about ihe year 1460; and to Carokie Bovülue about the year 
1600 (Phil Ttkob. B. Sog., London 1697, S. 561). 

8) BoTilluB, Geometriae introductionis libri sex (Parisüs, 1501). Die 
betreffende Stelle ist in Manpin, Opinions et curiositee totichant Ua maihimatiques 
(PariB, 1898) S. 11 abgedruckt. 

4) „QucQla linea arcuata sono piü di cinquant* anni che mi yenne in mente 
il desciiTerla, e Fammirai per una curntä grasiosiBBima per adattarla agli archi 
di un ponte. Feci Bopra di essa e Bopra lo Bpazio da lei e dalla sua corda 
compreBO diversi tentativi per dimoBtrsüme qualche paBBione, e parre da prin- 
cipio che tale spazio potesse eBBere triplo del cerchio che lo deBcrive ma non 
fa coBi, bench^ la differenza non Bia molta.^^ Brief yon G. Galilei an 
B. Cayalieri yom 24. Febr. 1640 abgedruckt in Opere di G, Chüiki, Edieione 
nazionale (Firenze, 1906) S. 158 — 154. Vgl. auch Fabroni, Vitae Itaiorum 
doctrina exceUentittm. II. (Pisis, 1788) S. 12. 
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weitmofig erzählt^); wir werden uns weder damit anflialteiiy noch 
anch wollen wir in die Klagen der Besiegten mit einstimmen; wenn 
wir auf diese öffentliche Heransforderang hinweisen^ so geschieht das, 
nm herrorzoheben; daß diese der Zykloide eine ungemeine Berühmt- 
heit yerlieh nnd wahrscheinlich nicht zuletzt die Ursache war, daß 
so yiele herrorragende Geometer des 17. Jahrhunderts sich mit ihr 
beschafidgten: diese bezeichnen die erste Periode in der Geschichte 
unserer Kurve.*) 

Die Erfindung der Infinitesimalrechnung lieferte neue Methoden 
zur Untersuchung der Zykloide: die wichtigen yon Huygens, 
Leibniz und Joh. Bernoulli entdeckten Sätze über die Quadratur 
zeigten, wie viel noch zu tun übrig blieb, ehe man die Untersuchung 
ihrer Eigenschaften erschöpft hatte; dann waren es Fragen der 
Naturphilosophie, bei denen die gemeine Zykloide auftrat, und die 
Yon Huygens und anderen angegeben wurden'), welche diese zweite 
Periode der Geschichte der Zykloide verlängerten und bewirkten, 
daß sie nicht weniger wichtig erscheint als die erste. 

In den obigen Zeilen, in denen die allmähliche Entwickelung der 
Theorie der Zykloide in großen Zügen wiedergegeben wurde, ist zu 
gleicher Zeit das in diesem Kapitel zu entwickelnde Programm vor- 
gezeichnet, nämlich die Darlegung der hervorragendsten Eigenschaften 
der Zykloiden mit Angabe ihrer Entdecker, so daß der obige historische 
Überblick durch bestimmte mathematische Angaben beleuchtet wird. 

196. Wir beginnen mit der Au&uchung der Gleichung der 
Zykloide, sowohl der gemeinen (Galilei'schen) als auch der anderen 
(Roberval'schen oder Descartes'schen?). Es sei C der Mittelpunkt, 
r der Radius des bewegten Kreises und d der Abstand des erzeugenden 
Punktes P von C, wir nehmen femer die Basis als rc- Achse und das 
von der Anfangslage des Punktes P auf diese geföllte Lot als y-Achse. 
Ist nun (s. Taf. 11, Fig. 20, 21, 22) P' eine beliebige I^e des 
erzeugenden Punktes, C die entsprechende des Mittelpunktes, K' der 
Berührungspunkt der entsprechenden Lage des bewegten Kreises mit 
der a?-Achse, und schließlich 0' die augenblickliche Lage desjenigen 
Punktes der Peripherie des rollenden Kreises, der ursprünglich sich 
in dem Koordinatenanfange befand, so ist offenbar O'f » OK'. 

1) Hi8toire de la BouUtte, appettü autrement Trochoide ou OydMe, ou Von 
rapparte, par queU äeffris on est orrM ä la eoimaiseance de cette ligne (OenTres 
de B. PaBcal, Y, La Haye 1779, S. 186—214). 

S) In diese Periode gehört ein lebhafter Priorit&tsstreit zwischen Torricelli 
nnd Bobenral; der Leser findet die Einzelheiten im U. B. der Vorlesungen von 
M. Gantor, sowie in der Hietoire des maiMmaiiques Ton Montncla (S. Aufl., 
n, Paris 1799, S. 62 — 78). 

8) Vgl Poppe, AusfÜMiche GeeehiMe der Anwendungen aller krummen 
Linien uew, (Nürnberg, 1802) 8. 122 — 124. 
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Jetzt ziehen wir den Durchmesser K'C und projizieren auf ihn den 
Pnnkt P' in N'] dann ist ersichtlich 

a; - OJC' - jr P', y - CK' - C'N'i 

bezeichnen wir nun den Winkel O'CK' mit 9, so ist Uar, daß 

arc O'JC' — ry, JT'P'-dsing), C'J^-dcosy, 

daher a; — ry — d sin 9, y — r — d cos 9 . . . . (1) 

Damit haben wir die parametrische Darstellung ftlr alle drei Zykloiden; 
im Falle der gemeinen Zykloide {d — r) wird diese zn 

« — r (9 — sin 9), y = r (1 — cos 9).^) . . . (1') 

Lassen wir die Achsen sich um einen Winkel — X drehen, und 
nehmen wir dann den Anferngspunkt in geeigneter Weise, so können 
wir die GL (1) durch folgende Gleichungen you symmetrischer Form 
ersetzen 

a; — dsin^ — ^-rcosA, y ^d cos ^ •— ^ • r sin A, 

oder auch 

a? «a d sin ^ — jp^, y «= d cos ^ — g^; 

in diesem letzteren Falle ist Vp* + g* der Radius des erzeugenden 
Kreises, und daher ist die Zykloide eine yerlängerte, gemeine oder 

verkürzte, je nachdem "Kp* + g* ^d ist. 

Die Gleichungen (1) bieten im allgemeinen das bequemste Mittel, 
die Zykloiden darzustellen; zuweilen kann sich aber die Gleichung in 
x, y als nützlich erweisen, die man erhält, wenn man 9 aus den 
Gleichungen (1) eliminiert; sie ist 

a; — r arc cos ^^-^ — )/(d -^ r - y){d'-'r + y)j . . (2) 

welche im Falle d'^r wird zu*) 

a; =» r arc cos ^-^^ — l/2ry — y * (2') 

1) Es folgt daraus, daß bei der konformen Abbildung, die durch die 
Funktion g ^ 1 -{-to — e^ definiert ist, der Geraden u « die gemeine, dnrch 
den Kreis mit dem Radius 1 , erzengte Zykloide entspricht o; ■» 1 — cos t), 
y — V — sin 17; vgl. Amstein, Quelques exemples de ripreaentatum eonforme (Bnll. 
Soc. Vandoise XVI, 1882). 

2) Schreiben wir die Gleichung (S') folgendermaßen 



X 






so findet man eine Ton Leibniz entdeckte und ziemlich berühmte Gleichung; 
8. einen Brief an Hnygens Tom 11./21. Juli 1690 {LeQmxM ed. Gerhard, 11, 
S. 48—44) und einen an Wallis vom 19./89. März 1697 (das. lY, S. 14), außerdem 
einen 1686 in den Acta eruditorum veröffentlichten Aufsatz mit dem Titel De 
geometria recondita et ancdysi indivisibüiwn atque infinüorum (das. V, 8. 231). 
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Wir bemerken alsbaldy daß ans (2) sich ergibt 

dy^ y(d+r--y)(d^r + y) ^ 
dx y 

somit lautet die Qleichong der Tangente an die Zykloide im Punkte (rr^y) 

^-y ^ V(ä^r-y)(d''r^ (3) 

Daraas folgt, daß die Berührungspunkte der yom Punkte P(X,7) 
an die Zykloide gezogenen Tangenten auf einer Kurve liegen, deren 
Gleichung ist 

(Z-a;)«(d + r-y)(d-r + y)-y«(r-y)«-0. . (4) 

Da diese im allgemeinen eine Eurre vierter Ordnung mit P als 
Doppelpunkt ist^), so folgt: Die Bertthrongspunkte der von einem 
beliebigen Punkte ibrer Ebene an die yerlängerte oder verkilrzte 
Zykloide gezogenen Tangenten liegen auf einer Kurve vierter Ordnung, 
die jenen Punkt zum Doppelpunkte bat; dies zeigt femer: Jede ver- 
engerte oder verkflrzte Zykloide ist eine panalgebraiscbe Kurve, 
die einem Systeme mit den Charakteristiken f» =s 2, i' = 2 angebSri — 
Im Falle der gemeinen Zykloide wird aber die Gleichung (4) 

(Z-a;)«(2r-y)-y(r-y)«-0, .... (4') 

folglich: Die Berfibrungspunkte der von einem beliebigen Punkte 
ihrer Ebene an die gemeine Zykloide gezogenen Tangenten liegen 
auf einer zirkulären Kurve dritter Ordnung, die jenen Punkt zum 
Doppelpunkte hat (d, L auf einer Sluse*schen Konchoide); jede ge- 
meine Zykloide gehSrt einem System an mit den Charakteristiken 
fi = 2, p=sL 

Um eine gute Konstruktion fQr die Tangente oder Normale in 
einem Punkte der Zykloide zu erhalten^ beachten wir, daß aus GL (1) 
sichergibt dy ^dy ^dx ^ d ein y ,gv 

diese Funktion liefert die trigonometrische Tangente des Winkels, den 
die Tangente im Punkte P' (mit dem Parameter 9) der Zykloide mit 
der o;- Achse bildet, oder auch des Winkels 9, den die Normale in 
diesem Punkte P' mit der y-Achse bildet. Wenn wir nun 
(s. Taf n, Fig. 20, 21, 22) die Gerade P'£' ziehen und mit ^ den 
Winkel P'K'N^ bezeichnen, so erhalten wir aus dem Dreiecke K^N'P' 

*g V =■ N'K'^r - d COB 9' 

also ist ^ mm 0, Folglich bildet die durch P' gehende Normale mit 
der Geraden JTJT einen Winkel gleich P^K'N^, fällt daher mitP'JC' 

1) Der Punkt P(X, Y) ist eine Spitze, wenn er einer der Geraden F» 0, 
Y a r ± ci angehört. 
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zusammen. Um also die Normale in einem beliebigen Punkte der 
Zykloide zu konstmieren, genfigt es, diesen Punkt mit demjenigen 
zu verbinden, in welchem die entsprechende Lage des erzeugenden 
Kreises die Basis berfthri^) 

199. Besehen wir uns die Gleichungen (1), so erkennen wir, 
daß^ wenn wir in ihnen (p in (p +2kx verwandeln (wo h eine ganze 
Zahl ist) y sich nicht yerändert^ und x nur um 2hxr zunimmt; dies 
zeigt: Wird eine Zykloide einer translatorischen Bewegung in der 
Richtung der Basis von der OrSße 2knr unterworfen, so fSUt die 
Kurve wieder mit sich selbst zusammen. Die Kurve besteht aus un- 
zahligen einander kongruenten Teilen; um die Gestalt eines einzebien 
derselben zu erkennen, genügt es z. B. 9 zwischen und 2x, oder 
zwischen — sr und + a variieren zu lassen. — Die Gleichungen (1) 
und (2) zeigen, daß die Punkte, in denen die Zykloide die Basis 

schneidet, durch (p — arc cos -^ gegeben sind; diese Punkte sind nur 

dann reell, wenn r^d; folglich treffen nur die gemeine und die ver- 
längerte Zykloide ihre Basis. Die Maximal- und Minimalwerte von y 
sind r±(2; folglich liegt die Kurve (1) voUstindig innerhalb des 
von den Geraden yssr-^-d und y^r-^d begrenzten Streifens. 
Um die Doppelpunkte, falls solche existieren, aufzufinden, muß 
man solche Wertepaare 9), ^ aufsuchen, denen gleiche Werte sowohl 
von X als auch y entsprechen; es entstehen also die Beziehungen 

r^ — dsin^ar^ — dsin^, cos 9 «— cos ^ \ 

schließen wir, weil nichtssagend, die Lösung (p^^if aus, so ergibt 
sich wegen der zweiten Beziehung nur noch die zweite ^ "■ — 7, 
welche die erste Beziehung verwandelt in 

ry — d sin 9 «— 0. 

Die Lösung 9» « ist auszuschließen, weil sie nichts anderes als die 
AnfEuigslage des bewegten Punktes liefert; zur Bestimmung des (p 
bleibt also nur die Gleichung 

sinqp r 



1) Diese Eonstraküon findet sich in einem ungemein wichtigen Briefe von 
DeBcartes an Mersenne vom 88. August 1688 {Otwvres de Deacartes, 6d, Tannery 
et Adam, IT, Paris 1898, S. 807 — 811). Für die gemeine Zykloide findet sie sich 
schon in dem berühmten Meühodus ad disquirendam maximam et minimam von 
Fermat, dem Des carte s am 10. Januar 1688 mitgeteilt {Oeumres de Fermat I, 
S. 186, III, S. 144; YgL den Brief von Fermat an P. Mersenne Tom 28. Oktober 
1638, das. II, S. 171). Über dasselbe Thema siehe Boberval, Observationa 
9wr ia camposition des mottvements etc. (M^m. Acad. Sciences VI, 1780, S. 58) ebenso 
einige Briefe von R. de Slnse an Pascal und Oldenburg, datiert vom 6. Jnli, 
2. August xmd 18. September 1858, femer vom 29. April und 26. Mai 1659, 
yerOffentlicht alle Ton C. Le Faige im XVIIL B. des BüUeUino di Bibliografia e 
Storia etc. 
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da nnn immer — ^^1 ^^t ^ muß, damit diese Gleichnng reelle 

Wurzeln habe, r^d sein, folgljcli liaben die Yerkflrzten Zykloiden 

keine Doppelpunkte. Im Falle -3 < 1 l^t die vorige Gleichung. zwei 

reelle^ einander gleiche aber entgegengesetzte Wurzeln zu; Gleichung (5) 
zeigt dann, daß die entsprechenden Tangenten gleiche Winkel mit 
der y-Achse bilden, während (1) und (1'). erkennen lassen, daß für 
ihren gemeinsamen Berührungspunkt x^O ist. Die verUngerte 
Zykloide hat demnach unendlich yiele Doppelpunkte, deren Abszissen 
Yielftche vom Umfiinge des rollenden Kreises sind. Im Grenzfalle 
r — i2 fiillen jene Tangenten zusammen, folglieh hat die gemeine 
Zykloide unendlich viele Spitzen. 

Noch eine Gestalteigenschaft der Zykloide ergibt sich aus der 
Bemerkung, daß der Krümmungsradius derselben im allgemeinen 
durch die Formel gegeben wird 

•^"" d(rcoB9-d) ^ ^ 

und im Falle der gemeinen Zykloide durch 

JR-4rsinf («0 

Aus (6) geht hervor, daß Wendepunkte der Kurve die durch die 

Gleichung tg y — T/ ^~ bestimmten Punkte sind; damit diese nun 

reelle Wurzeln habe, muß r^d sein, folglich: Die verlängerten 
Zykloiden haben keine Wendepunkte; im Falle i2»r, sind diejenigen 
Punkte, in denen JR » die, für welche 9 = (med, 2«); dies sind 
die Spitzen; demnach sind nur die verkflrzten Zykloiden mit Wende- 
punkten versehen. Aus unserer Diskussion ergibt sich, daß man 
die verkürzte, gemeine, verlängerte Zykloide in einer anschaulicheren 
Bezeichnungsweise, Wendepunkts-, Spitzen- und Knotenpunkts- 
zykloide nennen könnte. 

200« Bezeichnen wir mit dSe das Bogendifferential der durch 
Gleichung (1) dargestellten Zykloide, so haben wir 

dSc — dq>yf^+ (P— 2rd cos q>. (7) 

Wir setzen nun r + d«^, |r — ^1«-^ 

und erhalten dSc = ^ ]/6«+ (a»- 6») sin»|, 

und, wenn wir 97 >=» 2^ setzen, 

ds, = dt y/b^ + (a« - V) sin >. 
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Betarachten wir jetzt die Ellipse 

oder X'=^acoatf y — b sin ^^ 

so ist deren Bogen 8^ im Differential 

ds^ — d^ yb*-h{a*- 6')sinV, 

demnach ist dSc — dSg. Diese beachtenswerte Beziehung zwischen 
einem Zykloiden- und Ellipsenbogen ist Ton Blaise Pascal ent- 
deckt worden und kann kurz wiedergegeben werden, indem man sagt: 
Die Rektifikation einer beliebigen Zykloide hSngt im allgemeinen 
von der Rektifikation einer Ellipse ab.O Wenn es sich jedoch um 
eine gemeine Zykloide handelt^ so erfordert die Rektifikation nur die 
Anwendung der Ereisfnnktionen; fDr d — r wird nämlich Gleichung (7) zu 

d«c =» 2r sin y • dy, (7') 

welche zwischen und ^ integriert ergibt 

«o=4r (1 — cos yJ — 8rsin*-j- (8) 

Um die Lange des zwischen zwei Spitzen gelegenen Zykloidenbogens 
zu erhalten, gentigt es hierin ^ » 2« einzusetzen; man erhalt dann 
als Resultat 8r, und somit kommen wir zu dem folgenden Satze yon 
Wren: Der zwischen zwei anfeinander folgenden Spitzen gelegene 
Bogen einer gemeinen Zykloide ist gleich dem vierfiicken Durch- 
messer des erzeugenden Kreises.') 

Die Ton der Ordinate der Kurve (1) beschriebene Flache 8, wenn 
9 Ton bis 2« yariiert, wird gegeben durch 

8 — 2fy • dx — 2 f(r — d cos q>y • dq> 
b 

(2f^+ d^)q> - Ur Bin q> +^-^^}[^ {2r*+ d^)7C ^27cr^+ xdl 

Die FUche ist also gleich dem doppelten Inhalte des rollenden 
Kreises vermehrt um den Inhalt des Kreises, der den Abstand des 

1) DifMnsions des lignes courbes de Umtes les roulettee (OeuTres de B. Pascal 
y, La Haje 1779, S. 411). Vgl. ancli: Giannini, Opuseula modhemaüea (Parma, 
1778) S. 86; Küpper, üebungsaufgaben für SchtOer (Arcb. Math. Phys. XXYII, 
1856); J. Nenberg, Swr la cydotde (Nonv. Con. Math., Y. 1879). 

2) Nach Wallis, Traetatus duo. (Opera mathem. I, S. 688—641 wurde 
dieser Satz yon Wren 1668 entdeckt; vgl. die Note Propositio Damini Wren, 
DemonstrtUa a Claudio Mylon die 26.J<muaHil6o9, beigefügt einem Briefe, den 
Mjlon unter dem 81. Januar 1669 an Huygens schickte {Oewn'es de HuygensTLy 
8. 386). 
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enengenden Panktes vom lOttelpimkte des rollenden zum Badins kai 

Setzt man im spezieUen d»r, so erhält man den Satz Ton Roberyal, 
welcher besagt: Bei der gemeinen Zykloide ist die FUehe zwiselien 
der Basis nnd dem von zwei anfeinanderfolgenden Spitzen begrenzten 
Bogen gleieh dem Dreifachen des rollenden Kreises.^) 

Bei der An&tellimg dieses wichtigen Satzes wurde Boberval yer- 
anlaßt, die Betrachtong einer neuen, mit der Zykloide eng yerbnndenen 
Kurve einznfOhren, die er zu dem Zwecke die Gefährtin der 
Zykloide (trochoidis comes sive socia) nannte.') Sie wird in 
folgender Weise konstruiert: Durch einen beliebigen Punkt P' der 
Zykloide (Taf. ü. Fig. 20) ziehe man die Parallele zur Basis 
und trage auf ihr von P' aus in dem Sinne , in welchem die Be- 
w^^g erfolgt, die Strecke P'N' gleich der HSlfbe der Sehne^ welche 
der erzeugende Kreis auf dieser Parallelen ausschneidet, ab; der Punkt 
N' liegt dann auf der Gefährtin der Zykloide. Die Koordinaten 
Ton N^ werden offenbar ausgedrückt durch 

X — ry, y — r(l — cos q>) ; 

durch Elimination Ton q) erhalt man 

r-y-rcos-^, 

welche Gleichung ersichtlich eine der Tschimhausenschen Quadratrix 
ahnliche Eurye darstellt.') Man kann bemerken, daß die Ton der 
Geßhrtin der Zykloide und der Basis begrenzte Flache 8i gegeben 

wird durch 

ft 

fifj - 2r»J(l — cos q>) dq> - 2«r». 



Sie ist also die mittlere Proportionale zwischen («r^, der Flache des 
rollenden Kreises und derjenigen {tc - 2^^) des Kreises, der zum Radius 
den Durchmesser des ersteren hat Roberyal hat außerdem bemerkt, 
daß /9 ~ 5| » «r*. Er bediente sich ferner derselben Hilfskurre, um 

1) De troehcide ^jusque apatio (M^m. de TAcad. des ScienceB VI, 1780) 
S. 811; B. anoh einen Brief an Fermat Yom 1. Jnni 1688 (Oeuvres de FermoA II, 
S. 161), ebenBO zwei Briefe zwischen Mersenne und Descartee gewechselt, 28. April 
und 27. Mai 1688 {flewores de Deaeartes, äd. Adam et Tannery II, 1898, S. 116 
nnd 186). Ein geometrischei sehr einfacher Beweis des RobernhlBchen Satzes 
steht in The maÜienuUieal and a&ier Wrüings of B. L, EUia (Cambridge, 1868) 
S. 224. 

2) De trochcXde ete. S. 68 nnd 806. Montncla dagegen gebiancht (Histoire 
desnuUh^matiquee, Nony. 6d, Paris 1799, II, 8. 72) den Namen „petite cycloIde*^ 

8) Mit Recht bemerkt daher J. Wallis (Brief an Leibniz yom 6. April 1797 
abg. in Leibniz ed. G^hardt, lY, 8. 18): „Et Ghdlomm Bocia Gjeloidis est ea 
Onrya qnae (mihi) terminat 8innm rectomm." — Schreibt man die obige Gleichung 

wie folgt j^ « 1 _ cos — , 

r r 

so sieht man, daß man die Emre anch Sinnsyeranslinie nennen kann. 
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da0 durch Eotation der Zykloide (immw begrenzt zu denken zwischen 
zwei Spiizen) nm ihre Basis erzengte Volnmen V zn ermittehL^) Um 
die von ihm erhaltenen Resultate zn bestätigen, bezeichnen wir mit 
Vi das ähnlich erzeugte Volumen der Begleitkurre der Zykloide und 
mit U das des umbeschriebenen Zylinders. Durch Anwendung be* 
kannter Formeln finden wir 

F=5«V, Fi«3«V, t^=8«V. 

Daher ist J-i, ^-J, v+r,^U, 

wie auch der französische Geometer erhalten hat. Sind daher g und g^ 
die Ordinaten der Schwerpunkte der FUU^hen 8 und 8^^ so hat man 
nach dem Papus-Guldinschen Satze 

folglich ist i' ■■ 6 *"' ^1 "■ "4 **• 

Wir überlassen es dem Leser in ähnlicher Weise (wie es Bobeiral 
1649 getan hat) das durch Rotation der Zykloide um ihre Mittellinie 
erzeugte Volumen zu berechnen, sowie den Schwerpunkt des Bogens 
zu bestimmen*) und kehren zur Quadratur der gemeinen Zykloide 
zurflck, um einige wichtige darauf bezügliche Satze anzuf&hren. 

SOI. Deijenige ältesten Datums wurde von Huygens*) entdeckt. 
Um ihn darzulegen, beachten wir vor allem, daB die Gleichungen (1^ 
ergeben 

fx'dy^ r^f(/p sin 9 — sin' g))dq> 

— r*{— ^pcosy+siny — ~^p + Ysin2^p} + Consl. 

Zeichnen wir nun den erzeugenden Ejreis in der Lage, in welcher er 
den Kulminationspunkt Ä der Zykloide berührt (Ta£ m, Fig. 23), 
und sei B sein Mittelpunkt und JS der Berührungspunkt mit der 
Basis; durch den Mittelpunkt G des Badius AB ziehen wir die 
Parallele zur Basis der Zykloide, welche die Kurve in L und M 

1) Anspielungen anf die Fragen der Eubatur machen Descartes in einem 
Briefe an P. Menenne vom 11. Oktober 1688 (Oeuivres de Descartes, 4d. Adam 
et Tannezy n, 1898, 8. 896) und Fermat in einem Briefe an denselben vom 
1. April 1640 (Oeuvres de Fermat II, 8. 191). Ebenfalls bezieht sich darauf die 
Prop. XX des TraeUUua Meehanieorum (1670) Ton Wallis (Opera maÜienuUiea l, 
8. 816—886). 

8) Saint-Germain, Eecueü eampUmentaire d'exereises aur la mScanigue 
rationeOe (Paris, 1889) 8. 66. 

8) Dieser 8atB wurde znent von Hnygens an Ism. Bouilland dnroh Brief 
Yom 86. Juni 1668 mitgeteilt (Oeuvres de Euygens II, 8. 200) und nachher an 
Carcayy (Brief vom 16. Jannar 1669), das. 8. 816; yerOffentlicht wnrde er durch 
Pascal in der o. a. Histaire de la rotäette. 
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sowie die y- Achse in L^ schneidet; sei dann noch J! der Schnitt dieser 
Achse mit der dorch A zur Basis gezogenen Parallelen, so haben wir 

Flache A^VLA -Ja? • dy 

= r« -9C0S9 + sin9-^9 + -Bm29 ^^--^ ^3—; 

folglich ist die Flache AGDLA'^-^^^, nnd das Segment 

o 

ADLMEA — -!^2 — Letzteres bedeutet aber die Flache des einem 

Kreise mit dem Badias r einbeschriebenen regelmäßigen Sechsecks; 
demnach ist die Zykloidenzone ADLMEA exakt quadrierbar. 

Dies bemerkenswerte von Huygens erlangte Resultat veranlaßte 
Leibniz nach weiteren zu suchen, und das nicht vergeblich. Er 
fimd nämlich folgendes^): Zieht man durch den Mittelpunkt B des 
erzeugenden Kreises in der Lage, in welcher er den Kulminations- 
punkt A berührt, die Parallele zur Basis, welche den Kreis, die 
Zykloide und die y- Achse bzw. in E, F nnd B' schneidet (Taf. III, 
Fig. 24), so ist das Ton der Geraden AF und dem entsprechenden 
Zykloidenbogen begrenzte Segment gleich dem Dreiecke ABE. Man 
hat TiStmli^^b 

Segment AFDA - Trapezflache AA'BFA - Flache AA'B'FDA 



— {^(«f + r|--r) — r*— ycos^p + siny — -9 + ^29 



T 



wie behauptet war. 

Die beiden einzeln soeben bewiesenen Sätze führten Joh. Bernoulli 
zur Auffindung eines anderen Satzes, der diese beiden als Spezialfälle 
in sich schließt; er gelangte nämlich zur Entdeckung unendlich vieler 
exakt quadrierbarer Flächen bei der gemeinen Zykloide.') Um dar- 
zulegen, wie diese bestimmt werden, betrachten wir wiederum den 
rollenden Kreis in der Lage, in der er die Zykloide im Kulminations- 

1) Extrait tPune lettre de M. Leibniß ierite d'Hcmnovre ä Vauteur du Journal 
touehant la quadrature d'une portion de la roulette (Joom. des Savants 1678, oder 
Leämis^ ed. Gerhardt, Y, S. 116—17). Vgl. auch einen Brief von Leibniz an 
Oldenburg y. 16. Jnli 1674 (das. I, S. 62), ebenso die zwischen Leibniz nnd dem 
Marquis de THöpital gewechselten Briefe yom 80. September, 1. Dezember 1696 
n. 16. Januar 1696 (das. II, S. 899, 304, 811). 

8) Cydaidis primariae eegmenta innumera quadraturae determinatio ete. (Acta 
emd. Juli 1699; Jah. Bemoüai Opera I, S. 882—827). 

6* 
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punkte A berülirt; sei R der Mittelpunkt (Taf. m, Fig. 25) and F 
der Berührungspunkt der Basis; es seien I und K Punkte des Dorch- 
messers AH derart, daß AK^ HI^^ij] durch K und I ziehen wir 

die Parallelen zur Basis jyjDMD und B'BLB, und wollen nun die 

Fläche der Segmente BCJDB und BCDDB berechnen, wo C ein 
beliebiger Punkt des Bogens BD sein möge. Die den Punkten 

B,D,D entsprechenden Werte des Winkels q> bezeichnen wir mit 

90, 4>, 4>, und die entsprechenden Koordinaten mit Xq, y^j X, Y, X, F; 
dann haben wir: 



cos 9o 7, sin yo" r ; 



cos © — cos © — =^, sm © — — sm <P — 



r ' r 

Nun ergibt sich aus der Figur und dem zu Anfang dieser Nummer 
aufgesteUten allgemeinen Ausdrucke Ox fx^dy: 

Fläche BCDB - Trapez BB'D'B - Flache BB'D'CB 

— 9 COS y + Biny— ■r-9 + 78iii29r , 
und nach einigen Reduktionen 

Flache BGDB - ('»+«')V''-'^ _ («r-^^T^äT^T^'. 

Ahnlich ergibt sich 

Flache BCDB - <^ + *->|^^'^^ + (8r-n)V2r„-< 

2 2 

Verbindet man aber F mit den Punkten L und Jf, so hat man 
Dreieck FIL - |(r 4- i?) ^/r« - ij», 

Dreieck jP Jf JC =» 1 (2r - iy) ]/2nj - ij* ; 



folglich ist 

l&che UnDB \ 

. Dreieck FIL T Dreieck FMK. . (9) 



Flache BCDB \ 



VVBiche BCDDB j 

Diese Doppelbeziehung enthält den Satz, durch welchen JoL B ernoulli 
die beiden vorigen von Huygens und Leibniz verallgemeinerte. Er 
sowohl, wie auch sein Bruder Jakob, stellten noch weitere ahnliche 
Untersuchungen an, auf welche näher einzugehen uns versagt ist^); 

1) Joe. BemoMi Opera, S. 1129—1184; Joh, BemoMi Opera I, S. S28— 886. 



Neuntes Kapitel: Die Zykloiden. 35 

wir wollen nur andeuten , daß sie zur Entdeckung einer ähnlichen 
Relation wie (1) fOhrten, die für alle Zykloiden^ verlängerte und 
yerkürzte. Gültigkeit hat^) 

802. Zu anderen beachtenswerten Eigenschaften der gemeinen 
Zykloide führen Betrachtungen über ihre Krümmung; da nämlich 
[m, s. die GL (6'), (8) und (1')] 

JR = 4r Bin|^, « — 1 + r (l — cos^), y — 2r sin*^, 

so folgt 

l?+(s~4r)«-4r« . . . (10) IP^Sry. . . . (11) 

Verlegen wir den An&ng des Bogens, so wird die Gleichung (10) zu 
i?+s'»(4r)'. Dies ist die natürliche kanonische Gleichung 
der gemeinen Zykloide; in geeigneter Weise interpretiert^ besagt 
sie: Wenn eine Zykloide auf einer festen Geraden rollt , so ist der 
Ort der Krflmmungszentren für die aufeinander folgenden Berührungs- 
punkte ein Kreis, dessen Radius yiermal so groß ist als der des 
ersengendim Kreises.*) Die Gleichung (11) hingegen besagt: Der 
Krümmungsradius in einem beliebigen Punkte der gemeinen Zykloide 
ist die mittlere Proportionale zwischen der zugehSrigen Ordinate 
und einer konstanten GrSße: eine weitere charakteristische Eigen- 
schaft der Zykloide.') 

Sind Xififi die Koordinaten des Mittelpunktes der Krümmung im 
Zykloidenpunkte (q>), so findet man leicht 

a?! «- r (y + sin y), y^ — — r (1 — cos 9); . . . (12) 

wenn man nun die Koordinatentransformation, die durch die Formeln 

a:, =- a?' + «r, y^ =- y' — 2r 

definiert wird, ausführt und einen Winkel ^ einführt, der mit q> durch 
die Beziehung 9 » a^ + ^ verknüpft ist, so verwandeln sich die vorigen 
Gleichungen in 

aj' = r (^ — sin V'), y' — r (1 — cos ^), 

und diese mit (V) verglichen beweisen: Die Evolute einer gemeinen 
Zykloide ist eine ihr gleiche Kurve.^) 

Das zwischen dem Kurvenpunkte und dem Schnitte mit der Basis 
gelegene Stück N der Normalen zur Zykloide wird gegeben durch 



^-y dx -2^™y> 



1) Acta Eradit. Jimi 1700; Joh. Bemouai Opera I, S. 880. 

8) Mannheim, Beeherehes gSomitriques aur le lieu des poeiUcne sueeeseivea 
des centres de eowrhwre ^ume caurhe qui raule swr une droits (LiouvilleB Jonm. 
2, S^. IV, 1869) 8. 99. 

8) Tis 8er and, Beeueil campUmenUMre d'exercises awr le edleui infimiUsimdl 
(Paris, 1896) 11. Aufl. S. S61. 

4) Hujgens, HorcHogium osciOatorium (Paris, 1678) 8. Teil, Prep. VI. 
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weshalb R^2N. Der Krümmmigsrading ist also doppelt so groß 
als die Normale; die sämtliclieii Erflominngsradien werden durch 
eine feste Cferade (die Basis) halbiert; anch diese Eigentümlichkeit 
kommt ausschließlich der gemeinen Zykloide zu.^) 

Schließlich wollen wir noch beweisen den 

Satz von Guillery'): Jede Parallelprojektion einer Zylinder- 
Schranhenlinie anf die Basisebene ist eine Zykloide, nnd zwar eine 
gemeine, verkflrzte oder verMngerte, je nachdem die Neignng der 
Projektionsstrahlen gegen die Erzengenden des Zylinders gleich, 
kleiner oder grSßer als die Steigung der Schraubenlinie ist 

Betrachtet man nämlich die Schraubenlinie 

a: — r cos 9, y — rsiny, j? »r cotgfi*^ 

und projiziert diese in der durch die Winkel a^ ßy y definierten Rich- 
tung, so erhalt man den Zylinder dargestellt durch die Gleichungen 

05 — r cos 9 y — r m.n tp s ^r ctg | t'y 
cos a coB ß cos y 

Setzen wir hierzu jbt » 0, so erhalten wir die beiden folgenden Glei- 
chungen f&r die Darstellung der Projektionskunre 

. cos a . cos ^ 

a? = rcos<jp-rctgfi.^^.<jp, y - r sm 9 - r ctgfi.^-y, 

welche tatsächlich einer Zykloide angehören (s. Nr. 198). Der Badius 

des erzeugenden Kreises ist « r ctg fi - — '^'\^ — - « r ctg ft-tg y, 
daher ist die Zykloide eine verkürzte, gemeine oder verlängerte, 

je nachdem r ctg f^ * tg 7^ =^ r ist, d. h. je nachdem y'^ii' ist, wie der 

Satz eben behauptet. 

Die fOr die gemeine Zykloide hier bewiesenen geometrischen 
Eigenschaften — es sind bei weitem nicht die einzigen^ die sie 
besitzt^) — zeigen hinlänglich, welch eine bemerkenswerte Kurve sie 

1) Cesäro-Kowalewski, Naiürliehe Geometrie S. 26. 

2) M. s. den XYII der Lettres 8urVAr€hitecture(BTxa»lleB^ 1847) Yon Gruillery 
wie auch eine Mitteilung von Tb. Oliyier an die Soci^t^ philomatiqne 1847 nnd 
die Mitnoirea de giometrie diecripUve desselben Geometers (Paris, 1861; S. 290). 
Für den Fall der gemeinen Zykloide spricht Montncla dayon {Histaire des math, 
NouY. ^ Paris 1799, II, S. 78) als von einer yon ihm gefundenen Sache und 
leitet daraus ab, daß die Zykloide sich ins Unendliche erstrecke, während es 
scheint, daß man früher nur den zwischen zwei aufeinander folgenden Spitzen 
liegenden Teil betrachtet hat. 

8) Unter den yon uns übergangenen S&tzen erw&hnen wir besonders den 
yon Jac. Bernoulliin der Note Be evölutione euceeseiva et altemante curvae ci^us 
guaque etc. dargelegten (Opera IV, S. 98); dieser wurde weiter untersucht yon 
Legendre (Eosercises de calcul integral U, Paris 1817), yon Poisson (Joum. 
de rißc. pol. XYIU, Cah.) und yerallgemeinert yon G. Mainardi (SuUo evüuppo 
imperfetto continuo di una cwrva piana; Ann. Scienze Begno Lombarde -Veneto VII, 
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ist, und erklären hinlänglich die Häufigkeit der seit dem 17^ Jahr- 
hundert an ihr angestellten üntersnchnngen. Jedoch wnchs die Wert- 
Bchatsnng derselben noch ungemein , als Hnygens bemerkte^), daß 
sie die Tantochrone (von tcpötög xgdvogy dieselbe Zeit) im leeren 
Räume sei'), indem er entdeckt hatte, daß die Enrre von der Eigen- 
schaft, daß ein schwerer Punkt, der sie durch^uft, immer in derselben 
Zeit den tiefsten Punkt erreicht, gleichgültig, von welchem Punkte er 
ausgehe, eine gemeine Zykloide mit horizontaler Basis sei, jedoch 
mit der Konkavität nach oben gerichtet. Doch nicht genug damit! 
Joh. Bernoulli') stellte in den Acta eruditorum vom Juni 1696 und 
dann in einem Programma ediium Qroningae Ä= 1697 als „problema 
noYum, ad cujus solutionem mathematici invitantur'^ folgendes: „Datis 
in piano yerticali duobus punctis A et jB, assignari mobili M yiam 
AMB, per quam gravitate sua descendens, et moveri incipiens a 
puncto A, breyissimo tempore perreniat ad altrum punctum B^'. Die 
lösende Eurre, in jenem Programm als linea celerrimi descensus 
bezeichnet, und heute Brachistochrone genannt (yon ßQd%i0xög 
XQivog^ kürzeste Zeit), ist nun eine gemeine Zykloide, und nicht, wie 
Galilei glaubte^), ein Kreisbogen: bewiesen wurde dies von Leibniz, 
Jak. Bernoulli, dem Marquis de THöpital und Newton.^) 

Femer: Betrachtet man bei der Bewegung eines Punktes auf einer 
Zykloide die Horizontale durch den Ausgangspunkt, die durch den 
tie&ten Punkt und diejenige, die den Abstand dieser beiden halbiert, 
so ist die Zeit, die der bewegte Punkt gebraucht^ um von der ersten 

1887). — Yon Problemen, die dnrch die Zykloide gelöst werden, möge folgendes 
erwähnt werden: „Eine Kurve zu finden, die durch swei gegebene Punkte geht 
nnd mit den zugehörigen Normalen nnd dem Bogen der Evolute ein Viereck 
von kleinstem Flächeninhalt begrenzt'* (Eneser, Lehrhwihder Variationsrechmmg, 
Brannschweig 1900, S. 208). 

1) Horohgium oseiUcUorium U. Teil. Prop. XXY. M. s. auch de la Hire, 
TraiU de mieamque^ M^m. Acad. Sciences IX, 1666 — 1699. Ein sehr einfacher 
Beweis fOr den Tantochronismus der Zykloide findet sich in The maih. and other 
Wrüings ofB.L.Eüis (Cambridge, 1868) S. 826; vgl. auch Lehmann, Theorie 
der Cychide als Tautochrcna. DMussion nach der antiken geometrischen Methode 
(Grelles Joum. VI, 1880). 

2) Joh. Bernoulli wendet hingegen den Namen linea tachystoptota 
an (Brief an Leibniz t. 16. Juni 1696; Leibnie^ ed. (Gerhardt, m, S. 291) und 
Jac. Bernoulli den Namen curva oligochrona (Acta erud. Mai 1697; Opera 
8. 768—778). 

8) Jch, Bemotaii Opera 1, S. 166—161 und 166 — 169. 

4) Diseorsi e dimostraeioni matemcdiche inJtomo a due nuove Firenze. GKor- 
nata m, Prop. 86, Scolio {Opere di Galileo Gälüei, ediz. naz., YIU; Firenze, 1898; 
S. 268). 

6) Die ersten drei Lösungen des Problems von Bernoulli finden sieh in den 
Acta emdii Mai 1697, die letzte anonym in der ]^r. 224 der Phil. Trans. (Jan. 
1697). S. auch Leibnig, ed. Gerhardt, III, S. 290, und la. Newtonii opusciUa I. 
(Lausannae et Genevae, 1744) S. 286. 
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Lage zur dritten zu gelangen, gleich der, welche er gebraucht, nm 
von der zweiten in die dritte Lage zn kommen; dies wird dadurch 
ausgedrückt, daß man nach P. Serret^) sagt: die Zykloide ist eine 
mesochrone Kurve. 

Schließlich ist die Zykloide noch mit den Anföngen der Theorie 
der synchronen Kurven verknüpft; Joh. Bernoulli stellte nämlich 
in den Ada erudUorum vom Mai 1697 folgende Aufj^abe*): ,,Quaeritur 
in piano verticali curva PB, quam synchronam appelliure liceat, ad 
cujus singula puncta B, grave ex Ä descendens per cydoides conter- 
minans AB aequali tempore perveniret^. Später wurde der Begriff 
der synchronen Kurven bedeutend verallgemeinert: man betrachtete 
nämlich eine Familie von Kurven, gelegen in einer vertikalen Ebene, 
ausgehend von einem Punkte Ay und untersuchte den Ort der Lagen, 
den im selben Augenblicke die Punkte einnehmen, welche die gegebenen 
Kurven unter dem Einflüsse gegebener Kräfte durchlaufen, wenn sie 
zu gleicher Zeit von A ausgegangen sind.') Die Behandlung dieser 
Aufgabe, sowie die Probleme der tautochronen und brachistochronen 
Kurven — sei es in der ursprünglichen Form oder unter der Annahme, 
daß die Bewegung in einem widerstehenden Medium erfolge — über« 
schreitet jedoch die dieser Arbeit gesteckten Grenzen/) 

SOS. Die Definition der Zykloide ist verschiedener Yerallgemeine* 
rungen fähig; einige derselben, die schon in der Periode auftraten, in 
welcher diese Kurve besonders eifrig untersucht wurde, mögen hier 
erwähnt werden.^) Fermat bezeichnete in einem Briefe an Garcavy 
vom Jahre 1660^, den dieser dem Huygens unter dem 6. M^rz des- 
selben Jahres mitteilte^), eine Eigenschaft einer Kurve, die schon seit 
20 Jahren allgemein bekannt war, indem P. Laloub^re davon in 
dem Anhange seines Werkes Veterum Oeomebria promota in Septem 
de Cyclaide libris (Tolosae, 1640) gesprochen hatte,^; Es sind Kurven, 

1) Des mähodea en g4anUtne (Paris, 1866) S. 18S. 

2) cToA. BemouUi opera I, S. 19S. 

8) S. die beiden von Euler hinterlaBsenen Abhandlnngen, abgedruckt im 
IX. B. (1824) der MSm. de VAcad. des Sciences de St, Päersbawrg. 

4) Der Leser, welcher genauere Berichte wünscht, nehme: Lacroiz, Traiti 
de cdkul differentid et de eakul integral II. (Paris, 1798) S. 696; E. Pascal, Cal- 
colo deUe variagioni e ealeolo deOe differenu finite (Müano, 1897) S. 172; Saint- 
Germain, Beateil camplSmentaire d'exercises sur la micanique rationdle (Paris, 
1898) 8. 292 und 298; usw. Außerdem verweisen wir auf die historischen 
Arbeiten von C. Ohrtmann, Das Problem der Tautochronen (Berlin, 1872) und 
F. Amodeo, Monografia deUe curve tautocrone (Avellino, 1888). 

6) Der Kürze wegen sei nur auf die Arbeit von E. EöstüUf Über eine trän- 
ssendente Kurve, von der die Zykloide ein Orengfall ist (Württemberg Mitt., 
II. Beihe, IX, 1907) verwiesen. 

6) Oeu/vres de Fermat n, S. 446—448. 

7) Oewvres de Huygens m, S. 89—40. 

8) YgL Oeuvres de Fermat I, S. 202, und HI, S. 176. 
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die affin zur gemeinen Zykloide sind, indem sie durch Qleichnngen von 
folgender Form dargestellt werden: 

a? «- Ar (y -— sin y), y =» r (1 — cos y), . . . (18) 

wo Je eine gegebene Zahl ist. Wenn Jc> 1, so haben wir es — nach 
der Fermatschen Bezeichnnngsweise — mit y erlängerten^ wenn h<l 
aber mit verkürzten Zykloiden zn tun. Fermat hat bemerkt^ daß 
die veTUngerten Zykloiden durch KreisbSgen, die verkttrzten dagegen 
dnreh ParabelbSgen rektiflzierbar sind. Um dies nachzuweisen, 
beachten wir, daß aus (13) sich ergibt 

ds -^r'dg> >/(*» + 1) - 2*» cos 9 + (** - 1) cos* 9); 
setzen wir tg ^ 7 "^ ti, so können wir schreiben 

und, wenn wir statt u eine neue Yariabele einfOhren, derart, daß 
j?' — 1 + Ä*tt*, so erhalten wir 

, lk*rß*'ds 

Integrieren wir in Teilen, so ergibt sich 

aife'r"" «• + *•-! "*"J 5* + *"-l' 
und wenn die noch unterbliebene Integration ausgefBhrt wird, 

TTTi — T-l log ^-==f wennÄ<l, 



%k*r 



z* 



- 5«+*«-.i + yjtm '''''^^^y^Tl* wennÄ>l. 

Da nun, wenn % < 1, man es mit Terkürzten, wenn h> 1, mit ver- 
längerten Fermatschen Zykloiden zu tun hat, so kann man hieraus 
den oben ausgesprochenen Satz erschließen.^) 

Den Fermatschen Zykloiden begegnet man in Fragen der 
darstellenden Geometrie.^ Bemerkenswert ist die Tatsache, daß, 
wahrscheinlich ohne die Beobachtungen des berühmten Tolosanischen 
Senators zu kennen, Laisant diese Kurven wieder auffand, als er die 
Entstehungsweise der gemeinen Zykloide verallgemeinerte.^ Laisant 

1) Dieser Satz wurde von B. Tortolini im J. 1889 wiedergefonden; man 
«ehe die Abh. Sul tnetodo inoerao deUe tangenti im Giornale aicadico und über- 
setzt in Grellet Jonm. XXYI, 1848; vgl. axxoh Tortolini, Eimsta htbUografiea. 
8ugli archi di cidaide (Ann. di Matem. VI, 1866). 

2) F. X, Exercisea de giamärie dSgeripHve {HL ^d., Paris, 1898) S. 646. 

8) Essai awr Ua fancHana hyperboUques (Paris, 1874) S. 66 ff. S. auch 
S. Günther, Die Lehre wm den gewöhnlichen und verallgemeinerten Hffperbel' 
iuMionen (Halle a. 8., 1881) 8. 248 ff. 
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bemerkte nämlich: wenn ein Punkt sich auf der Peripherie einer 
Ellipse mit gleichförmiger Geschwindigkeit bewegt, während diese 
selbst sich in einer mit einer Achse paraUelen Richtung gleichförmigen 
Bewegung befindet; so ist die Trajektorie der resultierenden zusammen- 
gesetzten Bewegung eine Kurve, die durch zwei Gleichungen von 
folgendem Typus darstellbar ist: 

Ä ==» -| (9 — sin 9), y «- r cos 9; . . . . (14) 

aus diesen geht hervor, daß die Kurve f£Lr a » 1 eine gemeine, jedoch 
ftlr a 4" 1 eine Fermatsche Zykloide ist Laisant nannte sie ellip- 
tische Zykloide zum Unterschiede von der ähnlich vermittelst einer 
Hyperbel erzeugten Kurve, die er hyperbolische Zykloide nannte, 
und die durch folgende Gleichungen dargestellt wird: 

^"-^(9 — ©iny), y^r^oiq> (15) 

204. unter dem 6. Mai 1674 schrieb Michelangelo Ricci an 
Huygens: „Man nehme eine Gerade AB von beliebiger Länge (Taf.in, 
Fig. 26), an die sich zwei gleiche und ähnlich gelegene Halbkreise 
AGEj BCD anschließen, deren Durchmesser AE und BJD senkrecht 
auf AB stehen; dann nehme man auf der Peripherie des letzteren 
die Punkte (7, C usw., ziehe durch diese die Parallelen zu AB und 
bestimme auf diesen die Punkte JP, F usw. derart, daß der Bogen 
BCB sich verhält zu DC, DG usw. wie AB zu CFj CF usw.; die 
Punkte F, F usw. liegen dann auf einer Linie, die eine primäre 
Zykloide ist, wenn AB gleich der Peripherie BCD^ eine sekundäre, 
wenn man AB davon verschieden annimmt. Dieselbe Kurve DFF. . . Aj 
gleichsam Diagonale des krummlinigen Parallelogramms DCC .,BAGE 
teilt dieses in zwei gleiche Teile; hieraus folgt, daß das krummlinige 
Dreieck AFF...DCG...B die Hälfte von diesem, als auch von dem 
Rechtecke AEDB ist. Zieht man die Gerade ADy so ist der krumm- 
linige Teil ADFF..,A gleich der erzeugenden Figur JBCC.D."») 

Um die Gleichung der sekundären Zykloide von Ricci zu 
finden, nehmen wir AB als o;- Achse, AE als y- Achse, setzen AB^a, 
BD^2r, ^DOC^a (0 sei der Mittelpunkt des Halbkreises 
BCD). Dann finden wir alsbald 

a?«a — rsinco , y =- r + r cos cd; 

oder, wenn wir co =- « — 9), a — äjB setzen, 

X =- Rq) — r sin 9, y =- r — r cos 9?. . . . (16) 

Dies ist die gesuchte analytische Darstellung; da fUr i2 — r Gl. (16) 
mit (1') übereinstimmt, so ist ersichtlich, daß die gemeine Zykloide 

1) Oeuvres de Huygens VIl, S. 881. 



Neuntes Kapitel: Die Zykloiden« 91 

ein Spezialfall dieser nenen Enrre ist. Aus der Gleichung (16) erg^ibt 
sich femer: 

ABBFF, . .-4 — /y • da? =» / (r — r cos y) (jB — r cos 9?) dy 

ttssO 



Flädie 

9= 



n 



^^ Rr f dq> — 2Rr 1 cos g> - dg> + r^ j cos* ip-dif^x (Rr + y j } 

und daher 

Pl&che ABCC...DFF...Ä'^^Rr'^~xR2r'^^a'2r 

- i Rechteck AB DE - ^ÄBCC ...B GE± 

Dieser Satz ist der wichtigste der von Ricci ausgesprochenen; die 
übrigen sind Folgerungen hieraus. Sie scheinen der Allgemeinheit 
unbekannt geblieben zu sein, bis zu dem Zeitpunkte (1897), als 
der oben erwähnte Brief ans Tageslicht kam zugleich mit denen, die 
den wissenschaftlichen Briefwechsel von Huygens betreffen. Jedoch 
die Eurye, auf die sich die Sätze beziehen, blieb nicht ganz unbekannt. 
Wenn man nämlich die Normalen der durch Gl. (1') dargestellten 
Zykloide in einem konstanten Verhältnisse Ic teilt, so erhalt man 
eine Kurve von folgender analytischer Darstellung: 

^-rpbl^^ + *)''"■ "^9^)' y-rpfc(i-<50B9>)5 

da diese Ton der Form (16) ist, so stellt sie eine sekundäre Zykloide 
von Ricci dar. Von solchen Betrachtungen ausgehend stieß Mann- 
heim^) auf diese Kurven, von denen er zeigte, daiß sie durch Ellipsen- 
bogen xektifizierbar seien, welche Tatsache sich auch leicht aus der 
Gleichung (16) nachweisen läßt^) Femer fand Clairaut^ bei der 
Behandlung gewisser Fragen aus der Mechanik, daß eine solche 
geliefert wird von dem Endpunkte eines Kreisradius, wenn der Mittel- 
punkt gleichfSrmig eine Gerade durchläuft, und der Radius sich 
gleichförmig um den Mittelpunkt dreht. Ein solche Kurve kann offen- 
bar dargestellt werden durch zwei Gleichungen von folgendem Typus 

a; «= a^ + 6 — r sin («^ + /}), y = r — r cos {ai -J- j8) 

und diese sind leicht auf die Form (16) zu reduzieren. Es möge 
bemerkt werden, daß Glairaut, nachdem er die lösende Kurve in der 

1) Nonv. Ann. Math^., 2« S^r., UI (1864) Qaestion 699, gelöst im lY.Bde. (1865) 
der 2. 8er. S. 66. S. auch die Abhandl. von Mannheim, Becherches aSamitriquea 
mr les hngueura eomparSes de diff&entea courhea (Jonm. de FEcole polyt. 
Heft XL, 1868, oder Principes et dSveloppements de ghmitrie cMmaUque^ Paris 
1894, 8. 611 ff.). 

2) A. Claiiant, Solutions de quelques pröbUmes de dynamique pa/r rapport 
aux tracHons (Mäm. de Paris 1736). 
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obigen Weise definiert bat, hinznf&gt: ^^tout le monde reconnaitra 
dans cette description la cydoide allong^e on acconrcie^« 

Die neue Zykloide erfrent sich nicbt herrom^ender Eigenschaften^), 
wir Terlaesen daher die Kurve, um nns zu anderen wichtigeren Ver- 
allgemeinerungen der gemeinen Zykloide zu wenden. 

Zuvor möge hier noch folgendes bemerkt werden: Alle Zykloiden 
(gemeine, verlängerte und verkürzte) können auch durch die Bewegung 
eines Punktes erzeugt werden, der mit gleichförmiger Geschwindigkeit 
die Peripherie eines Kreises durchlauft, wahrend der Kreis selbst 
auch mit konstanter Geschwindigkeit auf einer Geraden gleitet Setzt 
man nun voraus, daß die Geschwindigkeiten der beiden Bewegungs- 
Komponenten nicht mehr konstant, sondern variabel nach gewissen 
Gesetzen sind, so erhält man Kurven, die tatsachlich Verallgemeine- 
rungen der Zykloiden sind. Sie wurden als solche von Varignon 
in einer der Pariser Akademie unterm 31. März 1693 vorg^elegten 
Abhandlung*) untersucht 



Zehntes Kapitel. 

Die Epizykloiden 9 die Hypozykloiden und die Kreisevolventen. 

205. Der Gedanke, welcher von der Konchoide des Nikomedes 
zur Pascalschen Schnecke f&hrte, n&mUch die Idee, an Stelle der 
geradlinigen Basis einen Kreis (vgL Nr. 69) zu setzen, fBhrte auch 
zu den neuen zykloidischeu Kurven, denen dieses Kapitel gewidmet 
ist Diese Idee, die sich hier ziemlich von selbst aufdrangt, indem 
man die Bollbewegung eines Kreises auf einem festen Kreise betrachtet, 
geht mindestens bis in die Zeit Hipparchs zurück, der sich derselben 
bediente, um eine plausibele Erklärung der planetarischen Bewegungen 
zu geben (System der Epizyklen). 

Wenn ein Kreis auf einem festen Kreise rollt, so kann er ihn 
dabei immer entweder von außen, oder immer von innen berfihren; 
im ersteren Falle erzeugt ein beliebiger Punkt seiner Ebene eine 
Epizykloide (Epitrochoide oder äußere Epizykloide), im zweiten 
eine Hypozykloide (Hypotrochoide oder innere Epizykloide); 
die Beiwörter gemeine, geschweifte oder verkürzte und ver- 
schlungene oder verlängerte^ werden benutzt, um anzudeuten, 

1) Der Leser wird noch leicht naohweiien, dafi sie eine panalgebraieche 
Enrre ist, die seinem Systeme mit den Charakteristiken f&"-2, 9 — 2 angehört 

2) Do eyeMdes ou rtmleUei ä fmfim, traget ä la maiti^ des Ugnes gio- 
rnäni»» (IC^m. de Paris, X). 

S) Nach S. WGlffing müAten die Beseichnnngen „Terlftngert'^ und ,,ver- 
kfbrst^ aufgegeben werden, da sie von den SohriAsiellem in Tsrsehiedenem Sänne 
gebrancht worden. 
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daB der erzeugende Punkt auf der Peripherie innerhalb oder außer- 
halb des rollenden Kreises liegt, oder anders gesagt, daß der feste 
Kreis nnd der dnrch den erzengenden Punkt um den Mittelpunkt 
des bewiBgten beschriebene Kreis durch die Peripherie des rollenden 
getrennt, resp. nicht getrennt werden. Dieselben Beiwörter fügt 
man auch bisweilen dem Namen Perizykloide bei, wenn der be- 
wegte Kreis mit seiner Innenseite den festen Ton außen berührt 
und größer ist als dieser.^) Die Epi- und Hypozykloiden werden 
zweckmäßig auch mit dem gemeinsamen Namen zyklische Kurven 
oder auch Zykloidalen belegt.*) 

Die älteste Betrachtung dieser Kurven findet sich in dem Werke 
Albrecht Dürers') Underweysung der Messung mit dem ZyrJed und 
rydUsdieyd (Nürnberg, 1525), woselbst eine spezielle Epizykloide als 
Spinnenlinie benannt und mit Hilfe eines besonderen Instrumentes 
konstruiert wird.^) Jedoch scheinen die Worte des genialen deutschen 
Malers auf die Mathematiker keinen Eindruck gemacht zu haben; 
zum wenigsten war es mindestens 100 Jahre später, als sie unter 
anderm Himmelsstriche Früchte zeitigten; es war nämlich ein 
Franzose — de La Hire — der die erste methodische Abhandlung 
über sie schrieb. Dennoch scheint es, daß er in der Bestimmung 
dieser Kurve und der Entdeckung ihrer Anwendung auf Zahnräder, 
die die geringste Reibung darbieten, in Frankreich einen scharfsinnigen 
Vorläufer gehabt habe; denn in der Vorrede zu seinem Tratte de 
M4camque weist La Hire auf ein Bad hin, „dont la prämiere invention 
^it due ä Mr. Desargues, qui ^toit un de plus excellents g^om^tres 
de notre si^le^^). Ebenfalls sagt La Hire im Anfange seines Traüi 
des ipicffckfides et de lewrs usages dans les m^caniques, indem er auf 
denselben Gegenstand zurückkommt: „mais je n'ai point su, que cet 
excellent gdom^tre (Desargues) eut jamais rien expliquä de sa con- 
struction et comme il n'^toit pas appliqu^ ä cette partie de la Q6om6trie, 

1) Die Perizjkloiden sind daher Epizykloiden. 

8) Weißenborn, Die cyelisehen Owrven methodüeh und mU besonderer 
BüeksictU auf Consbructionen usw, (Eisenach, 1866). Perigal schlag fOr die 
zyklischen Kurven den Namen Bicircloids vor (vgL Drach, Fhü. Mag. 2. Ser. 
XXXIY, 1B49). Über andere Namen 8. Intermädiaire VI, 1899, 8. 866. 

8) S. anch Alberti Dureri InsHtuHanum geometriearum UM qwxtuor (Amheim, 
1606) 8. 87; vgl 8. Günther, Gesekiehte des nuUhem, ünterrieMs im deutschen 
MiUeläUer bis gum Jahre 1525 (Berlin, 1887) 8. 867. 

4) Ein anderer ähnlicher Apparat der Epizyklograph, izt von Bidolfi 
betchiieben worden in seiner Arbeit Di oleum %ui deUe qndehidi e di uno 
ttrumento per la loro deeerißione e specialmente per gueUa deJF eUisse (Firenze, 
1844) 8. 48. 

6) Mem. de VAcadimie des Sciences depuis 1666 juegji^ä 1699, IX. (Paris, 1780). 
Vgl Oeuvres de Desargues riuniee et andiysies par Foudra (Paris, 1864) 8. 81. 
Dieser wichtigen Anwendung bei Verzahnungen verdankt eine Yoxxichtnng zom 
Zeichnen der zyklischen Kurven den Namen Odontograph. 
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je crois qa'il en ayait seulement d^termine la figare m^oaniquement''^), 
und diese Yermutung sdieint zweifellos nnaiuiehinbar ftLr jeden, der 
den liohen Wert und die Originalität der Ansichten Desargnee' 
als Geometer anerkennt. Auf jeden Fall ist es sicher, daß die 
Epizjkloiden und ihre wichtigsten Anwendungen in Frankreich 
um die Mitte des 17* Jahrhunderts bekannt gewesen sind. Dort 
wird wahrscheinlich aach Römer Ton ihnen Kenntnis erhalten haben, 
der einer der ersten Mitarbeiter Cassinis in dem zu Paris im 
Jahre 1667') gegründeten großen Obsenratorinm war, auf welchen 
yiele, dem Beispiele yon Leibniz') folgend, die Erfindmig dieser 
Knrren und die Entdeckung des Auftretens derselben in der prak- 
tischen Mechanik zurückführen; jedoch, wenn wir auch zugeben 
wollen, daß Römer im Jahre 1674 zu den beiden Eurvenarten 
gelangt sei, so gebührt die Priorität immerhin dem Desargues, der 
1662 zu Grabe getragen war. Dem La Hire hingegen gebührt der 
Ruhm, die geometrischen üntersuchxmgen dieser Kurven begonnen zu 
haben, indem er eine ziemliche Anzahl eleganter Sätze bewies, welche 
sich auf die Tangenten, die Rektifikation und Quadratur beziehen; 
wir werden ihnen im Verlaufe unserer Betrachtungen, mit denen wir 
nun beginnen werden, begegnen.^) 

206. Wir bezeichnen mit 12 den Radius des festen, mit r den 
des beweglichen E[reises, mit h den Abstand des erzeugenden Punktes 
P Tom Mittelpunkte Sl des letzteren.^) Als Eoordinatenanfimg nehmen 
wir das Zentrum (s. Taf. III, Fig. 27, 28) des festen Kreises, als 
^-Achse eine Gerade, die durch den Berührungspunke A des festen 
Kreises mit dem beweglichen geht, wenn dieser sich in solcher Lage 
befindet^ daß P gerade auf der Zentrale OSl liegt.^) Wir betrachten 
alsdann den beweglichen Kreis in einer anderen beliebigen Lage; es 
sei jetzt A' sein Mittelpunkt, B der Berührungspunkt mit dem festen 
Kreise, P' die entsprechende Lage des erzeugenden Punktes und Ä' 
der Endpunkt des Radius HP'. Dann haben wir ersichtlich 

arc ALB — arc A^AB\ 

1) Mim. de VAe. des 8e. depuia 1666 jusqu'ä 1699, IX, S. 222. 

2} B. Wolf, Geschichte der Astronomie (München, 1877) S. 468. 

8) Vgl. den Brief an Joh. Bemonlli Tom 18. Jannar 1698 and 1. Febmar 1707 
{LeOmis, ed. Gerhardt, III, S. 477 nnd 811). 

4) Eiae reichhaltige Liste der bezüglichen Arbeiten wurde Ton E. WGlf fing 
aufgeetellt im Intermidiaire Y, 1898, 8. 286 nnd VI, 1899, 8. 11; b. femer den 
Berichi Über den gegewufärtigen Stand der Lehre von den cykUsdien Kurven des- 
selben Yerf. (Bibl. Math. 8. Reihe, II, 1901). 

6) h ist positiv zu nehmen, wenn P auf den von Sl nach A hin gehenden 
8trahl fällt, negativ, wenn es nach entgegengesetzter Richtung fällt. 

6) Damit macht man allerdings eine beschränkende Annahme, um die ge- 
wöhnlichen Formeln zu erhalten; es ist jedoch leidit sich davon zu befreien, 
wie Weißenborn a. 0. gezeigt hat. 
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setzen wir nun ^BOÄ^ % BSl'Ä' '»'Jlß, so ist 

r^^Uy (1) 

Beachten wir nun, daß die Gerade OP' und die gebrochene Linie 
OSl^P' dieselben Endpunkte haben, so ist die Projektion Ton OP^ ^ 
Proj. Oi2'+ Proj. i2'P'; wir projizieren nun senkrecht auf den beiden 
Achsen: es ist jedoch hierbei der Fall der Epizjkloide Ton dem der 
Hypozykloide zu trennen. Für die Epizjkloide (Fig. 27) haben 
wir dann 

Oä' — U + r, Winkel zwischen P'Ä' und Oa? — y + ^ - «. 
Di^egen ist f&r die Hjpozykloide (Fig. 28) 

Oß' — JB - r, Winkel zwischen P'Ä' und Ox-^fp-i». 

Demnach bestehen f&r die Epizykloide die Gleichungen 

a: «» (U + r) cos 9 — Ä cos (tp + ^) 
y ^\JR-\- r) sin 9 — Ä sin (y + ^) 

dagegen haben wir f&r die Hypozykloiden 

a? ■- (JB — r) cos 9 + Ä cos {(p — ^) 
y ■■ (U — r) sin 9 + Ä sin (^^ — V') 



(2.) 



(2*) 



Diese Gleichungen in Verbindung mit (1) liefern die analytische Dar- 
stellung aller zykloidischen Eurren; es ist im allgemeinen zweck- 
mäßig, einen der beiden Winkel 9 und ^ zu eliminieren. Eliminieren 
wir ifj so werden die Gleichungen (2) 



a; «= (U + r) cos 9 — ä cos (— ^ 9) 
y — (U + r) sin 9 — % sin \—~v) 
^ » (12 _ r) cos 9 + % cos \——v) 
y — (U — r) sin 7 — A sin (—7-^9) 



(3.) 



(3a) 



Die beiden durch diese Gleichungen dargestellten Eurren wollen 
wir mit E (ü; r, K) bzw. H (ü, r, h) bezeichnen. Wenn 12 < r, so 
wechseln die positiven Richtungen der Eoordinatenachse und die (3«) 
werden zu 

« — (r — JR) cos 9 — Ä cos ir—— 9) ; 
y «» (r — U) sin 9 — ä sin l" (p\ . 
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Eliminieren wir hingegen (p, indem wir setzen 

i-« W 

(n heißt dann der Modulus der Kurve), so erhalten wir 



- — -^ COS n^ — - cos (1 + n) ^, 

- = — ^ — sm fi^ am (1 + w) i^* 

- = —^ cos n^ + - coB (1 — n) V', 
^ — -^ sin n^ + - sin (1 — n) ^, 



(4.) 



(4») 



man kann sich merken, daß (4«) ans (4«) entsteht, indem man r, tjf, n 
in — r. — ^, — n yerwandelt; damit sind wir in der Lage, Folgerangen 
ans den GL (4«) sogleich auf die 61. (4^) auszudehnen. 

Aus den so gefundenen Gleichungen ergibt sich leicht eine 
Folgerung Yon großer Wichtigkeit. In (8«) f&hren wir nun an Stelle 
der 12, r, h andere Eonstanten R^, r^, h^ ein, die mit den ersteren 
durch folgende Beziehungen yerknüpft sind 

Äi-^» r.-*(^, h,--B + r', (5) 

infolgedessen ist jß| <rj, und jene werden dann 

o; «- Äi cos 9 + (.Bi — fj) cos-^^, 

y - Äi sin 9 + (El - rj sin jr^^ i 
und wenn wir 

^1— 9 - 9i, a^i - - a?, yi - - y 

setzen, so können wir schreiben 

^1 — (-Ri — ^i) cos 9i - *i cos(^*^ (p^9 

y = (Bi-ri)sin 9i - ^i sm(-^ 9i)- 

Vergleichen wir diese mit der Gleichung (3a), so erkennt man, daß 
die durch sie dargestellte Eurre symbolisch mit H {Ri, ^i;^) bezeichnet 
werden darf. Folglich: Die Epizykloide E(I2, r, A) unterscheidet 
sich nicht von der Epizykloide E(I2i, r^, It^), wenn die Beziehnngs- 
gleichungen (5) bestehen. In ähnlicher Weise ei^bt sich: Wenn 
die Beziehungen 

bestehen, so ist die Hypozykloide H {Bj r, h) identisch mit der Hypo- 
zykloide H{JBij r^y h^). Wenn 12 <r, so ist in diesen Formehi das 
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Vorzeichen der Differenz nmznkehren. Betrachten wir den Modnlns 

94 » -g-i BO hat man, wenn die Gleichungen (5) bestehen, n^^n+l^ 

und wenn (5') besteheni n^ « n — 1. Im Falle der gemeinen Epi- 
nnd Hypozykloiden ist h = r\ die Gleichungen (5) werden dann jß^^iZ» 
r^ » %^ B 12 4. r^ -rohrend (5') sich verwandeln in iZj => U, ^i^\ 
^r — R Man gelangt so zu der doppelten Erzeugung der gemeinen 
Epi- und Hypozykloiden, die von La Hire und Euler^) bemerkt 
worden ist; der entsprechende allgemeine Satz wurde später von 
mehreren entdeckt und yerschiedentlich bewiesen.^ 

Weitere Folgerungen, die sich aus der gefimdenen analytischen 
Darstellung der zyklischen Kurven ergeben, betreffen die Gestalt der- 
selben. Ähnliche Betrachtungen, wie die in Nr. 199, führen uns zu 
dem Schlüsse, daß die gemeinen Epizykloiden im allgemeinen unend- 
lich viele Spitzen auf der Peripherie des Basiskreises haben, die ver- 
llngerten besitzen nnz&Uig viele Doppelpunkte und die verkürzten 
unzählig viele Wendepunkte; alle (reellen) Punkte der Kurve (3«) liegen 
in dem von den Kreisen um mit den Radien |iZ + f ±&|, die der 
Kurve (3a) innerhalb des von den Kreisen mit den Radien 1 12 — r ± & | 
begrenzten Kreisringes. 

207. Die Erzeugung der Epizykloiden erhalt größere Klarheit 
und fOhrt zu neuen Folgerungen, wenn man sie als Grenz&U einer 
Bewegung eines Polygons ÄBCD,... auffaßt, welches sich in der 
Ebene derart umlegt, daß seine Seiten mit den (im allgemeinen 
gleichgroßen) Seiten eines festen Polygons A'B'G'D' ... zusammen- 
fallen.') Betrachten wir die Polygone in der Lage, daß die Seite 

1) De duplici genm tarn epteycl&idwn quam hypocydo^dum (Acta Acad. Petrop. 
pro anno 1781, Pars I, 1784). Deiselbe Satz wurde Ton Daniel Bernoulli be- 
merkt und dem Qoldbach von Nicolaus Bernoulli in einem Briefe vom 2. Juni 
17S5 mitgeteilt; Goldbach lieferte einen Beweis desselben in seiner Antwort 
Tom 18. September 1726 (P. H. Fuß, Correspondanee maÜhSmatique et phye, de quel- 
ques eO^ee giovMree du XVIII 8UcU, 11, St. Petersburg 1848, S. 168—170). 

2) Qildemeister, De lineis curois epicylaidibus et hypocyclaidtbus (Diss. 
Marburg, 1866); Bellermann, EpicyTdoiden und Hypocykloiden (Diss. Jena, 1867); 
Fouret, Swr ia double gSvUration des epicydo^ldes pUmes (Nouv. Ann. Math., 2« Sär. 
Vlil, 1869). Vgl.: Proctor, A treatise on Ihe cycknd and aU forme of cyeloidal 
curves (London, 1878) S. 164 — 167; Vietor, Die Fölhreiepaare einer Oydoide (Zeit- 
schr. Math. Pbys. XXV, 1880); Chr. Wiener, Doppelte Entet^iungmoeise der 
geschweiften und verschlungenen cyklischen Ourven (Das. XXVI, 1881, xl XXYII, 
1882). — F. Schilling, in einer sogleich zu nennenden Arbeit (Das. XLIV, 1899) 
unterscheidet die zwei Erzeugungsarten als solche mit bedecktem und freiem 
Zentrum, je nachdem die Fläche des rollenden Kreises den Mittelpunkt des festen 
bedeckt oder freiläßt. 

8) B. Hennig, Beitrag swr Theorie der ebenen Rouletten (Grelles Joum. 
LXY, 1866; daselbst werden die beiden Linien, die durch Bollen innerhalb und 
außerhalb derselben Kurve auf derselben Basis erzeugt werden, als die Glieder einer 
zweiseitigen oder Doppel-Boulette betrachtet); 0. Schl6milch, Übungs' 
buch zum Studium der h^eren Änälysis, 11. TL 2. Aufl. (Leipzig, 1874) S. 820 ff. 

Loxi», Sbene Kurven. t.Aull. H. 7 
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AB des ersteren mit der Seite Ä'B' zuBammenfallt; man stelle sieh 
nun Tor^ wie das bewegliche Polygon sich um den Eckpunkt B' 
dreht, bis seine Seite BG sich anf B^C gelegt hat; ein nnyerander- 
lich mit dem ersteren yerbundener Punkt P beschreibt dann einen 
Kreisbogen PP^ mit dem Mittelpunkte B' und dem Radius B^P^ und 
es wird der Winkel PB'P^ » CB'C sein« Kippen wir nun das 
Polygon ein zweites Mal um die Ecke C7', so daß eine Ecke D auf 
D' fällt, so heschreibt der Punkt Pj einen zweiten Kreisbogen mit 
dem Radius CD^ um den Mittelpunkt C. Indem wir so fortfahren, 
erkennen wir, daß die Bahn des Punktes P aus einer Reihe Ton 
Kreisbogen besteht, deren Mittelpunkte in den Ecken des festen 
Polygons liegen. Nehmen wir jetzt an, daß die Seiten der Polygone 
unendlich klein sind, so erhaltoi wir eine Bewegung, die durdi das 
Abrollen einer beweglichen Kurve auf einer festen definiert ist, und 
die Bahn des Punktes P (eine sogenannte Roulette oder RoU- 
kurye; Tgl. Kr. tli) wird die Enyeloppe einer Reihe Ton Kreisen 
sein, die ihren Mittelpunkt auf der festen Kurve haben. Da nun die 
Enyeloppe in jedem ihrer Punkte die Tangente, und also auch die 
Normale mit der Eingehüllten gemeinsam hat, und weil die Normale 
der Eingehüllten (nämlich des Kreises) durch den (Mittelpunkt, d. h. 
den) Berührungspimkt der entsprechenden Lage der bewegten Kurve 
mit der festen geht, so hat man hiermit eine sehr einfiiche Methode, 
die Normale in jedem Punkte der Bahnlinie zu finden; es ist dies 
eine beachtenswerte Bemerkung von Descartes^), die als ein&chsten 
Fall die Konstruktion der Normale an die Zykloide (s, Nr. 198) in 
sich schließt Fassen wir die vorigen Betrachtungen zusammen, so 
haben wir gesehen: Jede Bollknrve kann als Enveloppe eines Kreises 
mit veränderlichem Badius, dessen Mittelpnnkt eine feste Kurve durch- 
läuft, anlj^efaßt werden. 

Für die Epi- und Hypozykloiden können wir diesen Satz auch 
durch folgende Berechnung bestätigen und besser präzisieren.') Wir 
nehmen, wie vorhin, den Mittelpunkt des festen Kreises als Koordinaten- 
anÜEUig und als o; -Achse die Gerade, welche den Mittelpunkt Sl des 
rollenden Kreises enthalt, wenn er die Lage hat, daß auch der er- 
zeugende Punkt P in diese Gerade hineinfällt (Taf. III, Fig. 27, 28, 29). 
Dann betrachten wir den rollenden Kreis in einer beliebigen Lage, 
und wir suchen die Enveloppe des Kreises mit dem Mittelpunkte H' 

1) Vgl. auch Huy gens, Sorologium oscmatoHum, Pars I, Ptop. 16. (Bekannt- 
lich trägt die Widmung dieses berühmten Werkes das Datum des 26. MSant 1678.) 
Ein einfacher analytischer Beweis dieses Sataes findet sich bei F. Freuet, Note 
Mir un ÜMorhne de Deecartee, Cowrbe roUUmte sur une autre (Nouv. Ann, 
Math., Xm, 1864). 

S) 0. Wetaell, Die cycliBchen Owrven die EinhMungeeurven eines beweg- 
liehen Sreieea (Diss. Marburg, 1880). 
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und dem BadiuB A'P'. Behalten wir die früheren Bezeichnungen bei, 
80 sehen wir, daß die Gleichung des eingehüllten Ereises ist 

(« -U coB (py + (y -2J Bin y)» - Ä> + r« - 2hr cob ^ 

oder wegen (1) 

a^i + y« +jjt _ 21?« cos ^^22Jy Bin ^-Ä> + r»-2Är COB V'. (6) 

Differenzieren wir diese nach ^, so ergibt sich 

a? sin ^ — y COS ^ ■=■ Ä sin V' (7) 

Yermittelsi (6) und (7) können wir x und y in Funktionen Ton ^ 
ausdrücken; zu dem Zwecke setzen wir 

« — ü cos ^ — { , y — U sin ^ =" 1) . . . . (8) 

Die Gleichungen (6) und (7) werden dann 

5«+i,«-Ä« + r«-2ÄrcosV'. . (6') {sin^ -i? cos^-Äsin^. (70 

Der Gleichung (G') wird genügt, wenn man setzt 

5 — cos 1 |/Ä> + r« — 2Är cos^, i^ — sin lyV + f^--2hr cos^, (9) 
und die verwandeln die (70 in folgende 

\B ) )/*• + ♦•" + «**• COB ip' 

und dem entsprechend 

V-B / yÄHr«-2ÄrcoBa|>' 

(wo s ■- ± 1) oder wegen Gleichung (9) 

{ cos -^ + 1) sin ^ — s (r — Ä cos V') (10) 

Lösen wir (7') und (10) bzw. nach \ und i} auf, so erhalt man 
{ » a sin ^ sin^ + « (r — A cos V^) cos^ , 

iy » — a sin ^ cos ^ + s (r — Ä cos V') wi^^ 
d. h. wegen der Gleichung (8) 



cos 



a:-(ü + sr)co8^-Äsco8^^^^ 
y — (i? + »r) sm -^ — a sm ^ ^ ^^ 



(U) 



Dies ist die analytische Darstellung der Enyeloppe, sie zeigt, dafi 
diese aus zwei yerschiedenen zyklischen Kurven besteht^ entsprechend 
den beiden Werten ± 1, die man für « nehmen kann. 

Die Epizykloiden sind noch einer zweiten Erzeugungsweise als 
Enreloppen fähig; es ist nämlich leicht zu beweisen (und wir über- 



^^/ 
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lAssen es dem Leser): Wenn zwei Pnnkte die Peripherie eines Kreises 
mit Winkelgeschwindigkeiten dnrchlanfen, die in konstantem Ver- 
hältnisse stehen (ygL den Spezialfall Bd. I, S. 167), so ist die Enveloppe 
der yerhindenden Geraden eine Epizykloide.^) Bemerkenswert ist 
femer, daß eine ähnliche Kurve entsteht, wenn man alle diese Yer- 
bindnngsgeraden in demselben Verhältnisse teilt 

Nicht weniger bemerkenswert ist die in folgendem Satze an- 
gegebene Erzeugongsweise: Wenn zwei aufeinander folgende Seiten 
OByiO'E^ eines Gelenk-Parallelogramms sich gleichfSrmig (aber mit 
yerschiedener Geschwindigkeit co^ , co^) nm den Eckpunkt O drehen, 
so beschreibt die vierte Ecke eine Epizykloide oder Hypozykloide.') 
Um dies zu beweisen, beachten wir, daB man immer annehmen kann, 
daß zu Anfang die beiden Seiten OJE^ und OJE^ in eine Gerade zu- 
ganunenfallen; diese nehmen wir als o^-Achse, setzen 0'E^\^ 0E^^\, 
und, was ja gestattet ist, ^"E^Ox^tm^^ -^E^Ox^to^y wo t eine 
beliebige Variabele (die Zeit) ist; sind dann 1^1,0^,0 die komplexen 
Zahlen, die in gewohnter Weise die Punkte E^E^fM darstellen'), so 

haben wir ^^^i^^a^t^ ^i-ise*«*', i?«^i + ^,, 

und daher '^l^e^'^* + 1^^'^* (12) 

Trennen wir das Reelle und Imaginäre, so ei^bt sich 

x^li cos cDj / -f 2| cos to^ty y » l^ sin-Oi ^ + I^ sin (D| ^ 
als analytische Darstellung des Ortes von Jf ; die Form dieser Gleichung 
fahrt zur obigen Behauptung. — Wenn man nun (12) in folgender 
Weise schreibt: 

und bekannte Sätze die geometrische Darstellung der komplexen 
Zahlen betreffend anwendet, so schließt man: Jede Epi- oder Hypo- 

1) Eckhardt, Einigt Sätee Über die Epieychide und Hypocycloide (Zeitschr. 
Math. Phys. XY, 1S70), Wolstenhohne, On epieydoida and hypocyelaide (Proc. 
London math. 80c. IV, 1878) nnd Schwering, TJieorie und Anwendung der 
Linienkoordinaten (Leipzig, 1884) S. 77 ff. Als Spezialfall würde sich ergeben, 
„daß bei einer ühr mit gleichlangen Zeigern, die Enveloppe der Yerbindongs- 
linien der Endpunkte entsprechender Zeigerstellnngen eine Hypozjkloide ist"; 
Bind die Zeiger verschieden lang, so wflrde die Enveloppe die Evolnte einer 
Epü^kloide sein (s. IntemMiaire n, 1896, S. 9 nnd 896). 

2) Diese Erzengnngsweise wnrde von Bellermann in der S. 97, Note 2 
zitierten Diseerta^ion, und von^^ Morley im Anfsatze On at^juatable cy(Mdal and 
troehoidäl curvea (Amer. Jonm. Math., XYI, 1894), femer in einem Spezialfälle von 
J. Nenherg {8ur la cycloide, Nouy. corr. math. Y, 1879) angegeben; F. Schilling 
benutzte diese neuerdings zar Eonstmktion von höchst bemerkenswerten Appa- 
raten zur Zeichnung aller zyklischen Kurven; s. die Abh. üeber neue kinemoHeeke 
Modelle, eowie eine neue Einführung in die Theorie der eyclisehen Ourven (Zeit- 
schrift Math. Phys. XLIY, 1899). 

8) Die älteste Erwähnung der Anwendung der komplexen Zahlen (oder, wenn 
man wiU, der Äquipollenzenrechnung) auf die Zykloiden findet sich in einem 
Briefe von E. Fran9oise an G. Bellavitis und von diesem TerOffentlicht in 
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zykloide kann dnrck einen Pnnkt M erzengt werden, der gleich- 
nrmig nm einen Pnnkt E rotiert, welcher mit konstanter Geschwin- 
digkeit die Peripherie eines festen Kreises dnrchl&nfL Dies ergibt 
sich auch durch einfache Betrachtangen ans der ursprünglichen Ent- 
stehnngBweise. Beachten wir schließlich^), daß der Mittelpunkt des 

Parallelogramms OE^ME^ durch die komplexe Zahl -r- dargestellt 

wirdy so beschreibt dieser eine zu der durch M erzeugten homo- 
thetische Eurre^ nämlich eine zweite Epi- oder Hypozykloide.') 

206. Die Polargleichung der Epi- bzw. Hypozykloiden ergibt 
sich als von so komplizierter Form, daß sie sozusagen keinen Vor- 
teil bietet, selbst wenn man sich auf die gemeinen beschränkt Nütz- 
lich erweist sich dagegen in manchen Fallen die polare Differential- 
gleichung derselben Eurre. Um sie zu erhalten; beachten wir, daß, 
wenn man ^»7 und A»r setzt; die Oleichungen (4«) werden zu: 

* ♦» + ! / . IX y n+l . • / I i\ 

— — — ' — cosn^ — cos (n + 1)9, — => — - — smn^ — sm (n + 1)9; 

daraus ei^bt sich 

9» /n + l\>. . 2(n+l) ,,QN 

der Seeanda parte deU' Undicesima Bivista di giomaU (Atti. Ist. Veneio, IV Ser., 
Bd. I, 1871—72, S. 480—486); in diesem zu wenig bekannten Briefe finden sich 
elegante Sätze Aber die den zyldischenExirTen mit ganzem Modnlns eingeschriebenen 
Polygone, sowie die LOsnng nener und interessanter Fragen. 

1) Beincke, Ueber cyclische Kurven, dargestellt als geametrisehen Ort des 
Mütelpwnktes derjenigen Geraden, welche swei auf gwei coneefUriachen Kreieen 
gleU^förmig bewegte Funkle in jedem Moment verbindet (Programm Malchin 1892). 

2) Die Gleichung (12), mittelst derer man jede Epizykloide darstellen kann, 
.ist ein Spezialfall von folgender: 

(a) z^l^^\ ei»if+'"'lnei^*, 

wo Z^, 2| . . . . 2n« fl>i • • . 00» reelle gegebene Zahlen sind ond t eine unabhängige 
Yariabele. Die dnreh sie dargestellten Kurven wurden Ton Bellermann (o.a. 
Diss., wo der Name Zykloiden höherer Ordnung angewendet wird) nnd 
Eichler betrachtet (Die Darstellung der cyklischen Curven und ihre Bedeutung 
für die Sehu?ingungHheorie, Hamb. Mitt., Teil II, 1890), der auch ihre Erzeagong 
Termittelst eines G^lenkpolygons angab, die ähnlich der oben angegebenen 
für die Epizykloiden vermittelst eines Gelenkparallelogramms ist. Wir be- 
merken auch, daß man, ohne der Allgemeinheit Abbruch zu tun, immer {««O 
annehmen darf; daraus können wir ableiten, daß „jede Kurve der firaglichen Art 
als Ort der Schwerpunkte eines Polygons angesehen werden kann, von welchem 
n Ecken gleichförmig konzentrische Kreise durchlaufen^^ Unter den firaglichen 
Kurven finden sich viele bei Untersuchungen aus der OpÜk und Mechanik. Als 
Spezialfall der Gleichung («) kann man die folgende betrachten 

-^^ %[- — ha) 

(ft Ä-JBj«<» + JB,« « +Ä,c ^« ^ 

wo JS,,i2^,J2^ gegebene Längen, a ein bekannter Winkel und p,q ganze positive 
Zahlen sind. Sie zeigen außerordentlich verschiedene Formen, die man aUe 
durch Benatzung der Com paq Sc)i^y ^j^bay4 T <^®' ▼on der Firma Chateau 
Fr^res &C^« in Paris hergestellt wird, erhalten kann, und der gestattet, diese 
Kurven in kontinuierlichem Znge zu zeichnen. 
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Da nim anderseits 
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so hat man 
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Differenzieren wir die Gleichung (13), so erhalten wir 
infolgedessen wird die Torige Gleichung zu 



— 00B9 



da ^ ^^ + ^ lA 

d^ "* 9 K I + COB9' 

oder auch wegen Gleichung (18) 



» n* (2n + l)« 



d«.-^ Z-::! =^ a4) 



Dies ist die angekündigte Differentialgleichung, 

Wir wollen sie auf die Untersuchung der von einem Punkte Ä (fi^y o^) 
an die Epizykloide gezogenen Tangenten anwenden. Ist P (q, m) der 
Berührungspunkt einer derselben, und f» der Winkel der Tangente 
mit dem Radius yector des Berührungspunktes, so ergibt sich aus Nr. 174 

Setzen wir hier an Stelle von (f -j- seinen durch (14) gegebenen 

Ausdruck, gehen dann zu kartesischen Koordinaten über, so ergibt 
sich daraus . ... 

oder, von dem überflüssigen Faktor on^ + y^ befreit, 

[05« + y» - («a^, + yy..)]' - S [(a; - a^o)' + (y - yo)T - ^^i^^'; 

nun kann man mittels einer geschickt gewählten Eoordinatentrans- 
formation dieser Gleichung die folgende Form geben 

[3?+ r«- (zZo+ rro)?- a« (z - x^y+ v (r- T,y, 

die die Fußpunktkurve eines zentrischen Kegelschnittes darstellt 
(ygl. Nr. 270). Folglich: Die Berührungspunkte der Tangenten, die 
man Yon einem Punkte an eine (algebraische oder transzendente) Epi- 
oder Hypozykloide ziehen kann, liegra auf der Fnßpunktkurye eines 
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Ke^lsclmittes in bezog auf jenen Pnnki^) Damit ist gezeigt^ daB 
jede Epi- oder Hypozykloide eine panalgebrusehe Knrve ist, die 
einem Systeme mit den Charakteristiken m "^ 2; v » 2 angehSri 

Bezeichnen wir mit 8 den Bogen der durch die Gleichungen (3«) 
dargestellten Epizykloide, so erhalten wir durch Differentiation die 
Gleidhmig 

ii-y(ii)"+(ii)"-^y'"+»'->'»«"^- • » 

Wir setzen nnn r + h^a, r — h^b, — ^ =- o 

und erhalten , 2(Jg + r) - /,, , . » — ,«. . , , 

äs — ^ ^ ' yV + (a*— 6') sm* (d • im. 

Betrachten wir dagegen die Ellipse -| + 1|^ « 1 imd nennen deren 
Bogen 6^ so bekommen wir, wie bekannt, 



d6 « y6» + (a*— 6*) sin* m^Am^ 
nnd folgHch ist ds^ !(^Li5 . ^^^ 

Rechnen wir nnn sowohl anf der Ellipse als auch auf der Epizykloide 
die Bogen von dem Punkte an, fQr welchen o — 0, so ei^bt sich 
folgende bemerkenswerte Relation 

^ je ^- 

Die Rektifikation der Epi- nnd Hypozykloiden k&ngt somit, wie die 
der Zykloiden im allgemeinen (ygl. Nr. 250) von elliptisclien Inte- 
gralen ab (s. auch Bd. I, S. 460).') In dem speziellen Falle jedoch, 
daß & — r, wird die Gleichung (16) 

und gibt 8 — Cimst* ^ n ^* T^' 

daher ist die Rektifikation der gemeinen Epi- nnd Hypozykloide 
elementar ansfUirbar. 

WiUilt man den Anfangspunkt des Bogens derart, dafi fttr 9 » 
auch s » 0, so hat man im besonderen 



jB — 4r ' 



1) B. Blum, Zykloiden und Zykloidalen äl» UmhMungskitrven wnd deren 
Zueammenhang mü den Fitflpunk&Burven der Kegelechnitte (Progr. Stattgart, 1902). 

S) (Geometrische Ableitongen dieses Satzes findet man bei A« Gob, BMi- 
fietOürn des ipitro^kfMes (Liäge M^m., m S^r., IV, 1902) und H, Wiener, Die 
BdeHfikatian der eykUeOien Kurven (Wfirttemberg. Mitt, n. Beihe, IX. 1907). 
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hierauB kann man die Länge des zwischen zwei aufeinander folgenden 
Spitzen gelegenen Epizykloidenbogens ableiten, indem man q> »- -g- 
setzt; man erhält dann ab Resultat 



^r(l + i)''Sril+n), 



wie auch La Hire^) fand. 

Bezeichnen wir mit dS die Fläche des Elementar-Sektors, der 
als Bogen das Bogenelement der Epizykloide (8«) hat, so erhalten wir 

und daher durch Litegration 

eine Eonstante f&gen wir nicht hinzu, da wir annehmen, dafi fftr 
9 — auch 8^0 sei. Ln SpezialMle der gemeinen Zykloiden wird 
der Ausdruck 

Machen wir hiervon eine Anwendung, indem wir (p ^^ -g- setzen; 
wir erhalten 8 — V — i ^^"^ ^* ^^'^ ^^^ ^®^ beiden, den 

Winkehi 9) *» und 9 >— -^- entsprechenden Radien begrenzte Sektor 

1 8x1* 

des festen Ereises den Flächeninhalt -ri2*-^ü» 9rri2; der unter- 
schied jener beiden Sektoren beträgt also %f^ (^ "^ ^ ~^) ™ 9rr'(3 + 2n\ 

wie auch La Hire gefänden hat*) 

Ln Falle der gemeinen Epi- oder Hypozykloide wird der Krümmungs- 
radius Si gegeben durch 

«-^i^-if (20) 

Eliminieren wir q> aus den Gleichungen (17) und (20), so finden wir 

1) Mim. de l'Äe. des 8e, depUM 1666ju8qu'ä 1699, IX (Parie, 1780) S.284 n. 289. 

8) Newton, Principia, Lib. I, Prop. 49. 

8) Mim, de VÄead. des Sciences etc, S. 280 n. 281; vgl auch Caswell, The 
quadratitre of a portion oflhe epieychid (PhiL Tians. 1696, Nr. 217), xmd E. Halley, 
Ä general propositian for meaeuring aU cydoids and epieydoiid» (Das. Nr. 218). 
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Dies ist die natürliche Gleichung der betrachteten Epizykloide^); in 
der üblichen Weise interpretiert^ sagt sie aus: Wenn eine gemeine 
EpixyUoide anf einer festen Geraden rollt, so liegen die Krftmmnngs- 
zentren der aufeinander folgenden Berfihrnngspnnkte der Kurve auf 
einer Ellipse.^) 

Aus der oben bewiesenen Tatsache; daß die natürliche Gleichung 
einer jeden gemeinen Epizykloide Yon folgendem Typus ist 

IJ + F-I (21) 

laßt sich eine wichtige Folgerung ziehen. Diese Gleichung kann 
nämlich durch folgende beiden ersetzt werden 

& — a cos il, S'^bsmXf 

wo X eine unabhängige Yariabele ist Sind nun ^ und ^ der 
Krümmungsradius und der Bogen der Eyolute von (21)^ so hat man 
(ygl. Nr. 251) ^^ 

oder wegen der yorhergehenden Gleichungen 



a« 



Ä, — — y sin 1, «1 — a cos X. 
Durch Elimination you X ergeht sich, daß 

a« "^ h* \bj 

die natürliche Gleichung der Evolute der Kurve (21) ist; vergleicht 
man sie mit (18) selbst, so schließt man: Die Evolute einer gemeinen 
Hypo- oder Epizykloide ist eine andere ihr ähnliche Kurve '), eine 
bemerkenswerte Eigentümlichkeit; die ebenMIs von La Hire bemerkt 
worden isi^) 

Aus den für die Koordinaten einer Epi- oder Hypozykloide als 
Funktionen eines Parameters aufgestellten Ausdrücken (3«) auf S. 95, 
die uns zu den bemerkenswerten, in dieser Nr. dargelegten Säteen führten, 
lassen sich noch andere Beziehungen herleiten, die wir jetzt angeben 

1) Nach Aonst {Analyse infinit^simah des caurbes planes, Paris 1878, 8. 99} 
soll sich diese Gleichung bereits bei Biccati vorfinden. Darans kann man 
wiedemm die doppelte Erzeugung dieser Kurve folgern. 

2) Mannheim, BecAerehes geomitriques relatives au Heu des pasUums «uc- 
eessives des cetUres de eaurbure d'une courbe qui roule sur une droüe (LiouvUles 
Jouzn. 2. Ser. lY, 1869) S. 99. Für den Fall der regnl&ren Astroide wurde dieser 
Sats vorher von 0. BGklen angegeben (Arch. Math. Phys., XXXYII, 1866, S. 106). 

8) Die Evoluten der allgemeiQen Epixykloiden siad neue Kurven, die von 
Chr. Wiener untersucht wurden (Die Evoluten der geschweiften und versddungenen 
zyklisehen Kurven, Zeitschr. Math. Phys. XXVIl, 1882). 

4) M6m. de VÄc. des Seienees ete. IX, S. 266. 
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wollen. Bezeichnen wir die Ableitungen jener Ausdrücke nach q> mit 
Akzenten, so liefern nns die Gleichungen (8«) f&r den Fall & — r: 

ic«+ y«_ 2?« 4r(I? + r) sin«^, 






x'y"-x"y' 



4(U + r)>sin«^, 

2(2J + r)(U + 2r)sin«^, 



daraus folgt die Identität 



2B 



X 



tt 



oder 



oder auch 



X 
X 
X 
X 
X 



I 



ff 



f 



ff 



y 

y' 
y 
y 



•t 



n 



xy'—K'y 
"■ x'y"-x"y' ' 


x" + y" 



0, 



0. 



y" x'* + y'* + xx" + yy" 
Diese Identität ist nun einer wichtigen geometrischen Interpretation 
fShig. Sie sagt nämlich, daß, wenn X, T die laufenden Koordinaten 
Sind, die drei Geraden ^J + yF-JP («) 

(x-x)x' +(r-yy-o iß) 

(X^x)x"+{Y^y)y''^x'^+y'^ (y) 

in einen Punkt zusammenlaufen. Nun stellt {ß) die Normale im 
Punkte {x, y) dar; (y) ist die Ableitung von (ß), stellt also eine 
Gerade dar, die durch den Berührungspunkt jener Normalen mit ihrer 
eigenen Enveloppe geht, d, L das dem Punkte (x, y) entsprechende 
Erümmungszentrum; folglich schneiden sich die Geraden {ß) und (y) 
in diesem Punkte. Durch denselben Punkt geht nun auch die Gerade (a) ; 
diese ist aber die Polare des Punktes {x, y) in bezug auf den festen 
Ereis mit dem Radius 22. Erinnern wir uns nun der Descartesschen 
Konstruktion der Normalen (Nr. 207), so können wir schließen: 
Um das Krümmungszentrum für einen Punkt P der gemeinen Epi- 
oder Hypozykloide zu finden, braucht man nur den Schnittpunkt der 
Polaren von P in bezug auf den festen Kreis mit der Verbindungslinie 
FA aufiEUSUchen, wo A den Berührungspunkt jenes Kreises mit der 
entsprechenden Lage des rollenden bedeutet^) 

1) Z ehme, Elementare wid anälyHeehe Behandlung der versMedenen Zykloiden 
(iBerlohn und Elberfeld, 1864). S. auch E. CeB&ro, Bemargue de gSamitne 
mfinüMmaie (Math^is VII, 1887) und 8ur deux cUusee remarq^able8 de Ugnes 
planes (Nout. Ann. Math. 8«. S^r. YII, 1888. — Dieselbe Frage war früher Ton 
Dien, Note eur Ue hypocyck^dee (Das. XIX, 1860) und von Henning im § 1 
des Beitrag eur Theorie der e5aien BoukUen (Crelles Joom. LXY, 1866) bäiandelt 
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S09. Ans den Qleichnngen (3«) in Nr. 207 ei^bt sich, daß die 
Gleichung der Normalen an die Enrre dax^estellt wird duroh 

[(a?~JJcoB9)-rcos9+Äco8(5i^9)](sin9-* sin (^±^9))- 

Ky—iiainy) — rein 9) + Ä8in(--^9n(80B9--- cos (-^^9)^ — 0. 

Dieser Gleichung wird offenbar genügt durch x^mBoosip, y« 22 sin 9); 
demnach geht die Normale durch den so bestimmten Punkt, und 
dieser ist nichts anderes als der Punkt B (Taf. XY, Fig. 120 a, h\ in 
welchem der bewegliche Kreis den festen berührt; die Normale in P' 
ist also die Gerade P'B in Übereinstimmung mit dem allgemeinen 
Satoe, den wir in Nr. 207 gebracht haben. 

Wenn wir für den Fall der gemeinen Epizykloiden uns der 
Gleichungen (4«) bedienen, so erkennen wir, daß 

XBUi' — Z ^^ — y cos- — ^ '^ ^ — :2_-yBin~- • • K^^) 
2 ^ S , n S . 

ajcos^^ — ^-^^ + ysm^^ — 2^"'n''^®2' * ' * ^^ 

die Tangente bzw. die Normale der Epizykloide im Punkte (9)) 
darstellen. Bezeichnen wir nun mit u und v die Plflckerschen 
Koordinaten der Normalen; so haben wir 



u — — 



(2n+l)9 
ncoB^ — y-^-^ 


(2n + l)9 
nnn ^ 

M r- 


rcoB-|- 


17 —« - - - 



(25) 



Denken wir uns nun, daß wir die Normalen zur Epizykloide in 
denjenigen Punkten gezogen hätten; in denen sie von Geraden, die 
durch den Punkt (x, y) gehen; berührt wird; so wird der Winkel (p 
der Gleichung (23) genügen; wenn wir demnach q> aus den Gleichungen 
(28) und (25) eliminieren; so werden wir die Tangentialgleichung 
einer Kurre erhalten; die alle jene Normalen zu ihren Tangenten hat 
Nun liefern die Gleichungen (25) 



w»+v*- 



n 



r"coß"~ 

außerdem erhalt man durch Einsetzen der durch (25) gegebenen 
Werte Ton sin ^^Ltlll nnd cos ^l!^±^ in die Gleichung (23) 

uy — vx — (2n + 1) tg -|^i 

und durch Elimination von (p aus diesen beiden letzteren 

(xu - yvy - p^) V (u> + O - (2n + 1)« 

Da diese Gleichung yom zweiten Grade in u und t; ist; so kann man 
mit 0. Juel^) den Schluß ziehen: Die Normalen einer Epi- oder Hypo- 

1) IntemMiaire I, 1894, 8. 22 n. 248; II, 1896, S. 208. 
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zykloide in den Punkten, in weleken sie von Geraden eines StraUen- 
bftschels bertthrt wird, sind Tangenten eines Kegelschnittes. 

Nun. wollen wir noch bemerken, daB die Polare des Punktes (9)) der 
gemeinen Epizykloide (3«) in bezng auf den Ereis rv* -h y* °" I* als 

Gleichung hat ^ T/^ p . ^x ^^ « ^ ^^„ ^ + r 1 

X I \J\ + T) COS ip — r cos q> 

+ y K-R + r) sin 9 — r sin — — 9) — Z*. 

Differenzieren wir diese nach q> und kombinieren das Resultat mit 
der ursprünglichen Gleichung, so finden wir 

V Bin ^^ y Pcos ^^ qp 

(2J+2r)8m:|J. (JB+2r)rin^ 

als Gleichungen f&r die Darstellung der Polarreziproken jener Epi- 
zykloide in bezug auf diesen Ejreis. Führen wir nun ein Polar- 
koordinatensystem ein, dessen Achse mit der y-Achse zusammenfallt» 

indem wir —^ — 9 — y "~ ® setzen und den Quotienten -g mit fi 

bezeichnen, so können die obigen beiden Gleichungen durch die 
folgende ersetzt werden 



Bm 



2n + l 

da diese eine uns schon bekannte Kurve darstellt (ygl. Bd. I, S. 367), so 
schließen wir: Die Polarreziproke einer Epi- oder Hypozykloide in 
bezng auf einen mit dem Basiskreise konzentrischen Kreis ist eine 
Ihrenknrve.^) 

Benutzen wir die Gleichungen (23), so sehen wir, daß das vom 
Mittelpunkte des Basiskreises auf die Tangente gefällte Lot dargestellt 
wird durch die Gleichung 

(2n + l)9 , . (2n + l)<p ^ 

X cos^^ — g-^ + y sm ^^ — ^-^^ =» 0, 
daher sind die Koordinaten des Fußpunktes jenes Lotes 

2n + l . <p • (2n + l)0 (2n4-l) . 9 (2n + l)a) 

X = — y— r sm ^ • sm ^^ — ^^ 5 V^— 2 ^^^\' ^^ ^ — j^ J 



führen wir auch hier Polarkoordinaten ein, indem im q » yx*+ y* , 
^^ — ^ •» (D setzen, so erkennen wir, daß der Ort des genannten 
Fußpunktes als Gleichung hat 

1) S. Jef abek, Caurhes polaires rMproguea des ipieycUMea et hypocy<MdeB 
(Math^is, 2. S^r. IX, 1899). 
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und folglich (b. Bd. I, S. 359): Die FnßpanktkiirYe einer gemeinen 
Epi- oder Hypozykloide in bezng anf das Zentrum des Basiskreises ist 
eine Bkodonee.^) 

Die oben dargelegten Sätze') zeigen^ wie bemerkenswert gerade 
die Epi- nnd Hypozykloiden sind, bei denen A »• r ist Es gibt jedoch 
noch einen anderen speziellen Wert von h, der besonders yermerkt 
zn werden yerdient, nämlich A » ü — r; in diesem Falle werden die 
Oleichongen (3«) zn 

a:— (iJ — r)rcos (p + cos(— ^^H, y^{B'-r)lBm 9 — sin (-y^) 9^]» 

oder auch 

a;-2(B-r) cos ^.cos^i?^, y=.2(J?-r) cos^-sin^^^^^^. 

Nnn folgt ans diesen 

wenn wir daher Polarkoordinaten emfOhren, indem wir 

— arc tg ^, (f — y«^ + y* 
setzen, so bekommen wir 

^_(|r-^^ ?-2(iJ-r)cos^, 

und nach Elimination von q> 

p-2(iJ-r).cos^^. 

Da diese Gleichung wiederum eine allgemeine Bhodonee darstellt^ 
so ist bewiesen: Jede Bhodonee kann durch Bollen eines Kreises 
auf einem anderen festen Kreise erzeugt werden, indem man sie ent- 
weder als Epi- oder Hypozykloide betrachten kann; es ist dies eine 
wichtige Tatsache, die 1752 von G. B. Suardi empirisch bemerkt'), 
1844 Ton Luigi Bidolfi^) bewiesen nnd 20 Jahre darauf von Dur^ge') 
wieder aufgefunden wurde, sowie später noch von neuem durch 
E. W. Hyde.«) 

1) G. Bellavitifl, SuUa derwoBume deHe curve (Annali di Tortolini, UI, 1862); 
BOklen, Einige geometrische Sätze iiber Kurven (Zeitschi. Math. Phys. m, 1866). 

2) Denselben kann man noch folgenden hinzufügen: „Rollt eine gemeine 
Epi- oder Hypozykloide auf einer geraden Linie, bo beschreibt deren Mittel- 
punkt eine Ellipse" (G. Bellermann, üeber BouUUen, weiche entstehen, wenn 
eine Cyktoide auf einer cmderen roUt, Berlin 1892, S. 14). 

8) Nuovi strumenü per la deserisfiane di diverse curve cmtiehe e moderne, e 
di motte äUre (Bresoia, 1762). 

4) S. die in Note 4 auf S. 98 zitierte Schrift, S. 11. 

6) Über eine besondere Art zykUseher Ourven (Zeitschr. Math. Phys. IX, 1864); 
daselbst werden die Rhodoneen, von diesem Standpunkte betrachtet, mit dem 
Namen sternförmige Gykloiden belegt. 

8) FöUaU Curoes (The Analyst II, 1876). 
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210. Alle unsere bisherigen Betrachtangen bestehen zu Beohi^ 
welches anch der Wert des Modnlns sein mög^; wenn man jedoch 
über den Wert desselben gewisse Annahmen macht, gelangt man zu 
neuen Eigenschaften der Epi- und Hypozykloiden. Beachten wir zu- 
nächst, daB aus (3«) sich ergibt 

Wenn nun der Modulus rational ist, so wird — ^^ ein Bruch sein, 

der soweit ab möglich gekürzt mit — bezeichnet werden kann (p > q). 

Setzt man nun e*9 — i«, r» + »y — |, o? — »y — iy, so werden die 
Torigen Gleichungen 

|-(i^ + r)iJ-ÄA^ iy-(iJ + r)i-«-W-i'-^^±^^^^P^; (26) 

diese neue parametrische Darstellung zeigt, daß man in diesem Falle 
es mit einer algebraischen Kurve von der Ordnung 2p zu tun hat; 
demnach: Alle Epi- und Hypozykloiden mit rationalem Modulus sind 
algebraische Kuryen. Jene parametrische Darstellung, die analog zu 
derjenigen ist^ der wir bei der Untersuchung der Lissajousschen Kurven 
begegnet sind (s. Bd. I, S. 482), erweist sich ab vortre£Elich zur Bestim- 
mung der Plückerschen Charakteristiken der fraglichen Kurven^); 
z. B. findet man auf diese Weise, daß die Klasse der Kurve (26) gleich 
p + qist. 

Wenn wir, was noch spezieller ist, annehmen, daß n eine positive 
ganze Zahl sei, so kann die Gleichung (23), &lls x und y ab ge- 
geben vorausgesetzt werden, dazu dienen, die Berührungspunkte der 
(2n + 1) Tangenten zu bestimmen, die man vom Punkte {x, y) an die 
Kurve ziehen kann. Durch Einführung von Polarkoordinaten wird 
diese Bestimmung noch erleichtert. Setzen wir nämlich x^ q cos o, 
y SB 9 sin a>, so wird die Gleichung (23) zu 

psin ^— Y-9>--®j—— ~-rsm|^. 



Setzen wir im besonderen 



8n+l 



dann wird die letzte Gleichung 

sin [—^— 9 — oj — sm^; 
dieser wird genügt, wenn man setzt 

^+ly-fl,-|+2*Ä oder -(2t+l)Ä-|, 



1) S. Roberts, Note im tib« IHüekenan CharaetensHes of Epi- amd Hypo- 
tro€hoida a$id €Mied Omrvea (Proc. London math. Soc. lY, 187S), Elling Holst, 
üther älgebraiaehe eydoidisehe Curven (Lie*8 Archiv VI, 1881) und F. Morlej, On 
ihe EpieyeUnd (Amer. Joiua. Math. Xm, 1891). 



Zehntes Kapitel: Die Epixykloiden, Hypoxykloidezi und die Ereiseyolyenten. Hl 

oder, wenn man setzt 

nq> — (O'^ 2Jcx oder (» + 1) 9> — ® «=- {2h + 1)«, 

d. h. wenn man nimmt 

(p « —X , oder (p — ^ ' , y ^ > 

Bei der ersteren dieser Formeln wird es genügen, dem h die Werte 
0,1,2 ...f M — 1 ZQ erteil^ bei der zweiten die Werte 0, 1, 2 .... n; 
man erhalt so zwei Omppen, die eine von n, die andere Ton H + 1 
Tangenten der Epizykloide, jede gebildet von einem regulären Büschel. 
Also: Die Tangenten einer Epi- oder Hypozykloide mit ganzzahligem 
Xodnlns n laufen zu je n und je n-f-1 in einen Punkt eines 
Kreises zusammen, indem sie in jedem Punkte desselben ein reguläres 
Büschel bilden; jener Kreis ist mit dem Basiskreise der Kurve kon- 
zentrisch, und sein Radius steht mit dem Radius des rollenden 

Kreises im YerhUtnisse x.^) Es ist dies eine bemerkenswerte Yer- 

allgemeinerung einer bekannten Eigenschaft der dreispitzigen Hypo- 
zykloide (s. Bd. I, S. 164). 

unter den algebnuschen Epizykloiden finden sich mehrere uns 
schon bekannte Kurven, die wir an dieser Stelle au£zahlen wollen: 

I. Es sei r=si^ = y Die Gleichungen (3^) werden dann: 

0? » ü cos 9, y — und stellen dann den mit der ^- Achse zusammen- 
fallenden Durchmesser des Basiskreises dar; daraus folgt: Wenn ein 
Kreis sich so bewegt, daß er immer einen anderen vom doppelten 
Radius von innen berührt, so beschreibt ein beliebiger Punkt der 
Peripherie einen Burchmesser des festen Kreises. Dieser merk- 
würdige Satz, der sich im Tratte des qoicydcfides von de la Hire^ 
findet, wurde vielfach diesem Geometer zugeschrieben; er wurde je- 
doch, soviel man weiß, schon früher bemerkt^), nicht bloß in einer 
Arbeit vonTacquet, 1651 gedruckt, sowie in einer von Gardano, 1572 
▼eröfifentlicht, sondern auch in dem berühmten Werke von Gopernicus, 
De revolutiambus arbium coeUdium^ das bekanntlich 1543 heraus- 
gegeben wurde, und noch früher bei Nastr Eddin. ^) In der praktischen 
Mechanik findet der Satz eine sinnreiche Anwendung zur sogenannten 
Geradführung, z. B. bei der Buchdruckschnellpresse von König. 

1) Dieser elegante Satz ist implicite enthalten in einer Abhandlung von 
P. Serret, Su/r Us iquiOat^es ^orä^t qudeonpue (G. B. GXXI, 1896). 

9) MSm. de VÄead. des Sciences etc. IX, S. 264. 

S) C. Le Paige, Sur im iMorime attribuS ä La HWe (Bibl. math., Nene 
Reihe, I, 1887); M. Cnrtze, TJeher einen De La Hire eugesdhriebenen Lehrsatz 
(Das. n. 1888). 

4) YgL P. Tannery, Eeehem^^es swr Vhistoire de Vastronomie aneienne (Paris, 
1893) S. 848—849. 
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n. Für JB = 2r {h beliebig) werden die Oleichongen (3«) zu 
X ^ (r + h) cos tpf y ^ {r — h) sin ip, nnd stellen eine Ellipse dar; 
auf dieser Beobachtung beruht die Konstruktion eines besonderen 
Eilipsographen. ^) 

nL Wenn JB = r, werden die Gleichungen (3«) x ^ 2r cos g> — 
h sin 2(p, y B- 2r sin 9 — % sin 2(p, oder auch 

a; — Ä — 2 cos y • (r — Ä cos 9>), y — 2 sin 9> • (r — ■ ä cos y); 

f&hren wir jetzt Polarkoordinaten ein, indem wir x — h^Q cos 0, 
y =» Q'Sma setzen, so erhalten wir 

^ SB 2 (r — A cos (p)f iO'='(pj 

somit nach Elimination von q> 

^ = 2 (r — Äcos ®), 

welches (vgl. Bd.I, S. 147) eine Pascal'sche Schnecke darstellt.') Wenn 
im besonderen A » r, so sieht man, daß die Eardioide eine spezielle 
Epizykloide ist; diese Au£hssung der Eardioide stammt, wenn nicht 
von einem früheren, von G. Gramer') her; jedoch die. spezielle Epi- 
zykloide, die dem Falle B:=r^h entspricht, wurde yiel früher, 
nämlich 1678 vom Abt de Yaumesle^) betrachtet; es waren auch 
die Ton ihm gemachten Mitteilungen, die Huygens veranlaBten, sich 
mit den Epizykloiden im allgemeinen zu befassen^). 

Wenden wir auf diesen Fall, -^ » n » 1, die GL (23) an, so be- 
kommen wir für die Tangente an die Eardioide 

0? sm -^ — y COS -^ = or sm y, 

welche Gleichung wir benutzen wollen, um eine bemerkenswerte 
Eigenschaft dieser Eurve nachzuweisen. Setzen wir 

9 — « — 2Ö; 3r « a, 

so wird die obige Gleichung 

— aj-co8 30 -H y'sin30 « acosO (a) 

Eine zu dieser senkrechte Tangente wird dann durch 

-a?-co8 3e' + ysin3e'-aco8e' . . . . (a^ 

dargestellt, wobei 0' — + ^, oder 0' = ± ^ ist. 

1) Bidolfi, a. a. 0. S. 26. 

2) Salmon-Fiedler, Analytisehe Geom. der hßh, eb. Curven (Leipzig, 1878) 
8.846. 

8) IntroäueHan ä Vandlyse des lignee eourhes älg^briques {Qenhye, 1760) 8. 481. 

4) 8. den Brief an Huygens vom 29. Oktober nnd 19. Noyember 1678, sowie 
81. Jnli 1679 {Oeuvres de Huygens VÜI, 8. 117, 127, 189); daselbst werden die 
fraglichen Exurven circulare Zykloiden genannt. 

6) Oeuvres de Huygens VIII, 8 117, Note 6. 
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Im ersten Falle wird die GL («') zu 

2; cos 36 + ^ sin 36 »a sind (ß) 

und, wenn wir 6 ans a nnd ß eliminieren, finden wir 

folglich gehen Ton jedem Punkte dieses Kreises Paare sneinander 
senkrechter Tangenten an die Kardioide. 

Im zweiten Falle nnd wenn wir das +Zeichen nehmen, wird (a') zn 

a;sin36 + y cos 36 «-acos(6 + ^) (y) 

Eliminieren wir 6 ans (a) nnd (y), erhalten wir 
8(x> + y" - ay + 6a> {x^ + y" - a") + 3a' (2a? - a) - 0, 
welche Gleichnng man auch erhalten hatte, wenn man d' ^'d — -^ ge- 
nommen hätte. Somit ergSnzt die betreffende Euttc 4^ Ordnung 
den geometrischen Ort solcher Punkte, von denen zueinander recht- 
winklige Tangenten an die Kardioide gehen. 

Verlegt man nun den Anfang in den Punkt (jf Oj nnd geht 

zu Polarkoordinaten über, so gelangt man zu folgender Gleichung fttr 
die obige Kurve: 

Q + a cos a> — a cos -^9 

die (vgL Bd. I, S. 147) eine Pascalsche Schnecke darstellt Somit 
haben wir (s. Kap. 9 des f. Abschn.): Die orthoptische Kurve einer 
Kardioide besteht aus einem Kreise und einer Pascalschen Schnecke.^) 

lY. Wenn auf einem Kreise ein anderer von der halben Dimension 
von außen rollt, so entsteht eine Kurve mit zwei Spitzen, die von 
einigen^ — welche dem Beispiel von ß. A. Proctor") folgen — 
Nephroide genannt wird. 

y. Für JB = 3r, h^r werden die Gleichungen (3^) zu 

a? =» r (2 cos 9 + cos 2(p), y — r (2 sin 9 — sin 29), 

und stellen (vgl Bd. I, S. 160) die dreispitzige Hypozykloide dar. 
VL Für JB = 4r, Ä = r werden (3*) 

a; — 3r cos 9) + ^ cos 3^, y — 2r sin 9 — r sin 3^, 
oder auch — — 4 cos* 9, — — — 4 sin* y. 



1) Wolstenholme, On ihe locus of paini of concaitrte of perpendicular ta/n- 
gents to a cardiaid (Proc. Lond. math. Soc. IV, 1878). 

S) Z. B. H. Wieleitner, SpetieOe ebene Kurven (Leipiig, 1908) 8. 189. 
8) Ä treaUse an ihe cyeloida ete. (London, 1878) 8. 179. 

Lorift, Xbena Karren, t. Anfl. IL S 
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demnach durch Elimination von ^ 

welches eine regaläre Astroide darstellt (s. Bd. I, S. 268)«^) 

Schließlich können die Epizykloiden znr Teilung eines Winkels in 
gleiche Teile benutzt werden*); sie finden auch vielfache Anwendung in 
der Kunst ')^ sowie bei physikalischen Fragen^) und Problemen der 
Mechanik')^ mit denen wir uns aber nicht aufhalten wollen. 

211. Nichts hindert uns bei der Allgemeinheit der Definition der 
Epi- und Hypozykloiden anzunehmen^ daß der Badius entweder des 
Basiskreises oder der des rollenden Kreises unendlich groß sei.^ Im 
ersterffli Falle kommen wir n&mlich auf die Zykloiden zurück, im 
zweiten Falle erhalten wir eine neue Kurve, deren Untersuchung den 
Schluß dieses Kapitels ausmachen wird. 

Wenn der erzeugende Punkt auf der beweg^ten Geraden liegt, so 
ist die entstehende Kurve nichts anderes als die gemeine Kreis- 
evolvente^), andemfialls eine verlängerte oder verkürzte Evolvente, 
je nachdem der erzeugende Punkt auf derselben Seite oder auf der 
enlgeg^engesetzten Seite der Geraden liegt, wie das Zentrum des Basis- 
kreises.^) Die Gleichungen dieser Evolventen könnten wir durch einen 

1) Die Bemerkong, daß die legol&re ABiroide als speiielle Hypozjkloide 
angesehen werden kann, Bcheint stierst von C. Sturm gemacht zn sein; s. die 
Question 89 der Nonv. Ann. Math^m. gelGst 1848 von Breton (de Champ). 

2) Bidolfi, a a. 0. S. 18—17; van Leeuwen, NieuwJrt^. voar Wükimde, 
Yn, 1881; Proctor, o. a. 0. S. 846. 

8) Poppe, Äusfährliehe GeidUMe derÄtwendung düer knnnmen Limen ete, 
(Nflmberg, 1808) 8. 184 u. 810. 

4) Blnmenthal, Die Bewegung der Ionen beim Zeemann'echen Fhäncmen 
(Zeitschr. Math. Phys. XLY, 1900). 

6) Schon seit Newtons Zeiten (s. IVtnc^pta, Lib. I, Sect. X) war es bekannt, 
dafi die Epizjkloiden Probleme des Tantochronismus in einem widerstehenden 
Medium lOsten; jedoch das allgemeinere Problem dieser Art ist das von Hftton 
de la Gonpilli^re aufgestellte in der Note: Theorhne ewr le tautoehroniame des 
ipicydoideB guand on a igard au frotUment (Lionvilles Jonzn. 8. S6r. XIII, 1868). 

6) Die entstehenden Kurven werden von Renleanx (Verh. des Ver. twr Bef. 
des Gewerbefl. LY, 1876) Orthooykloiden resp. Cykloorthoiden genannt. 

7) Diese Enrre — von der De La Hire in seinem 7\mU des rtmUttes 
spricht (Mäm. Acad. Sciences, 1706, S. 869) — wurde methodisch behandelt von 
Diderot in der Abh. Examen de la diveioppante du eercZe, welcher den sweiten 
Teil seiner MSmoires sur diffSrents sujets matfUmaUques (Paris, 1748) bildet. 

8) Diese Enrven kommen in der angewandten Mathematik bei Fragen ans 
der Mechanik vor, s. B. bei der Lösung folgender Aufgabe: „Eine Ebene dreht 
sich mit gleichförmiger Geschwindigkeit nm eine zu ihr senkrechte Achse. Einer 
ihrer Ponkte bewegt sich infolge eines anftnglich erhaltenen Anstoßes der Träg- 
heit gem&ß: seine Bahn anfznfinden.** (Roth, üeber die BaJin eines freien Teil- 
ehens auf einer sieh gleichmäßig drehenden Scheibe; Bepertorimn der Physik XXII, 
1886). 
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Grenzübergang ans den früheren Gleichungen (3«) erhalten^); wir ziehen 
es jedoch vor, sie direkt zn entwickehi. Wir werden annehmen, daß 
der erzeugende Punkt von einer solchen Lage P ausgehe, da& die 
Verbindungslinie mit dem Zentrum des festen Kreises auf der zu- 
gehörigen Lage g der bewegten Geraden senkrecht steht Als Anfangs- 
punkt nehmen wir 0, ab ^- Achse die Gerade OP (Taf. HI, Fig. 29). 
Der Badius des gegebenen Kreises sei a; der Endpunkt des Radius 
heiße A, und es sei der Abstand AP^^h, Ist nun g' eine andere 
beliebige Lage der bewegten Geraden, B ihr Berührungspunkt, so 
wird, wenn £A' gleich dem Bogen BA ist, A' ein Punkt der 
gewöhnlichen Kreiserolyente sein; errichten wir nun auf g' in A' 
das Lot A'P' — h, so wird P' ein Punkt der durch P erzeugten 
Evolvente sein. Wir setzen jetzt 

^A'Ox^tp, ^J50-ä'-^, OA^'-Qi 

dann haben wir 

(^{9 + iO" Vq* "" **» a ■« ^ cos ^, 

oder p — ', w — -^-^ tb. 

oder auch p — ^ . m = ^^5-? — i& (1) 

Diese Gleichungen können als eine parametrische Darstellung der 
gewöhnlichen Kreisevolrente angesehen werden; durch Elimination 
des Hil&winkels ^ bekommt man ihre Polargleichung: 

g>«V?ZEZ«arccos|.«) (2) 

Bezeichnen wir jetzt mit S und fi die Koordinaten des Punktes A', 
lämlich die Produkte p cos q) und p sin q>, so ergeben die GL (1) 

S — a cos (^5 ^) + a tg ^-sin (^5 ^), 
iy - a sin (ig ^) — a tg ^-cos (tg v), 

und wenn wir setzen tg ^ — id, (3) 

S -B a cos m + acD siamf 17 »■ a sin id — aio cos m. 

Weil nun die Strecke A'P' parallel zum Radius OB ist, so haben 
wir, wenn x, y die Koordinaten von P' sind 

OJ — I + Ä cos (y + ^), y — ij + Ä sin (9 + ^); 

1) Für die gewöhnlichen Ereisevolrenten s. m. z. B. Serret- Harnaek- 
SchefferB, I (Leipzig, 1907) 8. 886. 

8) Beachten wir, daß die GL (8) auf 8. 48 wie folgt gesehrieben werden kann 

(j « — Z-i_ arc cos — 9 

a Q 

•0 folgt daraus eine Beziehung iwischen den von Glairaut a. 0. betrachteten 

KmTsa und den EreiseTohenten. 

8* 



s 
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außerdem ist wegen (1) und (3) 

9> + ^=-tg^ — », 
daher ist schließlicli 

x^(a + h) cos m -{- amBVKDy y = (a + ä) sin o — ao cos © . (4) 

die analytisclie Darstellung aller EreiseTolventen. Wir wollen aus ihr 
einige Folgerungen ziehen. Zunächst ergibt sich 

^~yi^+vw (5) 

und Bomit^ wenn h=^0, 

.-^>/ÄM^«P + ^log5^!^±3^E + Ci>nrt.; . . (6) 

ist dagegen A » und nimmt man als Anfangspunkt des Bogens den- 
jenigen, fELr welchen id — ist, so bekommt man 

s^^aa^K (6') 

Beachten wir femer, daß 

dz . dy . 

-j— =- a sm ® — V, -7^ — — a cos ® + a?, 

d*x rt d*y c% 

5^, =- 2a COS © - «, ^ - 2a sm © - y, 
so erhalten wir fELr den Krümmungsradius B, wenn A 4" 0, 

und wenn ä«0 12-- a© (7^) 

Die Gleichungen (6) und (7), indem sie B und s in Funktion des 
Parameters © liefern, genügen zur analytischen ^Darstellung der Kurve 
in natürlichen Koordinaten; eliminiert man aus (6^) und (7^) ©, so 

erhalt man U* — 2as, (8) 

welches die natürliche Gleichung der gewöhnlichen Kreisevolvente ist^), 
sie zeigt, daß die betreffende Kurve zur Klasse der in Nr. 196 be- 
zeichneten Kurven gehört, femer beweist sie: Rollt eine gewShnliche 
Ereisevolvente auf einer Geraden, so ist der Ort der Krftmmungs- 
zentren für die aufeinander folgenden Berührungspunkte mit der 
Geraden eine ParabeL') Beachten wir auch, daß, wenn < der Kon- 

1) Ampere, Memoire mtr lea awmtagea g^i^on peiU Hrer dans la th^orie des 
courbes de la consideration des pcurabolea oaeukUrieea (Jonm. £c. polyt. XIV 
Cah., 1808). 

2) Mannheim, Becherches g^om^iriques etc, (Lionvilles Joum., S. Sär. IT. 
1869) S. 97. Ein ähnlicher SatK wurde später von G. Bellermann (üeber Ban^ 
letten, todche entstehen, wenn eine Cyhhide auf einer anderen roUt, Berlin 1892, 
8. 17—18) angegeben; er lantet: Bollt die Evolvente eines Kreises auf einer 
Geraden, so beschreibt ihr Mittelpunkt eineParabel; rollt sie aber auf einer ihr 
kongruenten Kurve^ so daß sich die entspreohendenPonkte einander berühren^ 
so besehreibt der Mittelpunkt des Kreises eine archimedische Spirale* 
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tingenzwinkel ist, im allgemeinen Falle j- — J2, and im yorliegenden 

Falle B =- y2as ist; folglich ist hier -z=^y2ä'ds] integriert: 

ys 

2$ — a«'; welche Gleichung analog der kanonischen Form der Parabel 
ist: daraus erklärt sich der Name parabola originaria angularis, 
der Ton Krause ssur Bezeichnung der yorliegenden Kurve angewendet 
wurde.^) — Eine ganz ähnlich wie auf S. 478 — 89 ausgefOhrte Rechnung 
f&hrt zu dem Satze: Die Berfihningspunkte der Ton einem Punkte an 
die gewSlinliche Kreisevolyente gezogenen Tangenten liegen auf einer 
Pascalschen Schnecke; jede gewöhnliche Kreiseyolvente gehört daher 
einem System mit den Charakteristiken ft — t; » 2 an. 

Die Quadratur der gewöhnlichen Ejreiseyolvente liefert einen ele- 
ganten yon A. Mannheim*) entdeckten Satz, um diesen darzulegen 
bezeichnen wir mit ^ den Inhalt des Dreieckes, welches die Ejreis- 
tangente TM, den Kreisbogen TÄ und den Eyolyentenbogen AM zu 
Seiten hat (Taf III, Fig. 30); aus Gleichung (1) ergibt sich nun 

Ist nun N der Schnittpunkt yon OM mit dem Kreise, so ist 
Sektor OAN =i | a V - y (tg ^ - ^), Sektor TON — y ^; 

Dreieck OTM^^aa^ip + ^) - y tg ^. 
Da nun C — Sekt OAM— Sekt OAN+ Dreieck OTM— Sekt TON 
ist, so ist ebenfalls 2^» -^ tg'^. 
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Nun ist wegen (6') Bogen AM — y tg*^, 
daher ^ — ¥ ^^^ -AT- Bogen AM] 

diese Gleichung besagt: Die zwischen dem Kreisbogen , dem ent- 
sprechenden Eyolyentenbogen und der zngehSrigen Tangente des 
ersteren gelegene FUche ist gleich einem Drittel des Produktes aus 
der Länge jener beiden Bogen. 

Zwischen der gewöhnlichen Ereiseyolyente und anderen uns schon 
bekannten Kuryen bestehen Beziehungen, die wir nicht g^mzlich mit 
Stillschweigen übergehen können. 

a) Da im allgemeinen arc cosx "" -o '"' ^^^ ^^ ^; ^^ wird, wenn 
wir -^ + 9 ^ ^ setzen, die Gleichung (2) zu 

= ^-^ h arc sm — (^ ) 



a Q 



1) Novae iheoriae linearum curvarum (München, 1886) S. 79. 

2) S. die in Note 2, S. 116 zitierte Abb. S. 98. 
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Wir wollen diese benntzeiii tun die FaßpnnkänuTe der Evolrente ab- 
zuleiten. Es seien (Taf. III, Fig. 30) q^, cd^ die Eoordin«t;en des 
Fnßpnnktes F des Tom Pole anf die Tangente in M {q, m) gefällten 
Lotes; nennen wir den Winkel OMF [i, so haben wir 



daher 



cos (ö — ©i) — sin f* — ^ , Q^ — Yq^ — a\ 



9 

o — o, — arc cos ^-^ — arc sin — . 

1 Q g 

Daraus folgt in Verbindung mit (2'), daß 

©1—-^, oder Qi'^CKOi, ...... (9) 

welches eine Archimedische Spirale darstellt Also: Die Fnftpiinkt- 
kurre der ETolyente eines Kreises in beeng anf dessen Zentrom ist 
eine Archimedische Spirale.^) 

b) Man beschreibe einen Kreis um mit dem Radius I, auf der 
Geraden Ol nehme man den Punkt P (a)\ q^ derart, daß OF^ OP — V, 
so ist der Punkt P der Pol der Tangente MP in bezug auf diesen 
KreiS; und der Ort von P ist die Polarreziproke der betrachteten 
Evolvente; da nun a>' — o^, 9''Qi'^ I^ ^ ^^urd die Gleichung (9) zu 

— «. a® , oder aar — — , 

welches eine hyperbolische Spirale darstellt. Demnach: Die Polar- 
reriproke der Evolvente eines Kreises in bezng anf einen konzen- 
trischen ist eine hTperbolische Spirale.') 

c) Wir betrachten schließlich die durch folgende Gleichungen 
dargestellte Zylinder- Schraubenlinie: 

die allgemeine Gleichung der Tangente ist 

x — r cos tp y — T Bin 9 $^htp 
— rsinqp rco8 9 h 

Setzen wir darin — 0, so erhalten wir 

ÄC — r (cos 9> + 9 sin g)), y — r (sin ^> — fp cos ql). 
Vergleichen wir diese Gleichung mit (4), so schließen wir: Die Schnitt- 
linie einer abwickelbaren Sehranbenfläche mit einer zur Achse 
senkrechten Ebene ist eine gewShnliche Kreisevolvente.") 

t) Glairant, Mim. de VÄe, des Sciences de Forts, 1740. S. auch J. de la 
Gonrnerie, TraiU de geometrie descripHve, Art 990 (III. Aufl., m. TL, PariB 1901 
8. 148). 

2) J. Nenberg, Nowo. Corr. matft. VI, 1880. — Eine andere minder wichtige 
Beziehung swisohen diesen beiden Kurven ist in der Abh. Ton Schiffner dar- 
gestellt, üeber die Tangenten der hyperbölisehen Spirale (Arch. Math. Phys. LXYI, 
1881). 

8) G. Monge, Geometrie descripHve (Paris, An. YU) S. 112. 
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Elftes Kapitel. 

Die Psendocykloiden. 

212. Wir nehmen wieder die Gleichungen (3^) ans Nr. 206 und 
wollen untersuchen, ob sie auch dann eine reelle Enrre darstellen 
können, wenn die in ihnen auftretenden Eonstanten B, r, h nicht alle 
reell sind.^) Wir setzen daher zur VeraUgemeinerung 

iJ — Bi + tJR;, r'^r^+ ir^, ä - *! H- iÄ,» V - (ft + »ft) »> 

wo die i2|, J2,, .... , Qf reelle Eonstanten sind. . Der Kürze wegen 
wollen wir femer setzen 

Die angezogenen Oleichungen werden dann 

« — (^ + ^^) CO« (Pi + hf) © + (*! + i\) cos (6^ + iö^) m \ .jx 
y '^ (d^ + id^) Bin (q^ + tft) o + (A^ + ih^) sin (ö^ + ttf,) a l 

Damit x und y fOr alle reellen Werte yon m reell seien, müssen die 
eingeführten Eonstanten gewissen Bedingungsgleichungen genügen, 
und eine nicht schwierige Diskussion zeigt uns, da& dies nur in fol- 
genden beiden Fallen eintritt: 

L d,— Ä, — ^ — ly, — 0, 

IL di-Äj, dj-Ä,, fi 6^, ft-^t . . • (2) 

Man erkennt alsbald, daß im ersten Falle r, » 0, J2^ « und des- 
halb verschwindet in den Gleichungen (1) jede Spur des ImaginSren, 
sie gehen daher auf die Gleichung (3^) in Nr. 206 zurück, weshalb 
die entsprechende Eurve eine gewöhnliche Hypozykloide ist. 

Im zweiten Falle hat man d^ — id^ "h^+ih^, ö^^iö^'^ 
— (jfi — f ^), und die Gleichungen (1) werden dann zu 

X "- 2d| cos {q^ (d) • SoS (p2 a>) + 2d^ sin {q^ m) • @tn (j^ oi) \ /qx 

y — 2d| sin (q^ (o) • SoS (^ a>) — 2d^ cos (^^ a>) • @in (^| o) I 

Da die so dargestellten reellen Eurren durch Bollen eines komplexen 
Ereises auf einem ebensolohen Ereise erzeugt werden, so wurden sie 
von E. Gesäro und E.W51ffing Pseudozykloiden oder Pseudo- 
trochoiden genannt*) 
Da im allgemeinen 

1) Betrefft des folgenden s. die Abh. von E. WOlffing, üeber Pseudo- 
trothoidm (Zeitsehr. Math. Phys. XLIY, 1899), wotelbit sich auch yoUstikadige 
bibliographiBche Notisen finden. 

S) Besondere Psendosykloiden lind die Fieitdarhodaneen (vgl. 8. 109), deren 
InTersen die Fseudoährenhirven sind. 
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lind da wegen (2) ir^ « — ^^^ 6^ — ^^ so findet man 

demnach durch Elimination von p^ und q^ 

d^« + d,*-r,» + V (6) 

oder auch Bi« + JSj« - 2Biri - 21{^r. - (6') 

Nun stellt Yd^^ + d,» das Maß fOr den Abstand des Mittelpunktes 
des beweglichen Kreises vom Mittelpunkte des festen dar^ wahrend 

Vri^ -f r,* das Maß fOr den Radius des ersteren ist; folglich: Damit 
ein komplexer Kreis durch Bollen auf einem anderen eine reelle 
Pseudozykloide erzeuge, muß der absolute Wert seines Badius gleich 
dem absoluten Werte des Abstandes seines Mittelpunktes von dem 
des Basiskreises sein. 

Die Gleichungen (3) lassen sich ein wenig anders schreiben. Setzt 

man nämlich ft » ^, so geben die Gleichungen (4) und (5) 

a^^ ^ (6) 

und, wenn man noch statt oi den Winkel d" ^ Qi(d einfOhrt, bekommt 
man: 

x - 2 (Bi - rj cos «-.(So» (ii») + 2 (JS; - r,) sin a-Sin iii»)\ ,m 
y — 2 (Bi - fi) sin »-doi (ji&) - 2 (JS; - r,) cos «••©in (ßd)} 

wo II durch die Doppelgleichung (6) bestimmt ist. 

Jedem die Gleichung (5') befriedigenden Quadrupel der Werte 
R^, i^, r^f r^y entspricht demnach eine Pseudzykloide; daher gibt es 
oo' rerschiedene Pseudozykloiden, yon denen oo* yon yerschiedener 
Gestalt sind. — Ebenso wie unter den Zykloiden diejenigen bemerkens- 
wert sind, bei denen der erzeugende Punkt auf der Peripherie des 
rollenden Kreises liegt, so verdienen auch unter den Pseudozykloiden 
diejenigen eine besondere Beachtung, bei denen A » ± r. Nehmen 
wir zunächst A » r, so liefern die Gleichungen (2) R^ — 2rif i2^ -* 0; 

daher ist 12 — 1J|, ^ — -ö^ + i^i] die Kurre wird erzeugt durch 

Bollen eines komplexen Kreises auf einem reellen; sie heißen Para- 
zykloiden^) und haben zur Gleichung 

X — 2r^ cos «• (£o8 (ji^) — 2r, sin «• ©in (f**)l , . ^ _ ü /q\ 

y =- 2ri sin «• ®o8 (ft*) + 2r, cos «• ©in (ft*)| ' ^^ ^^ ^"^ U ^^ 

1) B. de Sanssure, Swr la g6nir<sUon des eowrhes par rculemenJt (Dibb. 
G«n^ye 1896) 8. 41—66; Note swr les Ugnea eycMdäles (Amer. Joum. Math. Xvill, 
1896). 
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Setzen wir hingegen A + r » 0^ so ergeben die Gleichungen (2) i2| ->- 0, 

J2^ — 2r^] daher ist J2 » iB^ nnd r ^ri + ^; die Eorven werden 

erzengt durch Rollen eines Kreises mit komplexem Radius auf einem 
festen mit rein imi^pnarem Radius; sie heißen Hyperzykloiden^) 
und haben zur Gleichung 

«-- 2ri cos *(5o8(ft*) + 2r, sin * @in Oi*) 1 ^^l^^i ^. /9^ 

y — — 2ri sin * SoS Qi») - 2r, cos » ©in {ii») J »"i 

213. Die Pseudozykloiden erfreuen sich vieler Eigenschaften, 
die ahnlich denen der Epizykloiden, z. B. sind sie vermittelst ellip- 
tischer Integrale rektifizierbar.') Die J?arazykloiden und Hyperzykloiden 
besitzen jedoch noch weitere der Erwähnung werte Eigenschaften. 

So erhalt man aus den Gleichungen (8) und (9) als Ausdruck fflr 
den Bogen 8 und den Krümmungsradius St 

5 « q: 2 ?il±!«-* So8 (/i^), Ä - 2 ?i^±^* ©in (/**). 

Durch Elimination von d" ergibt sich 

ö' -(')■- (2 ^r- 0«) 

es ist dies die natürliche Gleichung der Parazykloiden sowohl wie 
der Hyperzykloiden; sie sagt aus: Rollt eine Para- oder Hyperzykloide 
auf einer Geraden, so ist der Ort der Krümmungsmittelpnnkte für 
die aufeinander folgenden Berflhmngspnnkte eine Hyperbel. Ver- 
gleichen wir die Gleichung (10) mit der in Nr. 206 gefundenen natür- 
Üchen Gleichung der EpizyUoiden, so können wir sagen: gl^ = as* + 
ba + e ist die natürliche Gleichung einer Epizykloide, wenn a < 0, 
dagegen die einer Para- oder Hyperzykloide, wenn a>0.') 

Noch eine weitere Folgerung verdient hervoi^ehoben zu werden. 
Es sei ^* ^1 

die natürliche Gleichung einer Para- oder Hyperzykloide. Setzen wir, 

was ja gestattet ist, 

^ — a sec 1, s^biigl, 

wo X ein Parameter ist, und bezeichnen wir mit ^ und S| den 
Krümmungsradius und Bogen der Evolute, so finden wir durch An- 
wendung eines bekannten Verfahrens (vgl Nr. 251) für die Dar- 
stellung der Evolute die beiden Gleichungen 

1) S. die yorhin zitierten Aufsätze. 

2) Um diei xu beweisen, kann man das S. 108 dargestellte Bechnnngs- 
▼erfahren anwenden. 

8) E. Ces&ro, 8ur deux dasses remarguäbles des Ugnes pkmes (Nonv. Ann. 
Math. 8* S^r. YIU, 1888). YgL eine von demselben im Intermidiaire I, 1894 
(8. 168) vorgelegte Frage nnd die Beantwortungen von C. Jnel (ü, S. 180), 
B. de Sanssnre (das. S. 866) nnd G. Tarrj (das. 8. 890). ~ In dem ansge- 
icbloflsenen Falle aa>0, bekommt man offenbar eine gewöhnliche Ereiseyolvente. 
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Ai«*ytgl, s^^a Beeil. 

Wenn wir nnn mit ^ nnd ^ die nämlichen Elemente der zweiten 
Evolute bezeichnen^ so finden wir ähnlich 

«i-pseci, «i-y tgi; 

durch Elimination yon l ergibt sich als Gleichung der zweiten Eyolate 

Daraus folgt: So wie die gewShnlichen Epizykloiden Kurven sind, 
die ihrer ersten Evolute ähnlich sind, so sind die Para- und Hyper- 
zykloiden Kurven, die ihrer zweiten Evolute ähnlich sind. Somit 
erklärt es sich, daß schon Euler auf diese Kurven traf im Verlauf 
seiner Untersuchungen über diejenigen Kurven beliebiger Ordnung, 
die einer ihrer sukzessiven Evolute ähnlich sind.^) 

Andere bemerkenswerte spezielle Pseudozykloiden entstehen, wenn 
man B^^r^ oder i2| — r^ setzt. Im ersten Falle werden die GFlei- 
chungen (7) 
» — 2 (Ui — rj cos «•• (£o* (/i«"), y — 2 (Bi — fj) sin «• SoS (f^-a»); 

gehen wir zu Polarkoordinaten über, so erhalten wir 

p- 2 (lJ|-f,)(So8 (/*«•), 

welches (s. S. 68) eine Summenspirale darstellt Im zweiten Falle 
ergeben dieselben Gleichungen (7) 

« - 2 (JSj - r,) sin * ©in Oi«^), y - - 2 (JR; - r,) cos & ©in 0*^) 

und gehen wir auch hier zu Polarkoordinaten über: 

welches eine Differenzenspirale (s. S. 68) darstellt Somit haben 
wir zwei Erzeugungsweisen dieser Kurven. Bemerkt werden soll noch, 
daB sie sich auch ab Fußpunktkurve der Pseudozykloiden in bezug 
auf den Mittelpunkt des festen Kreises ergeben; dies läfit sich durch 
ein ähnliches Verfahren nachweisen, wie das, durch welches wir dieselbe 
zwischen den Epizykloiden und Bhodonen bestehende Beziehung 
(in Nr. 207) nachgewiesen haben; ebenso möge nicht unerwähnt 
bleiben, daß sie sich bei gewissen Problemen des Tautochronismus 
vorfinden.*) 

Zum Schlüsse fähren wir an, daß die Pseudozykloide diejenige 
Kurve ist, welche folgendes Problem lost: „Eine Kurve rotiert mit 
gleichförmiger Geschwindigkeit um eine zu ihr senkrechte Achse; auf 

1) InvesHgatio curvarum guae evölutae mi simües produewU (Gomm. Acad. 
Petrop. Xn, 1760, S. 19-28) und InvesHgatio curvarum, quae simües sunt suis 
evolutis vel primis vel secwncUs vel tertüs vel adeo ordvnis cujuscum/que (Nova Acta 
Acad. Petiop. I, 1788, S. 97—108). 

8) Paisenx, ßur les eowrbes tautochrones (Lionvilles Jonm. IX, 1844). 
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ihr bewegt sich mit Berücksiclitigang der Reibung ein Pnnkt infolge 
eines ursprünglich erhaltenen Antriebes; seine Bahn zu finden.'' Diese 
wird nämlich durch die beiden Gleichungen 

a;-(>ev"Trcosj(y-u;)«--x) + Pi«"^^^"'"^''ooBJ(y + fr)«-Xi), 

y - Qey^'^'^rBm {(y- «^) t-x] - Qie"^^^'^)' sin {(y + «;) t-Xi] 

dargestellt, wo t die unabhängige Yariabele (die Zeit) darstellt Es 
ist leicht nachzuweisen, dafi die fragliche Eurre auch erzeugt werden 
kann durch einen Puo^t, der eine logarithmische Spirale durchlauft, 
wahrend der Pol eine andere logarithmische Spirale beschreibt; diese 
neue Erzeugungsweise yeranlafite Roth^), diese Kurre als Ephelix 
zn bezeichnen. 



Zwölftes Kapitel. 

IMe Kur?en von Delaunay und C. Stnrm (Rollkurven der Ellipse), 

214 Indem wir die geradlinige Basis mit dem Kreise yertauschten, 
kamen wir von den Zykloiden zu den Epi- und Hypozykloiden; nehmen 
wir an Stelle dessen eine andere Kurre und erseteen zugleich den 
rollenden Kreis durch eine beliebige andere Kurve, so erhalten wir 
Kurven, die von den Franzosen und Engländern Rouletten genannt 
werden, und die wir Trochoiden oder Rollkurven nennen.') Die 
Betrachtung derselben geht bis in das 17. Jahrhundert zurück (vgl. die von 
Descartes und Huygens fELr sie gegebene Konstruktion der Normalen 
auf S. 98); ihre methodische Untersuchung geschah jedoch erst im 
Anfange des folgenden Jahrhunderts, besonders durch La Hire'), 
Nicole^) und Waring.') Man kann außerdem annehmen, daß die 
rollende Kurve nicht einen Punkt, sondern eine andere Kurve mit 

1) üeber die Bahn eines freien Teüt^^en» auf einer sieh gleiehmäflig drehen^ 
den Scheibe (Bepertorlnm der Physik, XXHI, 1887). 

fi) Eine andere Verallgemeinenmg der sykÜBehen Eturren, die wir nicht 
Tsrfolgen werden, erhält man, wenn man mehrere Bereise betrachtet, von denen 
jeder auf dem Torigen rollt. So entstehen die höheren Epizykel, welche 
durch Littrow {Diequisitianes ad iheoriam epicyelorum pertinentes, M^m. Acad. 
StP^rsbonrg, 6.Ser. VlI, 1880) nnd Baabe {Allgemeine Theorie der Epicyhlen, 
OreUee Joom. I, 1826) erforscht wurden. Wenn man drei Drehungen hat, so 
heißen die entstehenden Kuryen nach Bellayitis (Atti l8t.yeneto, 4. Ser.II, 1878) 
Epiepisykloide oder Hypoepisykloide. 

8) TraiU dee roviettea (Mäm. Acad. Sciences lOCCYI, Paris 1707). 

4) Mi&iode gin^aU powr diterminer la natwre des courbes formies paar le 
roulemeni de UnUe sorte de courbes swr une eourbe quekonque (M^m. Acad. Sciences 
MDOGyn, Paris 1780); Mmode ginSraU pour recHfier touUs Us rouUUes ä base 
droiU el eirculaire (Das. MDCCVIU, Paris 1780). 

6) MiseeOanea anaiytiea (Gantabridgiae, 1768) S. 114 ff. 
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sich fährt, und dann die von dieser eingehüllte Kurve betrachten; 
letztere gehört einer noch umfangreicheren £!ategorie von Kurven an, die 
von W.H.Besant^)al8 Enveloppe-Boulettes bezeichnet wurden, und 
die wir mit dem Namen trochoidale Hüllkurven benennen wollen^. 
Die Theorie der Rollkurven und der trochoidalen Hüllkurven ist 
weniger das Studium einer speziellen Kurvenklasse als eine besondere 
Betrachtungsweise aller möglichen ebenen Kurven, indem La Hire den 
Nachweis geliefert hat, daß jede beliebige ebene Kurve als Bonlette 
angesehen werden kann'): daher können und dürfen wir in einem 
Werke, welches, wie das vorliegende, denjenigen Kurven gewidmet ist^ 
die sich in irgendeinem Sinne von den allgemeinen Kurven unter- 
scheiden, auf diese Theorie nicht eingehen. Wir empfehlen deshalb 
dem Leser andere Arbeiten^) und gehen zu der Bemerkung über, daß 
von den speziellen Trochoiden zunächst diejenigen betrachtet wurden, 
die durch Bollen eines Kegelschnittes auf einer festen Geraden er- 
zeugt werden; unter diesen wieder treten diejenigen hervor, die von 
einem Brennpunkte oder dem Mittelpunkte der rollenden Kurve be- 
schrieben werden.^) 

Die Gelegenheit und die Veranlassung zur Untersuchung der 
ersteren ist in folgendem Satze von Delaunay zu suchen: „Um die 
Meridiankurve der Botationsflache, deren mittlere Krümmung konstant 

und gleich -r-~~ ^^f ^^ finden, genügt es, auf der Achse der Flache eine 

Ellipse oder Hyperbel ohne Gleiten roUen zu lassen, deren Achse gleich 
2a ist; jeder Brennpunkt des Kegelschnittes beschreibt die gesuchte 
Kurve^.^ Wegen dieses Satzes ist die fragliche Linie, nach einem 



1) Notes on roulettea and gliseUes (8. Aufl., Cambridge 1890) S. 88. 

8) Zu dieBer Klasse gehören insbesondere die von W. Merkelbach in 
seiner Dissertation, Über BoOcurven, die wm einer Geraden eingeMXU werden, 
untersuchten Exuren (Marburg, 1881). 

8) Einen einfachen Beweis dieses Satzes findet man in der Note 8ur la thiorie 
de» rauUttes von E. Catalan (Nouv. Ann. Mathto., XV, 1866). 

4) Lamarle, Exposd g^amitrique du Ccdeul differenHel et intdgral, S.Teil, 
(Paris, 1868) S. 818—889; Aoust, Ancdyae infinitüimale des eourbes planes (Paris, 
1878); Onnen, Note eoneemant la {Marie des iqwOions essentielles des eourbes 
planes (Archives n^erlandaises , XIY, 1879); daselbst wird das Beiwort anti- 
cycloidal angewendet, um die beiden durch Bollen derselben Emre auf den 
beiden entgegengesetzten Seiten derselben Basis erzeugten Kurven zu bezeichnen; 
E. GesäjTO, Natürliche Geometrie (Leipzig, 1908) S. 81 ff. S. 66—77; außerdem siehe 
die oben zitierte Arbeit von Besant. 

6) BezISglich anderer Fälle s.: Brocard, Boulettes de coniques (Nouv. corr. 
math. II, 1876, und III, 1876) und H. Ekama, Die Kurven, welche wm Funkten 
wm Kegelschnitten, die sieh, ohne su gleiten, längs anderen Kurven waUen, beschrieben 
werden (Arch. Math. Phys., 11. Reihe, YHI. 1900). 

6) Sur la surface de revolution dont la eowrbure moyenne est eonstante (Liou- 
yilles Joum.yi, 1841). Vgl. R. Yerduzio, Ourva di Delaunay (Riv. fis. mat. e 
scienze nat 11 Sem. 1908). 
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Vorschlage yon P« Mansion^)^ mit dem Namen die Kurve Ton 
Delaunay belegt worden, welcher Name dem yon Lindelof ) an- 
gewandten, Eettenlinie (elliptische, hyperbolische, para- 
bolische, je nach der Art der roUenden Kurve) vorgezogen wird.') 
G. Sturm^) &nd mit Anwendung der Variationsrechnung die Differential- 
gleichung der Kurve von Delaunay als 

y*±2ay^±6»-0, (1) 

oder auch dx — ^ "^ -dy (2) 

Um zu beweisen, daB diese der angegebenen Rollkurve angehört, be- 
trachten wir eine Ellipse mit den Achsen 2a xmi 2b, die ohne Gleiten 
auf der x-Achse rollt (Taf. UI, Fig. 31). Ihr Brennpunkt F wird dann 
eine Kurve beschreiben, die (infolge des Descartes-Huygens'schen 
Satzes, s. Nr. 207) als Normale die VerbindungsHnie von F mit dem 
entsprechenden Berührungspunkte K der Ellipse mit der Ghrundlinie hat. 
Eb seien OP — x, PF »- y die Koordinaten von F] wir haben dann 
offenbar y^FK-sia FKP. 

Nun ist FKP das Komplement des Winkels, den die in jP die 
Delaunaysche Kurve berührende Gerade FT mit Ox bildet; demnach ist 

HmFKP^QOsFTK^^i 

äs ' 

und also y^FK'-^ — 

^ äs 

Betrachten wir auch den anderen Brennpunkt F' mit den Koordinaten 
OP' = x', P'F' = y'. Da die Winkel FKP und F'KP' gleich sind, 

so findet man ebenso ^^ 

y'^F'K'^' 
^ äs 

Nun beachten wir, daB 

FK + F'K^2a, y.y' ^V-^ 

man kann nun FK, F'K und y' eliminieren und findet so 

j,»_2oy4f + &» = 

als Differentialgleichung der vom Brennpunkte ^beschriebenen Kurve. 
Wechseln wir nun das Vorzeichen des zweiten Gliedes, so bekommen 
wir eine Gleichung, die der von F' beschriebenen Kurve angehört; da 
die gefdndenen Gleichungen mit (1) übereinstimmen, so ist die Be- 

1) Hab ich, Sur une queHum de rouUüea (Math^is 71, 1880). 

2) Theorie des surfaeee de rivcHtUüm ä courbure moyenne eongtanU (Mto. 
See. Sciences de Finlande, 1868). 

8) Vgl. auch § 6 der Abh. von M. Ehrhorn, Ueher die van OhaUis vor- 
gesthlagetie IntegraÜonamdhode (Arch. Math. Phys , l4Xyi, 1881). 

4) Note ä Toccasum de Vartiele prdcident (von Delaunay) (Lionvilles Jonm. 
VI, 1841). 
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haaptnng bewiesen. Ändert man du Vorzeichen ron b\ so yerwandelt 
sich (1) in die DifEerentialgleiohiing der ähnlich dordi Rollen einer 
Hyperbel erzeugten Eurre. — Wir überlassen es dem Leser in ahnr 
lieber Weise zu zeigen, daB, wenn die rollende Enrre ein Parabel 
ist, ihr Brennpunkt eine Kurve beschreibt, deren DifFerentialgleichnng 

ist; integriert ergibt sie 

X X 

die (wie wir später in Nr. 284 sehen werden) eine Eettenlinie darstellt. 
Beyer wir uns mit der GL (1) näher beschäftigen, wollen wir 
noch die yom Zentrum O der rollenden Ellipse erzeugte Kurre 
aufsuchen. Wir ziehen deshalb (Fig. 31) den Halbmesser QI parallel 
zur X-Achse und verbinden G mit K. Die Sätze von Apolloniua 
liefern dann: 

GT + ÖK^ - a« + 6«, QI' GK sin GIK - ah ; 

und wenn wir nun die Eoordinaten von G, OH'^x, HG'^y ein- 
führen, so haben wir 

sin IGE « smGKH^ ^, y-GH^ GK-mn IGE, 

daher Gl* + (y Ij)*- a« + V, Gl-y ab-, 

durch Elimination von Gl aus diesen beiden ergibt sich 



I- + »■ o- '• + »•. 



oder auch dx ^ —==^=^=^== (3) 

Dies ist die Differentialgleichung des Ortes des Punktes (?; diesen 
kann man — dem großen Gteometer G. Sturm zu Ehren, der ihn 
zuerst betrachtet hat — die Sturmsche Eurve nennen« 

Wir kehren zu den Gleichungen (1) und (2) zurück, indem wir 
sie folgendermaBen schreiben: 

dx y'-f ft' äs %ay 

dy "^ yiaV-CyH^')" ' ^y " V4aV-^"+>*)" 

Die zweite ist leicht zu integrieren und gibt 

y«-a«[l+e« + 2esin^], (4) 

wo 8q die Integrationskonstante und e — ^^-^^^ — die numerisdie Ex* 
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sentrizitat dea betrachteten Eegelschiiittee ist. Nehmen wir^ was jetzt 
gestattet ist, 8^ » -» ^^^ ^^ haben wir noch einfacher 

y«-a»[l-2ccos^ + e*]. ^) (4') 

Nennen wir nun 12 den EjrümmnngsradinB der Delannayschen EarrC; 
so finden wir ohne Schwierigkeit 

l'-^ • • • • (6) 

eine Relation, die es gestattet y ans (4') zu eUminieren: man findet so 

1 — Sc coB — \-e* 

als natürliche Gleichung der Delannayschen Eurre.*) 

Wenn N die Lange der Normale der hier untersuchten Kurve ist^ 
so finden wir durch Anwendung der bereits aufgestellten Gleichungen 

•«T ds ds dy Sav' 

^ dx ^ dy dx y"+6"' 

eliminiert man y aus dieser und aus Gleichung (5), so bekommt man 

2 U ^ W 2 ' 

folglieh: Bei der Delaunaysehen Eurre ist das harmonische Mittel 
zwischen dem Erflmmungsradius und der Normale konstant 

Die Gleichung (6) zeigte daB^ wenn e<\y also die rollende Eurre 
eine fiUipse ist; die Delaunaysche Eurve imendlich yiele Wendepunkte 
hat, nämlich alle diejenigeD, für welche s — a arc cos e ist; sie ist 
Ton ähnlicher Gestalt wie die yerkürzte Zykloide (Taf. 11, Fig. 21). 
Wenn hingegen a>l, also die rollende Eurve eine Hyperbel, so hat 
die erzeugte Eurve keine Wendepunkte, besitzt aber unendlich viele 
Doppelpunkte; sie ist von ähnlicher Gestalt wie die verlängerte Zykloide 
(Taf. II, Fig. 22). 

Bemerkungen I. Die Gleichungen und Eigenschaften derjenigen 
Eurven, die von den Endpunkten der Fokal-Achse einer Ellipse be- 
schrieben werden, wenn diese auf einer Geraden rollt, wurden von 
A.y. Lane') untersucht. BoUt dagegen eine Ellipse auf einer ihr 
ähnlichen, so beschreibt jeder ihrer Punkte eine Epiellipside, eine 
Eurve, deren Gleichung man durch ein Verfahren erhalten kann, 
welches man 0. Biermann^) verdankt 

1) Spitzer, Merkwürdige Eigensthafien derjemgen Ourve, wüche «osi JBrenfi- 
pumkU einer MUpse beechrieben toird, werm diese auf einer Geraden rcUt (Arch. 
Math. Fhyg. XLYIII, 1868). 

S) E. Gesäro, Vorl. üb. NcMrlk^ GeomOrU, S. 67. 

8) NetU on a rauleUe (Amer. Jouzn. Mathem. Vlll, 1886). 

4) Ähleihmg einer andlytieehen Darstdhmg der EpielUpeide (Monatshefte 
Math. Fhys. Vm, 1907). 
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IL Von den nimmehr natorgemäB folgenden Fallen, daß eine Ellipse 
auf einem Ereise, einer anderen Ellipse, einer Hyperbel oder Parabel 
rollt, ist der Fall besonders bemerkenswert^ daß eine Ellipse auf einer 
ilir kongruenten Ellipse rollt. Es ist klar, daß nach einer yollen 
Umwälzung die bewegte Ellipse nnd jeder mit ihr fest verbundene 
Punkt wieder die ursprüngliche Lage einnimmt, und daher sind die 
entstehenden Rollkurven geschlossene Linien. In bezug auf ihre 
Gestalt unterscheiden sie sich nicht sonderlich von den Taf. IH, 
Fig. 27, 28, 29 dargestellten Epizykloiden, sind aber, wie C. Schwe- 
ring^) nachgewiesen hat, mit alleiniger Ausnahme des Falles, daß zu 
Anfang der Bewegung die Scheitelpunkte der großen Achsen einander 
berühren, transzendente Kurven. Dies ist um so mehr bemerkens- 
wert, als vielfach die Ansicht herrscht — und alle bisherigen Bei- 
spiele scheinen sie zu bestätigen — , daß die transzendenten Kurven 
nichtgeschlossene Kurven seien. Obiges Beispiel zeigt aber: Es 
existieren transzendente Kurven, die in sich geschlossen sind. 

215. In der allgemeinen Definition der Rollkurven treten drei 
Kurven auf: die Basis, die bewegte Kurve und die erzeugte Roll- 
kurve nimmt man die beiden ersteren als gegeben an, so bildet die 
Aufsuchung der dritten das Problem der Trochoiden; nimmt man 
hingegen die dritte als gegeben an (und man kann infolge des 
S. 124 zitierten La Hireschen Satzes eine ganz beliebige Kurve 
ab solche nehmen), so würden die beiden ersten au&uflnden sein: es 
entsteht dann das umgekehrte Problem der Trochoiden. Bei der 
Lösung solcher Probleme trifft man zuweilen auf schon bekannte Kurven, 
häufiger jedoch gelangt man zu neuen Kurven, wie folgende Sätze zeigen: 

1) Die Linie, auf der man eine Ellipse roUen lassen muß, damit 
ein fest mit ihr verbundener Punkt eine Gerade beschreibe, ist eine 
Delaunaysche Kurve.^) 

2) Die Kurve, die man auf einer Geraden rollen lassen muß, damit ein 
mit ihr verbundener Punkt einen Kreis beschreibe, hat in Polarkoordinaten 
die Differentialgleichung Qda_^ b rj\ 

d9 ~ |/(o — p)t _ 51 

deren Integration vollständig ausführbar ist.') 

1) Über eine Gattung transeendenter Kurven, welche gescMoeeen sind (Zeitschr. 
Math. Phys. XX, 1876). 

2) M. 8. den anf S. 126 zitierten Habichschen Aufsatz. 

8) EoenigB, Legons de cinimaUque (Paris 1897) S.170 bis 71. Führt man die 
Integration axu, so erhält man: 

a" — 6" 
wenn a < 6, ^ — ==^ (vgl. Bd.1, 8. 428); 

, - V6" — a"© 

a -1-0 cos T 



, 2a , , a ,^- ^ , a'— &• 
wenn a=sO, 9^'rz. — 1 (^fiT*- °- *®)» wenna>o, ^-i 
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S) Die Eurre^ auf welcher man eine Ellipse mit den Achsen 2a and 2b 
rollen lassen muß, damit ihr Mittelpunkt eine Gerade beschreibe, wird 
dorch die Gleichnnir r x ,o\ 

^ y^adn-r (8) 

dargesteUt.») ^ h ^ ^ 

4) Das analoge Problem f&r die Hyperbel wird gelöst durch 

die Kurve ^^^ x /q\ 

Auf die ähnlichen durch die Gleichungen 

y^hsn—j Q cn fO'^ Const. 

dargestellten Eurren trifft man bei Fragen aus der Mechanik, die 
vorletzte wird von den Franzosen courbe ä s auter (Seilspringer- 
kur ve) genannt, da sie die Gestalt eines schweren, homogenen, bieg- 
samen, aber nicht dehnbaren Fadens wiedergibt, wenn man denselben 
um eine horizontale Achse rotieren laßt') 



Dreizehntes Kapitel. 

Syntrepente und isotrepente Kurven. 

Kinematische Methoden, die uns zu den meisten der in 
den vorigen Kapiteln untersuchten Kurven führten, bilden auch die 
Ghrundlage des Begriffes weiterer Kurven: mit der Betrachtung der- 
jenigen unter ihnen, die durch einen fest mit einer Kurve verbundenen 
Punkt erzeugt werden, indem die Kurve sich parallel zu sich selbst 
und immer eine feste Kurve berührend bewegt (die sog. Beptorien 
Job. Bemoullis') oder Kriechkurven), wollen wir uns nicht auf- 
halten, da sie von einer Allgemeinheit sind, die mit der der Olistoiden 
(Bd. I, S. 265) und der Trochoiden (Nr. 214) vei^leichbar ist. Wir 
werden uns daher mit anderen spezielleren beschäftigen, zu denen uns 
folgende Betrachtungen führen. 

Wenn zwei materielle, in einer Ebene liegende, um ihren Mittel- 
punkt drehbare Kreise derart miteinander verbunden sind, daß die 
Distanz k ihrer Mittelpunkte gleich der Summe r + r' ihrer Badien 

1} Greenhill, The appUecai(m of elUptic funktions (London, 1898) S.71— 78. 
Vgl Opitz, Anwendung der eUiptischen Funktionen auf ein Problem aus der Theorie 
der Bollkurven (Dias. Dresden, 1904.) 

2) Appell et Laconr, Prineipes de la ihiorie des funeHona eUipUqnes (Paris, 
1897) S. 188. 

8) S. die Abhandlung Moiw reptoriua, e^jusgue insignis uetu, pro lineis eurvis 
in unam omnibtu aeqtudem eoUigendis, vel a se mutuo subtraihendie; atgue hinc 
deducta problemaüs de transformatione euroanun in Diairio GaRieo Paris, 12. Febr, 
1702 propositi genuina solulio (Acta Emd. Aug. 1706; Job. Bernonlli opera I, 
8. 408); außerdem G. Sacchi, SuUa geometria anaUtica deUe curve piane (Pavia 
1864) S. 106—108 nnd E. Prouhet, Etüde giomitrique sur les courbes engendrüs 
pour Je mouvement de riptation, pour seroir d'^claireissement ä pJusieurs passages 
des Oeuvres de Jean BemouUi (Nouv. Ann. Mathäm. XIII, 1864). 

Lorift, Ebene KnrrexL. 2. Aufl. 11. 9 
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ist^ 80 können sie sich drehen^ ohne daB der Umfang des einen auf 
dem des anderen zu gleiten braucht Diese Idee veral^emeinem wir 
und nennen zwei Kurven F und I^ syntrepent^) (von öw-XQixsLVj 
zugleich drehen) y wenn sie sich um die beiden in ihrer Ebene liegen- 
den Punkte und 0' zugleich drehen können, ohne ihre gegenseitige 
Berührung au£Euheben, und ohne daß die eine auf der anderen gleitet. 
Daraus ergibt sich, daß die in derselben Zeit den gemeinsamen Be- 
rührungspunkt C (der zwar variabel ist, aber immer auf der Geraden 
00' verbleibt) durchlaufenden Eurvenbogen CM und CM' gleich sind. 
Praktische Anwendung finden syntrepente Kurven im Maschinenbau 
bei der Herstellung der sogenannten „unrunden'' Bader, z. B. der 
quadratischen, polygonalen, elliptischen Bäder, der exzentrischen Ereis- 
räder, SpiralroUen usw., wenn es sich darum handelt, die gleich- 
förmige Botation in eine ungleichförmige zu verwandeln. Beispiels- 
weise sind zwei kongruente Ellipsen, die eine solche Anfangslage 
haben, daß die große Achse ÄC der einen die Verlängerung der anderen 
büdet, und sie um die beiden entsprechenden Brennpunkte und 0' 
drehbar sind (deren Entfernung gleich jener Achse ist) isotrepent. Denn, 
sind P und P' die beiden anderen Brennpunkte und M und M' zwei 
Punkte derart, daß die Bogen CM und CM' gleich sind, so ist 
OM+O'M'^OM+PM'^Äa Folglich bleiben die beiden 
Ellipsen bei der Drehung um und 0' immer in Berührung, ohne 
dabei zu gleiten. Im aUgemeinen Falle: wenn F und F' zwei syn- 
trepente Kurven sind (Ta£ III, Fig. 32) und üf, M' zwei entsprechende 
Punkte derselben, so muß die Summe OM -f- O'M' der beiden Badien- 
vektoren immer konstant ^OO'^k sein; außerdem müssen die 
Winkel dieser Badienvektoren mit den zugehörenden Tangenten gleich 
sein, weil bei der Berührung der Kurven die beiden Badien sowohl 
als auch die Tangenten in eine Gerade zusammenfallen. Beziehen 
wir daher F und F' auf zwei Polarkoordinatensysteme mit und 0' 
als Polen und 00' als gemeinsamer Polarachse, so haben wir 

Nehmen wir nun an, daß id » ^(()) und o' » 9((»') die Gleichungen 
von F und F' seien, so wird die zweite der obigen Gleichungen zu 

oder wenn wir sie mit der ersten kombinieren 

(..*'(p)-(i-p). ,>'(*-(.) (2) 

Nehmen wir jetzt die Funktion q) als gegeben an, so wird ^ durch 
eine Integration zu bestinmien sein, nämlich durch 

HQ)-' ß-'^';'^'-'^ -ä9i (3) 

1) A. Miquel, Sur quelques questians rüaJtives d la iheorie des courbes (Liou- 
Tüles Joom. m, 1888). 
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68 ist ZU bemerken; daß die Integrationskonstante nur Einfioß auf 
die Lage, nicht auf die Natur der Kurve F hat. 
Nehmen wir als Beispiel für P' die Ellipse 

Q^ — (c-)/i«^^P, a>6) 

oder o => arc cos — ■ • 

CQ ' 

dann wird die Gleichung (3) zu 
Schreiben wir diese in folgender Weise: 






1 H =- cos ^-^ i-^ a 

a — k b 



(4) 



BO sehen wir, daß die entsprechende Kurve, wenn h'^ 2a, eine der 
gegebenen kongruente Ellipse ist (vgl. das oben angewandte Beispiel). 
Im übrigen ist sie algebraisch oder transzendent, je nachdem der Bruch 

g rational ist oder nicht; ist dieser Wert eine ganze Zahl 

(n), so ist sie eine Kurve mit n B&uchen (s. Bd. I, S. 423). 

Wir kehren zu den allgemeinen Betrachtungen zurück und fragen, 
ob es — außer der Ellipse und dem Kreise — noch weitere Kurven 
gibt, die zu sich selber syntrepent sind, in welchem Falle wir sie 
isotrepent nennen woUen. Um zu untersuchen, ob es deren gibt, 
bedienen wir uns der Gleichung (2), indem wir (p an Stelle von ^ 
setzen; sie wird dann 

daraus ergibt sich, wenn wir f{(f) *» ^ * 7 ((>) setzen, 

m - m - Qh 

daher ist f eine symmetrische Funktion von q und h^ q. Be- 
zeichnen wir sie mit F{(ffk — q), so haben wir 

und daher ist ^p (^) — 1 — ^^' ""^^ dQ . 

Dies beweist, daß die Gleichung 

«•J^^^^d,,' (5) 

WO F eine symmetrische Funktion von q und Ic^ q ist, die allgemeine 

9* 
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analytische Darstellang der isotrepenten Kurven liefert. — Im ein- 
fachsten Falle jP — J; wird die Gleichung (5) zu 



ejssajcj — ?, integriert q — 



ae 



T 



welches (vgl. S. 61) die Gleichung einer logarithmischen Spirale ist. 
Damit ist zugleich ein neuer Fall der Erzeugung dieser interessanten 
Kurve gefunden. 



Vierzehntes Kapitel. 

Die Debeauneschen Kurven. 
217. „Gegeben eine Strecke n sovrie zwei Geraden GD und FE, 

die miteinander einen Winkel ^^-j bilden (Taf. m^ Fig. 33); eine 

Kurve AB zu bestimmen derart, daß, wenn man in einem beliebigen 
Punkte B die Tangente zieht, die GD in L schneidet, und dann auf 
GD das Lot BG fallt, welches FE in I schneidet, man immer hat 

cl'^bi ^^ 

Diese Aufgabe wurde von Debeaune^) dem Descartes voi^elegt, 

und dieser hat sie in einem seiner Briefe überliefert'); dies ist wohl 

die erste Aufgabe, die dahin zielt, eine Kurve zu finden, die als 

Tangenten Geraden hat, die einer bestimmten allgemeinen Bedingung 

genügen sollen; daher besitzt sie ein nicht gewohnliches historisches 

Interesse, indem sie den Beginn des sogenannten „calculus tangentium 

inversus^ bezeichnet. 

Um die Gleichung der gewünschten Linien (die man mit Recht 

Debeaunesche Kurven nennen darf')) zu finden, nehmen wir ein 

rechtwinkliges kartesisches System, dessen a;-Achse die Gerade GDy 

und dessen Anfang ihr Schnitt mit EF ist. Dann wird — wenn 

wir den Winkel X vorläufig beliebig nehmen — die Gleichung der 

Geraden EF lauten 

y-a?tgA-0, 

und die Gleichung (1) wird dann gleichbedeutend mit folgender 

y n 

dx y — xtgX^ 

9 



dy 



1) Wir schreiben dem P. Tann er y folgend (BibL math. 8. Reihe, II, 1901, 
S. 149) Debeaune, statt, wie man gewöhnlich tut. De Beaune. 

2) Brief an Debeaune vom 20. Februar 1689 {Oewwrea de Descartes, 6d. Adam 
et Tannery, II, Paris 1898, 8. 610—619). 

8) Gourbe Beauniene schreibt Saverien S. 241 des I. Bd. seines Dictum- 
naire universd de moiMmcUigue et de physique (Paris, 1768). 
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die wir aTsdann so schreiben: 

p + *e}:a:^y. (2) 

dy n n 

Betrachten wir x als Funktion von y^ so sehen wir, daß diese eine 
lineare Differentialgleichung ist, deren allgemeines Integral laatet 

die teilweise Integration zeigt uns aber, daß 



ß 






ytgA 

und daher ^._^«_^ + ,e « (3) 

Dies ist die allgemeine Gleichong der Debeauneschen«- Kurven. 
In dem speziellen Falle A » j vereinfacht sie sich und wird 

x^y^-n + ce *» ; (3 ') 

in jedem Falle sind die Debeanneschen Kurven transzendent. Die 

GL (2) zeigt, daß die Tangente im Punkte (x, y) die Gleichung hat 

w(X-a?)-(r-y)(y-a:tgA), 

und hieraus folgt, wenn man X und Y als gegeben ansieht: Die 
BerShrnngspnnkte der Tangenten , die man von einem beliebigen 
Punkte ihrer Ebene an eine Debeannesche Kurve ziehen kann, liegen 
auf einer durch jenen Punkt gehenden Hyperbel; dies zeigt somit: 
Jede Debeannesche Kurve ist eine panalgebraische Kurve, die einem 
System mit den Charakteristiken fi = r=:l angehSrt 

An der Losung der Debeanneschen Aufgabe versuchte sich auch, 
und zwar nicht vergebens, Leibniz^); die von ihm gefundene Lösung 
veröffentlichte er jedoch nicht Die erste öffentliche Lösung des 
Prohlems findet sich in dem Aufsatze Solution du probieme que 
Monsieur De Beaune proposa auirefois ä Mr. Bescartea et que Von trouve 
dans le 79. de ses Leüres Tome 3. Par Mr. G. und wurde im 
Journal des Savants von 1692 veröffentlicht. Ihre Vaterschaft wurde 
sowohl vom Marquis de rHöpitaP) als auch von Joh. Bernoulli') 

1) „Hanc cnrvam — schreibt er am 27. August 1676 an Oldenburg — nee 
Cartesius nee Beaxmins nee quisquam alias (qnoad sciam) invenit. Ego vero qua 
primum die, imo hora, coepi quaerere, statim certa Analysi solvi^* {Leibnie, ed 
Gerhardt, I, S. 121). Die Methode, auf welche Leibniz anspielt, ergibt sich 
aus dem, was er an G. Manfred i xinterm 10. August 1708 über die Integration 
der linearen Differentialgleichungen schrieb (vgl. G. Loria, Abhandl. zur Geschichte 
der Math. IX, 1899, S. 274). 

2) S. dessen Brief an Huygens vom 10. September 1692 nnd vom 
12. Februar 1693 {Oeuvres de Buygens X, La Haye 1906. S. 812 nnd 391) und 
an Leibniz vom 26. April 1693 (Leibniz ed. Gerhardt 11, S. 284). 

8) Jch. BemouUi Opera omnia I, 1642 S. 68. 
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beansprucht; in Wirklichkeit aber haben diese beiden Geometer an 
dieser Losnng gearbeitet.*) Es verdient hervorgehoben zn werden, daß 
der o. a. Aufsatz zeigt, daß diese beiden Geometer eine Asymptote der 
losenden Kurve fanden, die parallel der Geraden EF läuft; in der Tat 
hat die Kurve (3) als Asymptote die Gerade, deren Gleichung 

'M 69BB B^^^^^ m^mmm ^m^^mm^^^m 

tgl tgU 
ist; f£tr die Kurve (3') hingegen ist Asymptote die Gerade 

die tatsächlich parallel zur Geraden EF ist. Derselbe Geometer löste 
auch Probleme, die die Quadratur der Kurve und die Kubatur der 
durch ihre Rotation um die ^' Achse entstehenden Volumina betreffen; 
er bemerkte ebenfalls, daß ihre Konstruktion sich unmittelbar ergibt, 

wenn die (logarithmische, s. Nr. 224) durch die Gleichung o; — ce " 
dargestellte Kurve konstruiert vorliegt. Über die Rektifikation sagten 
sie: „mais comme on a besoin d'une adresse particuli^re pour rectifier 
cette courbe, en supposant la quadrature de l'hyperbole, je propose 
ce Probleme auz g^om^tres en leur assurant qu'il märite leur recherche^; 
ob diese Ermunterung den ge¥rün8chten Erfolg gehabt, wissen wir 
nicht, gewiß ist aber, daß die angegebene Frage heutigen Tages keine 
Schwierigkeit mehr bietet; da nämlich 



dy f am"! n ' n' 



e » 



ytg2 



SO genügt es e " » 17 zu setzen, um für ds einen Ausdruck von 
der Form J— i— ^-^t— 5« . ^^ gu erhalten, der leicht integrierbar ist 

218. In späterer Zeit hat sich noch Joh. Bernoulli verschiedent- 
lich mit der Debeauneschen Aufgabe beraßt.*) Sein Bruder Jakob 
verallgemeinerte sie außerordentlich, indem er ihr folgenden Aus- 
druck gab: „Gegeben eine beliebige Kurve; eine zweite zu finden 
derart, daß die Ordinate eines beliebigen ihrer Punkte zur Subtangente 
in demselben Verhältnisse stehe, wie eine gegebene Konstante n zur 
Summe oder Differenz der Ordinaten der gegebenen und der gesuchten 
Kurve; oder auch, daß das erstere Verhältnis gleich dem reziproken 



1) Brief von de THöpital an Huygens vom 10. Aognst 169S {Omüfes de 
Huygens X, S. 484). 

2) Solutt'o problematis Cartesio propasiH a D^ De Beawne (Acta emd. Mai 1698 ; 
Opera I, S. 66—66), Demonstratio analytiea et eynthetiea suae construetionie eurvae 
Beawnianae (Acta erad. Februar 1696; Opera I, 8. 146—148) und die XI. der Lee- 
tionee mathematicae (Opera I, S. 488). 
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des zweiten sei'^^) Diese Probleme übertragen sich — wenn y » f(x) 
die Gleichnng der gegebenen Eorve ist — in die beiden Gleichnngen 

dy n dy ^ f{x) ± y ^ /^x 

dx f{x)±y^ dx n ' ■ • • • v / 

die erste*) gehört einem Typus an, den man nicht in geschlossener 
Form integrieren kann, es sei denn, dafi f eine lineare Funktion von 
y ist^ in welchem Falle man auf die ursprüngliche Debeaunesche Auf* 
gäbe zurückkommt; die zweite ist, wenn man x als Funktion Ton y 
auffoßt, eine lineare Differentialgleichung, die integriert ergibt: 

xye" * +Je * f{x) • da? + c — 0, 

wo die Quadratur je nach der Natur der Funktion f{iß) ausführbar 
ist oder nicht.') 

Eine andere Verallgemeinerung desselben Problems^) fOhrt zu der 

Differentialgleichung 

y ^ n 

dx "* Tiy-xigX)* 
^ dy 

wo F eine gegebene Funktion isi Setzt man y — xtgA — itr, so 



dx F{zy 
und gibt X — / } (5) 

J ^ tgX 

womit das Problem auf eine Integration zurückgeführt ist. 

Die o. a. Forschungen Johann Bernoullis führten ihn zur For- 
mulierung eines anderen Problems, das er den Mathematikern seiner 
Zeit Yorlegte.*) Es ist folgendes: „Eine Kurve aufzufinden, deren 

1) ProhUma Beauniani universälius eancephtm (Acta ernd. Juli 1696; Jacobi 
Bemouüi Opera II, S. 781—799). 

2) Vgl. E. Gollignon, ProbUmes divers sur la m&hode vfwerse dee tangewUB 
(NouT. Ann. Math., 8«. S^., XYIII, 1899 imd XIX, 1900). 

8) AnsfEilirbar ist sie z. B., wenn f{x) ein ganzes Polynom in d; ist, oder 
gleich e«« usw. ist. 

4) y. Biccati et H. Saladini, InstituUones antdyHcae n. (Bononiae, 
1767) S. 600. 

6) ProhUma ab erudiUa sohendum (Acta emd. Mai 1698). Einige LOrangen 
desselben s. in dem Aufsätze Ad probUma m AeH» ErtuUtorum an. 1693 mense 
Majo propaeitum (Leibnig^ ed. Gerhardt, Y. S. 988—294). M. s. auch de THö- 
pital, SoUaion cTun probUme de giometrie que Von a propoai depwis peu dans le 
Jowmal de Le^mc (M^m. Aead. Paris X). Auch Huygens hat sich mit der- 
selben Aufgabe eingehend beschäftigt: vgl. Oeuvres de Huygens, X, S. 460, 600, 
584 und 650, sowie den Aufsatz C. H. Z. De prcbUmate BemouHiano in AcUs 
Lipsiensibus Jn^tu anni proposito (Acta erud. Oktober 1698). 
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Subtangente in einem gegebenen VerhältnisBe m zur Tangente steht.'' 
Es übersetzt sicli in folgende DifFerentialgleichnDg 

X'dy — y-dx^ my^dx^ + dy^] (6) 

da diese homogen ist, so ist ihre Integration aof Quadraturen zurück- 
fflhrbar^ die auch in jedem Falle ausführbar sind. Die bezügliche 
Rechnung ist wegen der auftretenden Wurzelausdrücke umständlich; 
um jene zu yermeiden, hat Hermann einen Eunsi^fiF erdacht^ der 
nicht ohne Interesse ist^); er schlug vor, zu setzen 

y-l»-,», ..(6) -y^^-2U, .... (7) 

WO I und v^ zwei neue Yariabelen bedeuten; setzen wir diese Werte 
in (5) ein, so erhalten wir 

x^mil^ + n'^-nn (8) 

Infolge der Gleichungen (6) und (8) wird Gleichung (7) 

oder auch ^-^f^^^^ - m ^'^j+^^^ 

£'-12' V+n^ 

oder äj-^dn _ dj^-dn _ ^ Hl'dj'Vri'dri) 

Die Integration ist ausführbar, und man findet 

S + U \ a ) ' ^ ' 

wo a die Integrationskonstante isi Die kartesische Gleichung der 
Kurve ist nichts anderes als das Resultat der Elimination von £ und vi 
aus den Gleichungen (6), (8), (9). Setzt man z. B m — 1, so werden 
die Gleichungen 

yiX + n){i-n), ^-a-v)*, |^-^'; 

ans diesen {olg^ dann 



daher ist g-V^. V'V^- 

Da nun | — 17 — V^> so folgt, daß 

Yax + y* — Yax — y* — y2xy 
die Gleichung der gesuchten Kurve ist; macht man rational, so wird sie 

welches eine Kissoide des Diokles darstellt (Bd. I, S. 38). 

1) Brief an Leibniz yom 28. Oktober 1706 {Leibnis, ed. Gerhardt, IV 
S. 286—287). 
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Die hier erhaltenen Eorven sind^ ebenso wie die Debeanneschen^ 
die Integrale von DifiFerentialgleichungen erster Ordnung; von diesem 
Gesichtspunkte ans stehen sie anderen^ die durch Eigenschaften ihres 
Bogens definiert werden, nahe^); bei diesen werden wir jedoch nicht 
verweilen, da sie wichtiger geometrischer Eigenschaften entbehren, 
und wenden uns zu anderen, in deren Definition das Erümmungs- 
maß eintritt. 

Fünfzehntes Kapitel. 

Die Ribancourschen Kurven. 

219. Dem Johann Bernoulli verdanken wir die Stellung und 
erste Losung einer wichtigen Aufgabe, nämlich folgender: ,,Über 
einer gegebenen Geraden .i.6r als Achse und durch den Punkt A 
eine Kurve zu ziehen von der Beschafifenheit, daß der Krümmungs- 
radius in einem beliebigen Punkte B von der Achse in einem ge- 
gebenen Verhältnisse geteilt wird, sowie die orthogonalen Trajektorien 
der obiger Bedingung entsprechenden Kurven zu bestimmen ^^^ Von 
Leibniz alsdann den englischen Mathematikern vorgelegt, zog sie die 
Aufmerksamkeit vieler Gelehrten auf sich, besonders in Hinsicht auf 
die orthogonalen Trajektorien^); heute ist sie eines der klassischen 
Beispiele in den Lehrbüchern über Differentialgleichungen für deren 
Anwendung auf die Geometrie. Auf die das Problem losenden Kurven 
traf A. Bibaucour im Verlauf seiner berühmten Untersuchungen über 
die Minimalflachen ^), daher wurden sie ßibaucoursche Kurven 
genannt; wir werden uns dieser Bezeichnung bedienen, um keine neuen 
Namen einzuführen, können jedoch nicht verschweigen, daß es rich- 
tiger und gerechter gewesen wäre, sie Bernoullische Linien zu nennen. 

Nimmt man die Abszisse als unabhängige Variabele, so lautet die 
Differentialgleichung für das Bernoullische Problem: 



t^^-i»[i+©i'' 



dx' 



1) S. untei anderen folgende Abhandlnngen: N. Fnß, Exercüatio ano- 
IffHeo-ffeometrica cirea lineam curvam singtdari proprietate praeditam (Acta Acad. 
Petrop. pro anno MDCGLXXX Pars U, 1784) und DisquisUio anaJyticO'geometriea 
de varüs speciehus linearum euroarum singvlari proprietate praeditarum (Das. pro 
anno MDCCLXXXI, Pars I, 1784); A. Yalde, Ueher die Curven, deren Bogen der 
Tangente des LeitstrahltDinkels proportional ist, und die damit verwandten Curven" 
dassen (Arch. Math. Phya. 2. Ser. XIV, 1896). 

2) S. den Brief an Leibniz vom 11. März 1716 {Leibniz^ ed. Gerhardt, III, 
S. 968). 

8) Vgl. Jöh. Bemoutti Opera ü, S. 290—291. 

4) Etüde sur les üasscüdes ou surfaces ä cowrbure moyenne nüUe, §§ 128 
bis 128 (Mäm. conr. par TAcad. de Belgique, XLIY, 1880). 
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oder einfacher |? " f [^ + ®']- 

In Anwendung allgemeiner Methoden ersetzen wir diese Gleichung 
.durch die beiden folgenden 

dx y* dx* dx y^^^^ ^' 
Nach Elimination von dx ergibt sich 



die alsbald integriert ergibt: 



,'-|/(5)-_i (1) 

Eine neue Integration liefert — wenn man als Eoordinatenanfang den 
Ausgangspunkt der Kurve nimmt — 

»- /, "> w 

welches Resultat im wesentlichen schon der Aufgabensteller erhielt. 

Aus der Theorie der binomischen Differentiale ergibt sich, daß die 

angegebene Quadratur ausfahrbar ist^ wenn o~~ "" ^ ^^^ z T "" ^^ 

wo k eine ganze Zahl ist, d. h. wenn n die Form , , oder -^ hat, 

also gleich -^ ist, wo h eine beliebige ganze Zahl. Wir setzen nun 

der Bequemlichkeit halber n — 7^-' ^^ ^ ^^^^ nwi^ ganze 

Zahl und erhalten dann an Stelle von (2) 



dx 



^ rT^^'äy 






y 
1 



oder auch, wenn man y*"*^^ — iy, c"*"^^ « y setzt, 

Setzen wir endlich 1} -> y sin 9, so sehen wir, daß zur Darstellung 
der gesuchten Kurven folgendes Gleichungspaar dienen kann: 

rc — (m + 1) cjsin«+*g? • d<p, y^c sin'"+*g? . . (4) 



und dies bestätigt, daß die angedeutete Quadratur ausfahrbar ist, 
wenn m eine ganze Zahl. 
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Beyor wir die Untennchimg der Gleichang (4) fortsetzen, be- 
trachten wir einige Spezialfälle, die besonderen Werten Ton m ent- 
sprechen: 

1) m — 0. Die Gleichungen (4) werden dann zu o; <— — c cos ip, 
y >— c sin 9 and stellen dann den Kreis dar 

a:» + y» « c». 

2) m » 1. Wir bekommen 

X — 2c/sin* 9 • dq>^ y — c sin* tp, 



oder X =» cj(l — cos 2q>)dq>f y — ■« (1 — cos 2<p), 



oder endlich 

a; — 1(29 — sin 2^), y — f (1 — cos 29), 

die (ygL Nr. 198) eine gemeine Zykloide darstellen. 



3) w — — 2. Aus (4) ergibt sich 




oder a?"- — clogtg-9, y — 



2 ^' ^ Binqp 

Nun gibt erstere 

und wenn wir dies mit der zweiten kombinieren 

welche Gleichung — wie wir Nr. 234 sehen werden — einer 
Eettenlinie angehört. 

4) m <— — 3. Die Gleichungen (4) gehen über in 

o; » — 2c / -7-?- — 2c ctg 9, y — -r^— > 

und nach Elimination Ton 9 wird 

a:* — 2c (y - c), 

also die Gleichung einer Parabel. 
Diese yier speziellen Kurven dienen als Typen für die yier Eate- 
gorien, in die (wie schon Johann BernouUi bemerkte) die fraglichen 
Euryen zerfallen^ je nachdem m gerade oder ungerade, positiv oder 
negativ ist. Die Glieder jeder dieser Klassen erfreuen sich besonderer 
Eigenschaften, wie wir jetzt zeigen wollen. 



I 
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L m -j- 1 eine positive ungerade Zabl. Wird die angegebene 
Quadratur ausgefülirt, so werden die Gleichungen (4) 

— — sin™+*op. 

Führt man den Parameter t ^tgj- (p ein, so sieht man, daß diese 
Kurven rational, von der Ordnung 2 (m + 1) und symmetrisch zur 
a> Achse sind, sowie die unendlich fernen Ereispunkte als (m + 1) &che 
Punkte haben; für m <— gehen sie in einen Ereis über; sie können 
daher — wie es Ribaucour getan hat — mit dem Namen Kreise 
höherer Ordnung belegt werden. 

n. m -j- 1 eine positive gerade Zahl. Die Gleichungen (4) liefern 
dann . m— i 



* 1 



— — — COS © 1 Sm™® + ^, 7 TT? -r: z .' ,\. sm"»— ** W \ 



1 • 8' • • »ifi 



und diese stellen transzendente Kurven dar, die aus unzahlig vielen 
zykloidenformigen WeUen bestehen; für m -• 1 findet man wieder die 
gemeine Zykloide. 

III. m«|-l eine negative ungerade Zahl. Die entsprechenden 
Kurven werden folgendermaßen dargestellt 



8 



(fii + l)c m + 2 r"^ Ä (*» + *)(»» + 6)----(« + 2*) '^J 

Auch diese sind transzendent und haben als typische Form die 
der Kettenlinie. 

IV. iH «|- 1 eine negative gerade Zahl. In diesem Falle werden 
die Gleichungen (4) 



X 



^ ctgy 
(iil + l)c""fli + 2 



a 






— «» 8in"*+*<p, 

c ^ 



Sie stellen rationale Kurven von der Ordnung m + 1 dar, welche, 
da sie die Parabel als typische Form haben, — nach dem Yorschli^ 
Ribaucours — mit dem Namen Parabeln höherer Ordnung 
belegt werden könnten. 
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220. Wir nehmen die Gleichungen (4) wieder anf, um daraus 
folgenden Ausdruck für den Bogen abzuleiten 

s ■=- (w + 1) cjsm^q>'dip (5) 



Es folgt daraus, wenn m positiv ist, und wir mit X^ die Länge des 
zwischen den Punkten 9 » und 9 » -^ gelegenen Eurvenbogens 
bezeichnen, daß 

(m + l)c — T- . ' -^ , wenn m gerade, 

i^+^)^ l.8.5.>.m ' ^"^^ ^ ungerade; 

in jedem Falle aber ist 

Lm m + l 



eine bemerkenswerte Ton E. Dubois^) entdeckte Beziehung. Dieselben 
Gleichungen (4) geben, m immer als positiv yorausgesetzt, 

jy-dx^{m+ l)c*Jsin*('~-*-^)9-d9; 

daher, wenn wir zwischen 9 <— und 7 ■=» 0- integrieren, und mit A^ 
die entsprechende Fläche bezeichnen 

weshalb -4,» -= A1--1 + ^^—^m-i 

ist^ eine zweite elegante Relation, die man ebenfalls Dubois yerdankt. 
Als Ausdruck für den Krümmungsradius 22 erhalt man im all- 
gemeinen 

ie = -(w+ l)csin"»9 (8) 

Eliminiert man q> aus (5) und (8), so bekommt man 

,__i /• "« (,) 



'fv\ 



W I T / % 

B 



((m + l)c) ^ 

welches die natürliche Gleichung der fraglichen Eurre ist. Setzen wir 

(m+l)c = a, w-^, 

so nimmt sie folgende bequemere Form an 



(f) 



1) Sur une famüU des cawrhea cyeloidales (Nony. Gorr. Math. VI, 1880). 
8} Gesäro-EowalewBki, Varl ü. Naturliche Geometrie, S. 69. 
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Vergleichen wir diese mit der natürlichen Gleichung der Sinnsspiralen 
(Bd. I, S. 476) ^ ^^ 

80 sehen wir, daß diese nnd die Bibauconr'schen Kurven zu einer all- 
gemeinen Eurrenklasse gehören, die folgende natürliche Gleichung hat 

^^ (10) 



s — 



r dB 



Sind nun R^ und s^ Krümmungsradius und Bogen der zugehörigen 
Evolute, so findet man, da (vgl. Nr. 245) 






dB 



j^-iyßF 



als natürliche Gleichung der Evolute; nun werden wir (Nr. 285) sehen, 
daß dies die natürliche Gleichung einer Kurve ist, bei weldier der 
Bogen proportional einer Potenz der Abszisse ist: daher gehSren die 
Sinnsspiralen nnd die Ribancourschen Kurven zu einer Klasse, die 
gebildet wird von solchen Kurven, bei deren Evoluten die Abszisse 
proportional einer Potenz des Bogens ist^) 

Bemerkenswert sind diejenigen Ribancourschen Kurven, bei denen 
m positiv und ganz ist; sie können nämlich als spezielle trochoi- 
dale Hüllkurven i|ufgefaßt werden. Man betrachte einen Kreis C^ 
einen Durchmesser d desselben und eine Teste Gerade r; wenn C^ ohne 
zu gleiten auf r rollt, so umhüllt der Durchmesser d eine gemeine 
Zykloide C-^i es ist dies ein interessanter Satz, den Chasles^ 1837 

1) E. Gesäro, Swr une Note de gSotnärie infinitetimale (Nonv. Ann. Math., 
8*.8är. XIII, 1894). — Dieselben Euiven sind ancb besondere F&Ue der (nach 
E. Wölffings Yorsclilag) sogenannten Cesäroschen Kurven, bei denen 
der Erfimmnngsradins proportional dem vom Inzidenzpnnkte an gerechneten 
Normalabschnitte ist, welchen die in bezug auf einen festen Ejreis genommene 
Polare dieses Punktes abgrenzt. 

8) AperQU kUtorigue, 2. Aufl. (Paris, 1875) S. 69. — Dieser schöne Satz läßt 
sich leicht mit Benutzung der Fig. 20 (Taf. II) unter Beibehaltung der in Nr. 188 
angewandten Bezeichnungen beweisen. Man erkennt nämlich leicht, dafi die 
Gleichung des Durchmessers CO* ist 

« — y-ctg9 — r(9 — ctgy), 
oder o; sin qp — y oos 9 » r (9 sin 9 — cos 9). 

Wird diese differenziert, so erhält man 

«C0S9-|-ysin9Br(2 8in9-|-9 cos 9), 

welche Gleichxmg mit der vorigen kombiniert ergibt 

Ä - y (2 9 + sin 2 9), y - 1^ (8 - cos 2 9) . 
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entdeckte und den Todhunter ziemlich yiel später wiedemm anf&nd.^) 
Laßt man non die Zykloide Ü^ auf der Geraden r rollen, so wird ihre 
Basiflgerade eine neue Kurve C^ umhüllen. Aus dieser entsteht in 
ähnlicher Weise eine Kurve G^y usw. Eine dieser Kurven wird durch 
die Gleichungen (4) dargestellt. Diese bemerkenswerte Tatsache wurde 
zum ersten Male durch N. Nicolaides*) und dann von E. Dubois') 
▼eroffentlicht, war aber 1868 schon von Mannheim undBibaucour be- 
obachtet worden, die ein Verfahren entdeckt hatten, der Reihe nach 
alle fraglichen Kurven zu erhalten.^) — Die in Rede stehenden spe- 
ziellen Ribaucourschen Kurven gehören einem System an, dessen 
Charakteristiken ft <— 2 (m + 1) und v^2 sind; daher liegen die 
Berührungspunkte der von einem Punkte an sie gezogenen Tangenten 
auf einer Kurve von der Ordnung 2 (m + 2), fOr die jener Punkt ein 
2(m + l)-facher ist. 

Ribaucour'sche Kurven treten auch bei der Losung mechanischer 
Probleme auf, wie folgendes Beispiel zeigen möge. Joh. Bernoulli 
hat vor etwa 200 Jahren folgende Frage aufgeworfen^): „In einer 
Yertikalebene eine Kurve zu finden, von der Art, daß, wenn ein 
Körper sie infolge seines Eigengewichtes frei durchlauft, er in allen 
ihren Punkten einen Druck auf sie ausübt, der gleich seinem abso- 
luten Gewichte ist.^' Es ist klar, daß der bewegte Punkt noch einer 
anderen Kraft unterworfen sein muß außer der Schwerkraft, da sonst 
die horizontale Gerade die einzige Kurve sein würde, die der Aufgabe 
genügt Wenn nun das Gesetz, dem der bewegte Körper unter- 
worfen ist, dies ist, daß die Kraft für alle Punkte der Kurve dieselbe 
ist, so heißt diese — wenn wir die Namengebung von B. Peirce^ 
benutzen — Barytrope, wenn aber der Druck konstant ist, Tauto- 
baryde. Die Aufgabe Bemoullis war kaum gestellt, als sie auch 

Wenn man nnn setzt 

^-«-Äi, «r-y-y^, «-29-91, 
so gehen diese über in 

«i-|^(9i-Bhi9i), yi-~(l-c08 9i), 

welches die kanonischen Gleichungen einer gemeinen Zykloide, erzeugt durch 
einen Kreis mit dem Badius -^i sind. 

1) Nouv. Corr. Math. Qnestion 208 (gelöst in IV, 1878, S. 66). Vgl. Besant, 
Notes on rcüUtUa and gUeettes, 2. Aufl. (Cambridge, 1890) S. 84. 

2) Anaieetes au Mimoires et Notes 9wr les diverses paaiies des nuUh^matigueSf 
4* Liyraison (Äthanes, 1871) S. 108 ff. 

8) 8. den S. 141 a. Aufsatz. 

4) NouY. Corr. Math. VI, 1880, S. 224—226. S. auch F. Morley, On a4;W- 
iabU cyetoidal and iroehoiddl ewrves (Amer. Jouxn. Mathem. XVI, 1894). 
6) Acta emd. Suppl. II, S. 291 ; Jöh, BemotOli opera I, S. 141. 
6) Ihysical and celestiäl Meehanics, S. 870. 
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schon die Aufmerksamkeit hochberühmter Geometer auf sich zog; wie 
des Marquis de l'Höpital, Yarignons und Eulers; P. Jullien^) 
und G. H. Müller^ haben die so erhaltenen Resultate, die weniger der 
Geometrie als der Mechanik angehören, zusammenfassend dargelegt. 
Letzterer hat dann insbesondere folgendes Problem eingehend behandelt: 
y^Es sind diejenigen ebenen Kurven zu bestimmen, auf denen sich ein 
materieller Punkt unter dem Einflüsse einer treibenden Kraft derart 
bewegt, daß das Verhältnis (n) zwischen dem durch die Krafb- 
komponente allein ausgeübten Drucke und dem Ton der Zentrifugal- 
kraft herrührenden ein bestimmtes sei/' Als Differentialgleichung der 
gesuchten Kurven findet sich 



die Kurven sind also, wie angegeben, Ribaucoursche Kurven. 

221. Das durch die Ribaucourschen Kurven gelöste Problem 
bietet eine unbestreitbare Analogie mit folgendem, zu Ende des 
18. Jahrhunderts von einem wenig bekannten Mitgliede der Petersburger 
Akademie behandelten'): „Eine Kurve von der Eigenschaft zu finden, 
daß das Verhältnis des Krümmungsradius R zu 8n ein konstantes 
(» ni) ist, wo 8n die Entfernung des Koordinatenan&ngs von dem 
Durchschnittspunkte der Tangente mit der Abszissenachse bedeutet.'^ 
Es läßt sich alsbald leicht lösen, wenn man als unabhängige Yariabele 
den Winkel 9 der Normalen mit der rc-Achse wählt; nennen wir, 
wie gewöhnlich, den Kurvenbogen 5, so haben wir 

dx ^ dS' sin 9, dy = ds- cos 9, fif^ = a: + J/ • ctg 9, 

■p ds dx 

dq> nntp'dfp^ 
daher lautet die Bedingung des Problems 

-^|^-fn(a: + yctg(|p), 

oder dx '=' m {x sin ip + y C09 q>)d<p (U) 

Dieser Ausdruck ist integrierbar, und liefert, wenn mit a die Inte- 
grationskonstante bezeichnet wird, 

0? + a — m (y sin 9 — rccos 9) (12) 

Eliminieren wir y aus (11) und (12), so erhalten wir 

äxBiatp — (x + a) cos 9 • dqp — mx • dq) 

oder dx — x ^^^ — — dtp ^a ctg q>'d^ (13) 

Setzt man nun — — — »^Tcosy ^ .j^. 

g Bin 9 ^' ^ ^ 

1) Prohlhnea de m^anique rationette I, S. 406. 

2) üeber barytrope wnd tautobaryde Curven (üiaa, Marburg, 1880). 

8) M. Platzmann, SoluHo problematis ex tneihodo tangenHum inversa (Acta 
Acad. Petrop. pro anno MDCCLXXXI, Pars II, Petropoli 1786). 
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80 hat man log i - «. log -j^^ + log ein q>, 

das heißt ^^ (i + ooB9r (15) 

Wegen Gleichung (14) aber wird (13) nnn zu 

daher ist XB » afsf ctg 9 • dq)\ 

also wegen (15) 

(1 4- COB <p)^ /•(! + cofl tp)^ COB <p , /•cofl w • ■in"*'"* 9 , ,, «. 

^^;£i^-V Bin-^s '^"V (i-coB^r ^^- • ^**^ 

Unter der Voraussetzung; daß m=^l, erhält man durch Integrieren, 
wenn man die Integrationskonstante mit b bezeichnet: 

x{l + COB y)"* ^ 1 Bin"*""^ y 1 flin"'+^ y , 

aBin"+*y ~*2(m-l) (i-coBy)"*-* «(w + 1) (i_ooByr+* 

oder, wenn wir mit c die willkürliche Eonstante ab bezeichnen, und 
dann (12) anwenden 

Bin"*+^ y , _ 1 — m COB y 
(1 + cos y)' 



/A I -^-_\m • in' — 1 



(1 + m cos y) sin"* y asiny 



(17) 



^ (l + cosyr «'-1 

Dies ist die analytische Darstellung der gesuchten Eurre, im Falle 
m ^B 1. Offenbar sind diese Euryen algebraisch oder nicht, je nach- 
dem m rational ist oder nicht; wenn m eine ganze Zahl, so sind sie 
außerdem rational 

In dem bis jetzt ausgeschlossenen Falle m -• 1 wird GL (16) 

Ä l-f-cosy r coBy*dy 1 | 8iny*dy 1 f dip 

a sin'y "\/ (1 — cos y) sin y "" 2^ 1 — cosy 2^fliny' 

wird integriert und die Integrationskonstante mit y- bezeichnet, so 
ergibt sich 

2« + a - c(l - cos 9) - a(l - cos 9) log jj^, ] 



und bei Anwendung der Gleichung (12) 



Biny 



. . (18) 



2y - c sin 9 + a(l - cos 9) - a sin9-log j-^p^^^^ 

Diese Gleichungen stellen die Eurre in dem jetzt betrachteten Falle 
dar; sie ist im allgemeinen transzendent. — Setzen wir im beson- 
deren a <— 0, so erhalten wir 

a; — c (1 — cos 9), y «" c sin 9; 

durch Elimination Ton 9 ergibt sich hieraus 

a^ + y^ — ex ^ 0, 

Loria, Eb«ne Karren, t. Aufl. II. 10 
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die Gleichung eines Ej'eises. Daß dieser sich unter den gesuchten 
Kurven befinden mußte , war Torauszusehen; daher ist dies nichts 
weiter als eine Bestätigung der Rechnung. — Ähnlicherweise verfahrt 
man im Falle m — — 1; die so entstehenden Kurven sind auch immer 
transzendent. 

Zum Schlüsse sei bemerkt: Wenn man in der von BernouUi 
(Nr. 219) gestellten Aufgabe, die durch die Ribaucour'schen Kurven gelost 
wird; an Stelle des Verhältnisses das Produkt aus dem Krümmungs- 
radius und der entsprechenden Normalen setzt, so erhalt man eine 
neue Art von Kurven, deren vollständige Bestimmung, die von 
G. Scheffers^) ausgeführt wurde, elliptische Integrale verlangt. 



Sechzehntes Kapitel. 

Die Spirale von Xorwieh oder Sturm und die Enlersche Kurve. 

222. Ein ziemlich allgemeines Problem, das zuerst von Jacob 
Riccati gelost wurde, ist folgendes: „Eine Kurve zu bestimmen, f&r 
welche der Ausdruck des Ej'ümmungsradius in einem beliebigen Punkte 
als Funktion des zugehörigen Radiusvektor gegeben ist'^') Dieses 
Problem ftlhrt zu einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, die 
durch eine Quadratur bei folgendem Verfahren integrierbar ist: Sind 
^, m die Polarkoordinaten und 22 -» 9 (^) der Krümmungsradius, so 
haben wir die Gleichung 

Man setze ^'»^— j), dann hat man 

ff ^ ^ «. ^ ^ « p^ 
^ dn* dQ dto ^dQ^ 

und daher wird die Gleichung (1) 

9(9) ^^^i^- ...... (2) 

Integriert man diese Gleichung, so erhält man p als Funktion von q 
und demnach ist, den gemachten Bestimmungen gemäß, 

" + «-/y ^^) 

1} Einführu/ng in die Theorie der Kurven in der Ebene und im Baume 

II. Aufl. (Leipzig, 1910) S. 186—148; Zusammenhang »wieehen der Abbildung eines 
Kreissylinders und den Rotationsfläehen konstanter Krümmung (Arch. Math. Phys. 

III. Reihe, VI, 1908). 

8) S. Soluziane generale del probUma inverso intomo a' raggi oscuUUori 
(Giom. de* Letterati d'Italia XI, Yenezia 1712). M. s. auch N. Fuß, Solutio 
problemaHs ex methodo iangenHum inversa (Nov. Acta Acad. Petrop. IV. 1788). 
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Nun setzen wir, um (2) zu integrieren, ^*="^> Q^ + P^^Vy 
V(9) '^ 9iV^)'^f{^)} ^uid wir können dann schreiben 

1 2 X dy 

— = 2 — 

f{x) <*«Vl/y 

demnach ist 



--'H-k) 



X 1 rdx 
Setzt man jetzt fQr x und y wieder ihre Werte ein, so findet man 

woraus, wenn man / ^^y «» ^ (^) — . c 

setzt, sich ergibt j, »^VEEME^l. 

Setzen wir in (3) f&r j> diesen Wert ein, so ergibt sich 

Dies ist die Polargleichung der Eurve^); aus dieser folgt nun, daß 

die natürliche Gleichung derselben ist Wenden wir nun die Formeln 
an (Tgl. Nr. 251), welche die Elemente R und s mit den entsprechenden 

der Evolute verknüpfen, nämlich iZj =» JS -^, 5^ — B, so erhalten wir 

Bi-A»-[^(s,)-c]» (6) 

als natürliche Gleichung der Evolute von (1). 

Mehr als ein Jahrhundert nach Biccati zog ein Spezialfall dieses 
Problems — der einfachste — die Aufmerksamkeit der Mathematiker 
auf sich, nämlich der Fall, daß der Krümmungsradius gleich dem 
Radiusvektor ist Von ihm spricht C. Sturm 1857 in einer Note 
zu seinem Ccurs d'andlyse*), daher der Name Sturm sehe Spirale, 
den man dieser Kurve beigelegt hat'); elf Jahre später beschäftigte 
sich J. Sylvester mit ihr während des 1868 zu Norwich abgehaltenen 
Kongresses der British Association for the Advancement of Science; 
daher der Name Spirale von Norwich, den man der Kurve gegeben 

1) Die Gl. (4) findet sich ohne Beweis im ü. Bd. des UebungsbwA Mum Studium 
der häheren Änalysis von 0. Schlömilch, 2. Anfl. (Leipzig, 1874) 8. 840. 

2) Vgl. 6. Anfl. (Paris, 1880) D, S. 106. 

8) Nicolaldes, Analectea ou Mimairea et Notee sur lee diverses partiea des 
matMmatiqueB, S. 186 (Äthanes, 1872). 

10» 
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hat^); ein Jahr daranf lieferte dieselbe Eorve Stoff zu einer Abliandlong 
von 0. Schlömilch.') — Die Polargleichong der neuen Eurye erhält 
man aus (4); wenn man 9 (^) ■=» ^ und demnach auch if(fi) ^ Q setzt; 
sie ist demnach ^ , . , 

nach Ausführung der angegebenen Integration ergibt sich dann 

a, + „.l/i?ZI_2arctg'|/^ .... (7) 
oder auch, wenn wir c » 2a setzen, 

© + a «»T/ ^~^ — 2 arc cosT/— (70 

Die natürliche Gleichung lautet dagegen 

y^, (8) 

oder, wenn man wieder c -• 2 a setzt, 



J2 + C1/2J2-C 
* S 



B + 2 

s -■ — ■ — 

8 



«t/?E« (8') 



Die natürliche Gleichung der Evolute hingegen ergibt sich, wenn 
man in GL (6) ijf (s^) — s^ setzt, und ist daher 

lli»-2c5i-c« (9) 

Schreiben wir diese in der Form 

JJ.*-2c(s,-|), 

so erkennt man (ygl. Nr. 211), daß diese eine gemeine Ereiseyolvente 
darstellt Die Spirale von Sturm ist demnach die Evolyente der Kreis- 
eyolyente, d. h. die zweite Eyolyente eines Kreises. Einen Teil 
der Eurye zeigt die Fig. 34 auf Taf. UI; die Eurye windet sich in 
schnell großer werdenden Windungen um den Ereis herum, ist sym- 
metrisch zur o;- Achse und hat auf dieser unzählig yiele Doppelpunkte. 
Wir wollen hier zugleich bemerken, daß die Gleichung (7') 
Ähnlichkeit mit folgender hat 



yMiT 



a 
2 



^ 1_ apc sin — ; (10) 

a Q 

die eine Eurye darstellt, die in der angewandten Mathematik yor- 
kommt, und die yon Sylyester'), weil sie durch Bollen eines 

1) Note on ihe suecessive evoltUe to a cireU (Phil. mag. 4. Ser. XXXVI, 1868); 
Outline trace of ihe Theary of reducible Cyclodes (Proc. London math. See. II, 
1869). 

2) Über eine Spirale (Zeitscbr. Math. PhjB. XIV, 1869). 
8) M. 8. die oben zitierten Aufsätze. 
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Kreises erzeugt werden kann, Eonyolute des Kreises^) genannt 
wurde. 

228. Wenn man die Polarkoordinaien q, od einer ebenen Kurve 
als Funktionen einer unabhängigen Yariabelen t ansieht und ihren 
Bogen mit s, ihren Krümmungsradius mit JR bezeichnet, so hat man, 
wie leicht zu beweisen ist, 

^ \dt)'^ \dt) dt ^ dt* dt "^^ dt dt* 

Wird im besonderen vorausgesetzt, daß man als Yariabele t den 
Badius vector q nimmt, so hat man 

j, [{"^y+'T (12-) 

Nennen wir nun den Winkel zwischen Tangente und Radius vector [i, 
nnd die Länge des vom Anfang auf die Tangente gefällten Lotes j>, 
80 haben wir , 

*8/*==C>^' p-^QBinii (13) 

und daher ist 



^ dg dp ^ ^^ dQ^^ dQ*^^ Uq) 



und infolgedessen i2»^~i. (14) 

Dieser eleganten Beziehung bediente sich Euler — in einer der 
Petersburger Akademie am 20. Aug. 1781 vorgelegten Abhandlung^ — 
um die Aufgabe zu lösen (von der wir die Lösung Riccatis in der 
vorigen Nummer dargelegt haben), nämlich „eine Kurve zu finden, bei 
welcher der Krümmungsradius in einem beliebigen Punkte eine Funktion 
des Abstandes jenes Punktes von einem festen Punkte isif*. Nehmen 
wir als Pol, so wird B eine Funktion von q sein, also 

Demnach gibt (14) p^C^l^. (15) 

1) Eb möge hier bemerkt werden, daß Barrow in seinen LecUones 
geometricae sich schon des Ansdrackes Eonvolnte, jedoch in einem gans 
anderen Sinne bedient hat: b. The mathematieai Works of J, Banmo ed. 
WheweU (Cambridge, 1860) 8. 295-^297. 

2) De eurvis, quarum radii oscuU tenent rcftionem dupUcatam distantiae a 
puncto fixo, earumque mirabüibue proprietatibus (Mäm. Acad. St. P^tersbourg, 
IX, 1824). 
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Da überdies der Winkel [i der Kathete p in dem rechtwinkligen 
Dreiecke y das q zur Hypotenuse hat, gegenüberliegt, so ist 

tg U -• -=M==zf 

und also wegen der ersten der Gleichungen (13) 

da p 



Setzen wir hierin für j) seinen Wert aus (15), so erhalten wir nach 
einer Integration /• ^ ^ 

'^ «,_r_^i?_ (16) 

and dies ist die aUgemeine Gleichnng der gesneliten Kurve. 

In dem einfachsten Falle, in welchem f(jf) — — , wird (15) zu 

fr 

p '^ IIQ + c, wo c eine Eonstante bedeutet; die GL (16) wird demnach 

09 SB ff ^ 9 

eine Quadratur, der elementar ausführbar ist.^) Wenn insbesondere 
c » 0, so hat man 



I* r^9 ** 1 p 1 — z — 



9 



weshalb die gesuchte Eurre eine loganthmische Spirale ist. 

Eomplizierter ist der Fall f^g) <— — , mit dem Euler sich befaßt 
hat; dann werden die Gleichungen (15), (16) zu 

^ /* alog^'dQ 

^-a/^-aiog^ G,-/ — , ; ,, • • a?) 

Diese Integration ist nicht ausführbar. Dennoch hat Euler gezeigt, 
wie man nichtsdestoweniger die erhaltene Eurve in ihre kleinsten 
Einzelheiten hinein diskutieren kann. Wir wollen ihm darin nicht 
folgen, sondern uns darauf beschranken, eine besondere Eigenschafi, 
die die Eulersche Eurve besitzt, anzuführen. Aus der GL (17) 

folgt 

, a log — , 

-3- — , femer ist j- — — ==-9 . (io) 



1) Daß diese Kurven ETolventen zyklischer Exuren sind, hat E. WOlffing 
in dem Anfsatze üeher eine besondere Kltuse transcendenter Kurven (Arch. Math. 
Phjs., III. Reihe lY, 1902) gezeigt. 
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daher d5 — a • d© — dyg^ — (a log -j 

und wenn integriert wird, 

s^a(D + 1/p*— (a log -] + Gonst. 



Nun gibt 1^^' — (alog— j die Projektion q des Radins yector auf 

die Tangente, also ist 

S'^a<D + q + Const., 
welche elegante Beziehung sich leicht in einem Satze aussprechen laßt 
Beachten wir schließlich, daß der Voraussetzung gemäß q <— VaR, 

und setzen wir 6 » — , so wird Gleichung (18) 



fi — Vö" 



— /*_ dB 

7 y.«-.(..,f)'' 



und dies ist die natürliche Gleichung der Eurye. 

Die Formeln (14)— (16) sind es, die man in der Begel herbeizuziehen 
hat, wenn es sidi um die Untersuchung solcher Kurven handelt, die 
durch eine Beziehung zwischen dem Krümmungsradius R und dem 
Abstände p der entsprechenden Tangente Ton einem festen Punkte 
definiert sind. Nehmen wir einmal an, daß diese Beziehung folgende sei 

JS-Äp", (19) 

wo h und n gegebene Konstanten sind. Wegen (14) kann man dann 
schreiben Q^dg-^kp^^dp, 

die integriert ergibt p* =- — tt J>* "^ ^ — c, (20) 

und zur Darstellung aller fraglichen Kurven dienen kann. Bire Evo- 
luten erfreuen sich einer eleganten Eigenschaft, die wir jetzt darlegen 
wollen^). Zu dem Zwecke beachten wir, daß aus den Beziehungen, 
welche die natürlichen Kurvenelemente R und s mit denen der Evo- 
lute verknüpfen (Nr. 251), sich ergibt, daß 

-^ IT- 

1) Sie bildet den Gegenstand der Question 498 der Ncuv, Ann. de M<Uh,, 
die 80 lautet: „P sei ein Funkt einer Kurve A, C das Erfimmungszentrom filr 
P, ein fester Punkt als Ausgangspunkt der Badienvektoren ; OD sei senk- 
recht zu CP und D der Schnittpunkt von CD mit dem Vektor PO bezw. seiner 
Verlängerung. Wenn der Krümmungsradius der Kurve A proportional einer be- 
liebigen Potenz n des von auf die Kurrentangente gefällten Lotes ist, so ist der 
Krfimmungsradius der Evolute von A, der dem Punkte Centspricht, gleich n'OD*^\ 
eine Lösung derselben, die von der im Texte gegebenen verschieden ist, findet 
sich im L Bd. (1862) der II. Reihe dieser Zeitschrift fS. 821 — 822); sie rührt von 
G. Sacchi her. 
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Nun kann man ans Gleichung (16) der Reihe nach ableiten: 

hieraus and aus (19) folgt 

Wenn man non darch das ErQmmnngszentram C eines beliebigen 
Korrenpanktes P die Parallele zur Tangente zieht, nnd deren Schnitt 
D mit dem Radius yector OP bestimmt, so hat man 

CD — JRctgf»; 
setzt man für R seinen Wert kp*, and fBr ctgft den Aosdrack 

y^EE, so kann man schreiben 

Folglich ist R^'^n- CD, 

welche Beziehnng die oben angedeutete elegante Eigenschaft aus- 
drückt und die Erflmmungsradien der Eyoluten aller durch die Glei- 
chung (19) dargestellter Kurven zu konstruieren lehrt, unter diesen 
befinden sich, wie wir hinzuf&gen wollen, viele uns schon bekannte 
Kurven; man erkennt dies, wenn man die Formeln (16) und (16) an- 
wendet, indem man berücksichtigt, daß nach Elimination von p aus 
(19) und (20) man erhalt 

weshalb man im vorliegenden Falle in diesen Formeln zu setzen hat 



Für n "- erhalt man ersichtlich einen Ejreis; für n ■■ 1 erhalt man, 
wenn h^l, der Reihe nach 

erinnern wir uns der Gleichung (14) auf S. 102, so sehen wir, daß, 

wenn wir hierin , 

r' L 1 1 

setzen, sie eine Epi- oder Hypozykloide darstellen. In dem aus- 
geschlossenen Falle, & — 1, hat man hingegen 

y — C'm •^ j •^-=^— ^ 8= YQr — c -f y — c arc sin ; 

setzen wir hierin c — — a^, so sieht man, daß die dargestellte Kurve 
eine Kreisevolvente ist. — Einige andere Kurven erhalt man, 
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indem man c « setzt nnd dem n yerschiedene Werte erteilt; wie 
wir knrz noch vermerken wollen: 
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Dem Leser überlassen wir es^ zu verifizieren; daß, wenn c =|» 0, f&r 
n -• — 3 die entsprechende Kurve ein zentrischer Kegelschnitt ist. 



Siebzehntes Kapitel. 
Die logarithmische Knrve nnd einige verwandte. 
224. Die Gleichung 

y ^i» ^log — (1) 

stellt bei Variation der Konstanten a (immer positiv vorausgesetzt, 
was erlaubt ist), b, B unendlich viele Kurven dar, von denen jede 
eine logarithmische Kurve oder Logistica genannt wird. Schreiben 
wir (1) in folgender Weise 

V 

(2) 



X ■- aJ5*, 



so sehen wir, dafi es anderseits berechtigt ist, sie mit dem von 
Leibniz und anderen gebrauchten Namen Exponentialkurve zu 
belegen.^) 

1) Man könnte angenscheinlich dieselben Namen den Kurven 

y BS ce*a 
geben, wo u der Winkel ist, welchen die Tangente mit der Abszissenachse 
bildet; solche Kurven besitzen mehrere bemerkenswerte geometrische und mecha- 
nische Eigenschaften, die £. Coliignon im Aufsätze Problhne de g^ometrie (Ass. 
fr. XXXII, 1904) ansfOhrlich erörtert hat. 
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Da die Logarithmen entdeckt wurden, als die grapliische Dar- 
stellang der Funktionen schon bekannt war, so maßte der Begriff der 
logarithmischen Kurve sowohl eine zeitgemäße als auch eine leichte Sache 
sein; kein Wunder daher, daß der Ursprung dieser Eurre nicht genau 
bestimmt ist. M. Cantor bemerkt bei dieser Gelegenheit, daß Huygens, 
der die schönsten Eigenschaften dieser Kurve entdeckt hat^), von ihr 
als einer schon bekannten Linie spricht'); und in der Tat erwähnt Mon- 
tucla*) ihr Vorkommen in dem Werke J. Gregorys, Oeametriae pars 
unwesrälis (Yenetiae, 1667), während E. Torricelli von ihr in einem 
Briefe an Michelangelo Ricci vom 24. Aug. 1644^) spricht — woselbst 
die kürzlich veröffentlichte^) Abhandlung De hemihyperhdla logarühmica 
zitiert wird — und schließlich lost sie eine von Debeaune 1638 
dem Descartes vorgelegte Aufgabe^. Es geht hieraus hervor, daß 
die Vaterschaft dieser Kurve eine ungewisse oder mehrfache ist; ab 
Geburtsdatum kann man aber das Dezennium 1635 — 1645 annehmen. 

Da B^e^^^ so kann Gleichung (2) auch geschrieben werden 

und man sieht, daß die wesentlichen Eonstanten in (1) und (2) nur 
zwei sind, und man kann daher immer annehmen, daß B^e sei. 
Wenn wir daher zugeben, daß nur die Neperschen Log^ithmen in 
Betracht kommen sollen, so können wir die (1) schreiben 

y-ftlogf; (3) 

demnach ist iL 

ir-ac». ^) (4) 

Aus den Gleichungen (3) und (4) folgt weiter, daß 

y'-l»), nnddaß ^^f - ^ (5) 

1) S. die Abh. De la catMe de lapesanteur^ gelesen vor der PariBei Akademie 
den 28. Angost 1669 und veröffentlicht 1690 als Anhang sun Traüi de la 
lumüre. 

2) Vorlesungen über Geschichte der Mathematik lU. (2. Aufl. Leipzig 1901) 
S. 282. 

8) Histoire des mathSmatiques, Nonv. ^d. II. (Paris, 1799) S. 86. 

4) G. Ghinassi, Lettere fin gui inedite di Evangelista TorriedU preeedute 
daUa Vita di lui (Faenza, 1864) S. 17. 

5) G. Loria, Le ricerche inedite di Evangelista Torriceüi sopra la eurva 
logaritmica (Bibl. math., 8. Ser. I, 1900). 

6) YgL auch eine Note y. P. Tannery im Interm^diaire VII, 1900, S. 94—96. 

7) Schreibt man die Gleichung (8) in der Form 

|-log- + log^, 

80 sieht man, daß die Annahme & — a nur einer besonderen Wahl des Eoordi- 
natenanfanges entspricht. 

8) Somit ist die Enrre der natürlichen Logarithmen (a ■■ 5 ■■ 1) dadurch aus- 
gezeichnet, daß sie die Abszissenachse unter einem Winikel von 46^ schneidet. 
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die Gleichung der Tangente im Punkte (x^ y) ist. Wenn wir hierin 
Z » setzen, so zeigt sich: Die Snbtiuigente in bezng anf die 
y-Achse ist bei der logaritbmiseben Enrve konstant, nämlich gleich h. 

Es ist dies — wie leicht zu zeigen — eine für diese Kurve 
charakteristische Eigenschaft, die zuerst von E.Torricelli und dann von 
Huygens^) bemerkt worden ist. Wenn man in (5) X und 7 als ge- 
geben ansieht, so zeigt sie: Die Berührungspunkte der Yon einem 
beliebigen Punkte an die logarithmische Kurve gezogenen Tangenten 
liegen auf einem Kegelschnitte, der durch jenen Punkt geht; folg- 
lich ist jede derartige Kurve eine panalgebraische Kurve, die einem 
System mit den Charakteristiken fi = l, v^\ angehürt 

Die Gleichung (4) liefert fQr y =» x^a, daher geht die Kurve 
immer durch den Punkt (a, 0) (s. Taf. IV, Fig. 36); sie zeigt femer, daß 
fflr fl;«=0 y-=±oo wird, je nachdem 6^0; außerdem folgt aus ihr 

y-'i^ y =-^>' yy --^' 

Hieraus ersieht man, daß 

yy" > 0, die Kurve also konvex gegen die o;- Achse ist, wenn y und h 

entgegengesetzte Vorzeichen haben; 
yy"<0, die Kurve konkav gegen die o;- Achse ist, wenn y und h 

dasselbe Vorzeichen haben. 
Je nach dem Vorzeichen von h hat also die Kurve einen kontinuier- 
lichen Zweig auf der positiven Seite der ^- Achse, entweder von der 
Gestalt a) oder V) in Fig. S6.') 

Wenn nun y jä + i 

ist, wo h und h ganze Zahlen sind, so liefert Gleichung (4) 

und wenn man nun, was ja natürlich ist, zulaßt, daß alle Punkte, 
deren Koordinaten die Fuiüi:tion f (rt;, y) zu Null machen, auch der 
Kurve f (rr, y) » angehören, so müßte man den Schluß ziehen, daß 
die logarithmische Linie auch eine Reihe diskontinuierlicher Punkte 
besäße, die sich in Abstanden befinden, die kleiner als eine beliebig 
gegebene Zahl sind. Diese würden also einen diskontinuierlichen 
punktierten Zweig bilden, der symmetrisch zu dem vorigen in bezug 

1) Die von Huygens bloß ausgesprochenen Theoreme wurden zuerst Yon 
G. Grandi 1701 bewiesen (Geometrica demonstratio theorenuxtum JSugeniorum circa 
h^ieam seu logarithmicam, Firenze) M. s. auch Q. Fontana, Sopra ü centro di 
gravita ddla logitUca finita od infinitamente lunga (Mem. Acc. Torino X u. XI). 

2) Die Unterscheidung dieser beiden F&lle wird im allgemeinen übersehen; 
daraus ergibt sich die Notwendigkeit, die Angabe in Salmon-Fiedler, Ancdyt. 
Geometrie d. höh. eb, Kurven (Leipzig, II. Aufl., 1882) S. 874 zu modifizieren. 
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anf Oy liegt (Fig. 36 c, d); ,,nnde Tides ciuTam Logarithmicam habere 
Buam comparentem nt ex. gr. Hyperbola^.^) 

Es ergibt sich dann weiter aus denselben Gleichungen 

T 7 

Xir 



j X'dy^ I ae^dy 






9o Vo 

Es yerhalten sieh also die Fliehen, gelegen zwischen der Kurve, 
der Asymptote und zwei Ordinalen, wie die Differenzen dieser Ordi- 
nalen, da sie durch das Produkt dieser Differenzen und der Sub- 
tangente gemessen werden^). Setzen wir z. B. voraus, daß & > sei 
und im speziellen x^^Qj y^^ oo, bo wird die rechte Seite der obigen 
Gleichung h X, folglich: Die zwischen der Kurve, der Asymptote und 
einer Abszisse gelegene unbegrenzte Fläche ist gleich der Hälfte des 
Rechtecks, welches diese Abszisse und die Subtangente zu Seiten hat 

Diese eleganten Sätze über die Quadratur rühren von Torricelli 
und Huygens her; auch mit Fragen über die Kubatur haben diese 
sich be&ßt und erhielten bemerkenswerte Resultate. 

Wenn die Flache zwischen Kurre, Asymptote und der zu y ge- 
hörenden Ordinate um die Asymptote rotiert, so erzeugt sie das Volumen 

d. h. ein Volumen gleich ^ desjenigen Kegels, der zur H8he die Sub- 
tangente und als Grundkreisradius jene Ordinate hat Lassen wir 
dieselbe Fläche um die Abszissenachse rotieren, so bekommen wir einen 
anderen Ausdruck U für das erzeugte Volumen; nehmen wir nämlich 
jene Ordinate als y-Achse, so sehen wir mittels teilweiser Integration, 
daß, wenn b> 0, jenes Volumen ausgedrückt wird durch 

ü - « fy^dx « «I (y>- 2yh + 6*) 6^|^- 2«a&*- 6 *'*^" 



« 



es ist also sechsmal so groß als der Kegel, dessen Hübe jene Or- 
dinate und dessen Grundkreisradius die Subtangente ist Aus den 

1) So schrieb Job. Bemonlli an Leibniz am 26. Mai 1712 (Leibniz ed. 
Gerhardt III S. 887) gelegentlich der berühmten Frage über die Existenz der 
negativen Zahlen. Über diese Frage s. m. anchW. Hejmann, Die Logairühmen 
negaUver Zahlen bei der Auflöeung iranezendenter Gleichungen (Zeitschr. math. 
ünterr. XXXn, 1901). G^egen die im Texte angenommene Auffassung wurde Ton 
£. Wolf fing (Wflrttemb. Mitt., II. Ueihe VI, 1904, S. 84) geltend gemacht, daß die 
Exponentialfunktion eine eindeutige Funktion ist; daher entsteht der punktierte 

. ?A±i ** 

Zweig aus einer Verwechselung der Funktion e ^ * mit der Funktion y e ^ ^ ^ "^ ^. 

2) S. auch Craig, The qmd/ratwre of logarühmic curve (PhiL Trans, n^ 242, 
1698). 
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beiden Torigen Sätzen ergibt sich durch eine zweimalige Anwendung 
der Pappns-Guldinschen Regel; daß der Schwerpunkt des ersteren 
Fläclienstficks (begrenzt yon der Kurve, Asymptote und der Ordinate) 
Ton der Asymptote einen Abstand gleicbi ein Viertel der Ordinate 
und yon der Ordinate den Abstand gleich der Subtangente hat 

Die Behtifikation der logarithmischen Kurve kann vermittelst Loga- 
rithmen aufgeführt werden. Dies hat der Marquis de THöpital in 
zwei Briefen, welche er den 26. Juli und den 10. September 1692 
an G. Huygens schrieb/) bemerkt; die bezügliche Bechnung wurde 
bald darauf mittels eines anderen Verfahrens durch Huygens') aus- 
geführt und von Cötes in seiner Harmonia mensurarum mitgeteilt 
(zugleich mit der Berechnung des durch Botation der Kurve um die 
Asymptote erzeugten Volumens): das so erhaltene Besultat kann man 
in eine bemerkenswert elegante Form bringen durch Einführung der 
hyperbolischen Funktionen.^) Ohne uns jedoch mit den Einzelheiten 
hierüber aufzuhalten, wollen wir einen beachtenswerten Satz betreffend 
die Bektifikation der logarithmischen Kurve beweisen.^) 

Bezeichnet 8 wie gewöhnlich den Bogen der Kurve (4), so findet 
man y 

daher & (« - y) = / dy ( ]/ j« + a*e~* — b) 

Um die Integration auszuführen, setzen wir 



Vh^ + aU^-h 



und erhalten 

/* hA-e 
s — y^l J, d0 = e — hlog (26 + 0) + Const, 

Integriert man nun, wenn & > 0, zwischen y ='0 und j^ => 00, oder 

1) OeuTres de Hujgens X (La Haye, 1905) 8. 806 iind 807; vgl. auch den 
Brief Tom 14. Dezember 1692, womit der Briefwechsel zwischen de THopital 
und Leibniz begann (Leibniz ed. Gerhardt n, S. 216). Betreffs anderer Fragen 
über dieselbe Kurve, welche Huygens und del'Hopital behandelt haben, sei 
anf den Aufsatz yon G. Loria Ottrve speciali nel carteggio di C. Huygens (Bibl. 
math., in Reihe, YU, 1906) verwiesen. 

2) Construetion d'un prohUme de giomürie: Trouver une ligne äroite igdU 
ä une portion donnde de ligne logarühmique (Hist. des Onvrages des Savants, 
Ferner 1698). 

8) Barsotti, Determincusione dd eentro di gravitä di aicwne Hnee piane, 
eoW U90 deUe fmziani iperboliche (Annali di Tortolini II, 1861). Vgl. Günther, 
Die Theorie der gewöhnlichen tmd verallgemeinerten HypethelfunkUonen (Halle a. S. 
1881) S.241. 

4) P. Fuß, Quantum differoit longiiudo arcus curvae ab asymptota, utraque 
in inJMtwn usque protensa, inquiritur (M^m. Acad. St. P^tersb. IX, 1824). 



258 Abschnitt VI: Transzendente Kurven. 

was dasselbe ist wegen der Torrorigen Gleichung, zwischen 
=■ ya* + 6* — & und ;» "- 0, so erhält man 

lim (s — y) =. yä* + V - 6 + 6 log 



Demnach strebt die Differenz zwischen einem Bogen der log. Enrve 
und seiner Projektion anf die Asymptote einem endlichen Grenz- 
werte zn, wenn der eine Endpunkt des Bogens sich unbegrenzt der 
Asymptote nShert. In dem speziellen Falle a — & — 1 liefert die 

Gleichung Um (a; - s) = ^2 - 1 + log -J— , 

wie zuerst P. FuB gefunden hat.^) 

Femer wollen wir bemerken^ daß man die Kurve leicht punkt- 
weise konstruieren kann. Setzt man nämlich in Gleichung (4) der 
Reihe nach ein y^y^ 2y^j Sy^, . . . . , ny^ und bezeichnet mit 
a;^, ic^, ic, .... a;^ die zugehörigen Werte von x, so erluUt man 

und daraus ergibt sich 

^n ^ 6 ' 

wenn man also den Punkt {x^^ y^ kennt, kann man die übrigen ver- 
mittels ähnlicher Dreiecke konstruieren.') 

Ist die log^ithmische Kurve konstruiert, so hat man damit einen 
Weg, auch andere Kurven zu zeichnen ; z. B. lassen die Gleichungen 
((3) in Nr. 215), durch welche wir die Debeauneschen Kurven dar- 
stellten, erkennen, daß diese konstruiert werden können, indem man 
die entsprechenden Ordinaten einer Geraden und einer Exponential- 
kurve addiert. Dasselbe kann man sagen in bezug auf die Visoria, 
eine durch die Gleichung 

W =» — X'\ log r 

dargestellte Kurve, welcher £. Saavedra begegnete'), indem er 
die folgende Aufgabe loste: „Die Form und die Größe der Stufen 
eines Amphitheaters zu bestimmen, damit alle Zuschauer einen be- 
stimmten Punkt des Saales klar sehen können.'' Ähnlich kann man 



1) Dasselbe Etesnltat scheint schon frfiher erhalten zn sein, nnd swar von 
Johann Albrecht, dem ältesten Sohne Leonhard Eulers; s. die Adversaria mathe^ 
mcOica, verOfifentlicht im I. Bande von L, Euleri Opera postutna mathematiea et 
physiea (Petropoli, 1868). 

2) Der Leser wird die Eonstraktion des Krflmmnngsmittelpnnktes der 
logarithmischen Kurve im § II des Aufsatzes von J. Sobotka, Zur infmUeHmälen 
Geometrie einiger Plankurven finden (Prager Ber. 1898). 

8) Anales de la construcHon y de la industria (Madrid 1886, S. 829—882). 
Einige Eigenschaften der Kurve wurden durch F. Gomes Teizeira (Obras V, 
S. 10—11) hervorgehoben. 
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BcUießlicli Earven erhalten^ deren Ordinaten die figarierten Zahlen 
darstellen;^) halten wir nämlich daran fest; daß in dem Ausdmcke 

a, m, p Eonstante seien, n aber variiere^ so erhalten wir die Karre 



zu der man offenbar gelangen kann durch Addition entsprechender 
Ordinaten einer logarithmischen und einer parabolischen Enrre. 

Stellen wir ans ein räumliches kartesisches Koordinatensystem 
Tor mit den drei zueinander senkrechten Achsen Ox^ Oy^ Ojs, und 
legen durch Ox eine beliebige Ebene ö, so können wir die Punkte 
derselben auf zwei Achsen, die als Anfangspunkt haben, beziehen, 
auf Od; als Abzissenachse und die Senkrechte in dazu als Ordinaten- 
achse. Sind nun x^, y^ die Eoordinaten eines Punktes P^ von 6, Xy y 
die des Punktes P, welcher die Orthogonalprojektion von P^ auf die 
^j^-Ebene ist, so haben wir 

x^x^y y — yi • cos a, 

wenn a der Winkel der Ebene 6 gegen die rry- Ebene ist. Betrachten 
wir jetzt in der Ebene 6 die Eurven mit den Gleichungen bzw. 

SO werden diese ab Projektionen die Eurven haben 

— a — log cos a + loff X» T-^ — =» log cos a + log 

Nun stellt die erste eine zur ursprünglichen gleiche Eurve dar, die 
zweite eine der entsprechenden affine, und somit schließen wir auf 
folgenden Doppelsatz: 

Die Projektion der logarithmischen Kurve auf eine jede Ebene, welche 

durch die Asymptote i f kongruente j 

eine zur Asymptote senkr. Achse 1 ^^^^ **^ ^^"® ^" l affine i ^^^^^' ^ 

1) Dm Problem, die Kurve zu finden, deren Ordinaten die Dreieckzahlen 
Bind, wurde in den Mdmoires de Trevoux vom September bis Oktober 1701 ge- 
stellt und ftlsbald von Carr^ gelöst {Histaire de VÄcad. RoycUe des Sciences^ 
Ann^e MDGGI) und dann Yon Fontenelle {EldmerUs de la geomärie de Vinfini, 
Paris 1787, Sect. Yll, Prop. II) für aUe Polygonalzahlen verallgemeinert. Die 
im Texte aufgeworfene allgemeine Frage wurde von Girolamo und Giuseppe 
Rinaldis behandelt in Sctggio di una nuova teoria dei nutneri figurati (Raccolta di 
opnscoli scientifici e filologici. XXXYIII, 1748; vgl. G. Loria, Ahh. zur Gesch. 
der Maihem. IX. Heft, 1899, 8. 266). 

2) Dem Verfasser brieflich mitgeteilt (1901) von Oberlehrer J.Finsterbusch 
in Zwickau. 
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Exkurs Aber eine allgemeine Anfgabe.^) Der letzte Satz fahrt auf 
das folgende 

Problem. Gegeben seien zwei sich sehneidende Ebenen; es 
sollen in der ersten Ebene alle Kurven ermittelt werden, welche sich 
durch beliebig festgelegte Parallelprojektion auf die zweite. Ebene 
ohne Änderung ihrer Gestalt abbilden. 

Es stelle (Taf. lY, Fig. 37) das Rechteck MNOP die erste Ebene, das 
Rechteck M^N^OP die Projektionsebene, OP die Spur beider Ebenen 
vor. M^, N^ seien die orthogonalen Projektionen der Punkte M, N 
auf die Projektionsebene, so daß «^ MOM^ =- -^ NPN^ — o der 
Neigungswinkel beider Ebenen ist. Die Kurven der ersten Ebene 
(Hauptebene) mögen in einem orthogonalen Koordinatensystem der j:, p 
betrachtet werden, dessen j:-Achse in die Spur beider Ebenen fallt; 
sei der Nullpunkt des Systems, OP die positive £- Achse, OM die 
positive ^- Achse. Die Kurven in der Projektionsebene werden auf 
dasjenige orthogonale System der x, y bezogen, welches die orthogonale 
Projektion des (^9) Systems auf die zweite Ebene ist; dieses System 
hat also wieder zum Nullpunkt, und die Spur zur n;-AchBe; OP sei 
die positive rt;- Achse, OM^ die positive y- Achse. Ist nun 9((£, 9) 
irgend ein Punkt in der Hauptebene MNOPy so sei — fOr schief- 
winklige Parallelprojektion — der Punkt A (xy) die Projektion von 
?[(E t)) auf Jf 1 jVi OP. Der projizierende Strahl p = %A treffe die Ebene 
M^N^ OP unter dem Neigongswinkel -^ %AB = ^, und seine Orlho- 
gonalprojektion AB auf die Ebene M^N^OP schließe mit der posi- 
tiven Richtung OP der Spur den -^ DAB ^ q) ein. Bei dieser so 
vorgegebenen schiefwinkligen Parallelprojektion sind alsdann fQr alle 
möglichen Strahlen ^A die Winkel d" und q> zwei vorgegebene Kon- 
stauten. Die Koordinaten Xy y von A werden dann durch die Koor- 
dinaten £^ t) von %L wie folgt ausgedrückt: 

wobei c « sin m - cotg d' • cos 9 

c' ■= cos CD — sin CD • cotg d" - siaq> 

zur Abkürzung gesetzt ist. Diese Formeln (6) geben bei der durch 
die Konstanten d-^ 9 eindeutig fixierten Parallelprojektion die Relationen 
zwischen den Koordinaten projektiv zugeordneter Punkte {i\)) und (xy). 
Dabeiist ^,^Q ^g,^ 

festzusetzen; denn ist c'-" 0, so sind die projizierenden Parallelstrahlen 
der Hauptebene MNOP parallel, was hier auszuschließen ist. 

1) Besmn^ einer Abhandlung von M. £. Bnickardt, Allgemeine Bestimmung 
derjenigen Kurven, weiche ähnlid^e (kongruente) Projeiktianskurven beeitgen^ die im 
Arch. Math. Phys. demnächst yerOffentlicht weiden wird. 



(6) 
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Es sei (in Parameterdarstellnng) 

i~F(t), 9-ö(*) (7) 

irgendeine die Aufgabe lösende Enrve, wobei t den variablen Para- 
meter bezeichnet; alsdann wird den Formeln (6) zufolge die Projektions- 
kurve der Kurve *(7) in Beziehung auf das (xy) System analytisch 
vermerkt durch 

x = F(t)^cG{tl y-c'G(T) (8) 

Gleiche Werte des Parameters r in (7) und (8) liefern projektiv zu- 
geordnete Punkte (it)) und (xy). Soll jetzt die Projektionskurve (8) 
eine der Kurve (7) ähnliche Kurve sein, so muB in der Ebene 
M^N^OP ein ganz bestimmtes Koordinatensystem der i, ri existieren, 
in bezug auf welches die Kurve (8) genau dieselbe Lage hat, wie die 
Kurve (7) in MNOP zum (f^) System, so daß folglich in Beziehung 
auf dieses besondere (I17) System die Kurve (8) analytisch vermerkbar wird 

dnrch i-»m, n'*G{6), (9) 

wo X eine Konstante (den Ähnlichkeitsfaktor), und 6 den Parameter 
bezeichnet. Gleiche Werte von r und 6 in (7) und (8) liefern in 
Hinsicht auf die Ähnlichkeit der beiden Kurven homologe Punkte (jr^) 
und (S17); solche homologe Punkte sind aber im allgemeinen nicht 
mehr auch projektiv zugeordnet. Nun seien a, h^-^A die Daten des 
soeben definierten (^17) Systems fQr dessen Lagebestimmung im {xy) 
System, dann gelten die Gleichungen 



und umgekehrt 

l^a^-k-yx — ay 



y « cos A==c 

Ol ="— ya + ah 
b^^ — aa — yb 



(10) 



(11) 



Setzt man die Ausdrücke (8), (9) in die Gleichungen (10) ein, so 
resultieren die Funktionalgleichungen 

^/ V -^z V * ^, N [ a = — sin -^, y =» cos -^ ) 

xF{fj)^a, + yF(t)-\'dG(r) I .5* A no^ 

Man hat folglich einerseits die Funktionen F und Cr, sowie ander- 
seits den Parameter ö als Funktion von t, also 6 » f{r\ so aufzufinden, 
daß dabei die Gleichungen (12) identisch erfüllt werden. Der Her- 
leitung gemäß liefert dann diese Gleichung 

die B.elation, welche zwischen solchen Parameterwerten ö, x besteht, 
denen projektiv zugeordnete Punkte (I17) und (^Q) der beiden ähnlichen 
Kurven (9) und (7) entsprechen. 

Lori», Ebene Kurven. S. Anfl. TL 11 
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Maa übersieht, daß die Auflösnng des Systems (12) (theoretisch 
wenigstens) nicht nnr anf eine, sondern auf mannigfache Weisen möglich 
sein wird. Denn nimmt man z. B. für 6 irgendeine bestimmte Funktion 
von t vorweg an, so werden im allgemeinen erst nach einer solchen 
Festsetzung die beiden Funktionen F und G dur^h die beiden Glei- 
chungen (12) bestimmt sein. Dabei ist ffir die weitere Analyse der 
Gleichungen (12) die Tatsache zu beachten, daß bei Parameter- 
darstellung (7) 

j - F{t), 9 « G(r) 

einer ebenen Kurve entweder die eine der beiden Funktionen F, G 
beliebig fesi^esetzt, oder daß eine irgendwie zweckmäßige Beziehung 
zwischen F(t) und G{t) vorgeschrieben werden kann. Nimmt man 
demgemäß z. B. für F eine bestimmte Funktion an, so wird durch 
die beiden Gleichungen (12) im allgemeinen sowohl die Funktion G, 
als auch 6 als Funktion von t bestimmt sein. 

Zunächst werde der folgende leicht zu beweisende Satz hervor- 
gehoben: 

Die Aufgabe hat die Eigenart, daß durch Snperposition zweier 
(oder mehrerer) partikularer LSsongen wiederum eine partikulare 
LSsung der Angabe hervorgeht Es seien nämlich 

E-J'(t), 9-6?(t) (Ä) 

zwei partikulare Losungen in der Art, daß bei beiden die geometrischen 
Daten x, o, d', 9^, A bezüglich übereinstimmen, und daß beidemal auch 
a genau dieselbe Funktion von r sei, daß aber der Nullpunkt des 
(irf) Systems im {xy) System bei der Lösung {Ä) der Punkt (ab), 
bei der Losung (B) jedoch der Punkt (a'Z)') sei. Alsdann ist (unter 
ly II zwei unbestimmte Multiplikatoren verstanden) die durch die 
Snperposition 

9, = At,-^^9,-AÖ(T) + ^öi(T)) • • • • CW 

gebildete Kurve (C) ebenfalls eine partikuläre Losung der Aufgabe, 

bei welcher x, m, d', (p, A dieselben Werte haben wie bei {Ä) und 

(J?), während der Nullpunkt (a"6") des (|iy) Systems im {xy) System 

sich durch 

a"-Aa + /[ta', &" = A6 -f ^6' . . . . (D; 

bestimmt, d. h. der Punkt (a"6") ist aus {ab) und (a'6') superponiert. 
Bei der Analyse der Gleichungen ( 1 2) muß man die nötigen Trans- 
formationen nach Möglichkeit so einzurichten suchen, daß die auf solche 
Weise zu gewinnenden Resultate Geltung haben bei ganz beliebiger 
Vorgabe der sieben geometrischen Daten 

X, o, -O", ^>, Aj a, b 
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des Problems. Nur so kann -man sicher sein, wirklich alle Eorven 
ohne jede Ausnahme aufzufinden, welche die geforderte Eigenschaft 
besitzen. Halten wir diesen Gesichtspunkt fest, so wird sich nun aber 
zeigen, daß es nicht möglich ist, die allgemeine Lösung der Aufgabe 
durch ein einziges allumfassendes Formelsystem 

ZU geben. Vielmehr gabelt sich — bei ganz beliebiger Vorgabe der 
sechs Daten m, d', (p, A, a, b, — die Analyse der Gleichungen (12) 
in «die beiden gesondert zu behandelnden Falle 



«^i(/' + y±^*) 



1 



f wo hier und im folgenden 

J ~. (ß - yy + 4tt8. 



Tatsachlich zeigt sich dann an den finalen Resultaten, daß die Kurven, 

für welche x — yfj8 + y±^*j ist, von etwas anderem analytischen 

Charakter sind als die ersteren. 

Allgemeine LSsnng der Aufgabe unter der Annahme, daß x, o, 
d, q>, Ä, a, b gem&ß den Bedingungen 

vorgegeben sind. 

Bei beliebiger Vorgabe der sieben Daten x, (Of d', q), A, a, b 
wurde die allgemeine Lösung 

E - JP(t), \) - G{t) 

der Aufgabe geliefert durch Auflösung der Gleichungen (12), nämlich 

a "— — sin -df — — 5, y ■=» cos A^c 
j8 — SC + cc', d — - cc + sc' 
c OB sin CD cotg d' cos fp 
d ra cos CD — sin d cotg <& sin 9? 
Ol — — ya + ab, ftj — — «a — yb,. 

Man fahre statt der Funktionen F(t), G(t) durch die Gleichungen 

j-J?'(T)=-^ + gf(T), 9-ö(t)-J? + ®(t) • . (13) 

die Funktionen $(r), &(t) ein, welche sich von ersteren nur um 
additive Eonstanten J., B unterscheiden. Durch (18) erhält man 
aus (12*) 

X g(T) - (y - x) ^ + d -B + ai + y ^(t) + 8 ® (t) 

X ®(t)- a ^ + 08 - x) B + 61 + « g(r)+ j8 ®(t), 

11* 



xF(r)'-ai+ yF(x)+ 8G(t) 
xG(6)'^ \+ aF(t)+ ß G(t)^^ ^ 



(12*) 



(14) 



164 



Abschnitt VI: Tianszendente Earren. 



d. h. es resultieren die Qleicliungen 






wenn die Eonstanten Ä, B den Bedingungen 

a J. + (/J-x)JB+6i-0J 
gemäfi bestimmt werden^ nämlich: 

^ N N 

Tj gfl^+(x-y)6t %8a + {l-%e)b 
^ N N ' 

wobei der Nenner N der Ausdruck 
ist, und folglich 



(15') 



(16) 



»^i(ß + r±^') 



(16') 



festzusetzen ist, damit N nicht verschwindet 

Hiermit sind für den Fall (16') die Gleichungen (12*) auf (15) zu- 
rückgeführt. Hinsichtlich der Auflösung des Systems (15) aber sind 
genau dieselben Bemerkungen am Platze, welche Seite 161 über das 
System (12) zu machen waren. Die allgemeine Lösung der Gleichung 
(12) läßt sich in einfachster Weise geben, wenn man den Quotienten 

=i4 niit dem Parameter r identifiziert, d. h. die beiden Funktionen 

%(t)f und @(t) an die Gleichung 

(81 (t) 



»W 



— t 



(17) 



bindet. Denn alsdann resultiert durch Division der beiden Gleichungen 
(15) die Gleichung 

l&J wä> a^o ™»* Röcksicht auf (17) 



7 + « 






(ß) 



,_« + ßT 

r + dt' 

womit 6 in Form einer linear gebrochenen Funktion von r bestimmt 
ist, während anderseits jede der beiden Gleichungen (16) in die eine 
Funktionalgleichung 

5(*) - i (y + **) g(*) {"-j^- ' • • (^*> 
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übergeht. Damit ist das folgende erste allgemeine Resultat erreicht: 
Werden die sieben Daten x, a, ^, (p, A, a, b beliebige doch so 
▼orgegeben, daß die Ungleichung 

statthat, so wird die Aufgabe allgemein gelöst durch jede Kurve 
insofern f^(r) jede Funktion bezeichnet, welche die Funktionalgleichung 

befriedigt; dabei haben die Konstanten J., B, a, ß, y, d, die unter 
(16), (17) angegebene Bedeutung. 
Man findet 

|8y-a*-c':^0 (vergleiche 6'), . • - • (20) 

woraus sich ergibt, daß die lineare Substitution (t^ ~xf~) ^^^^ 

existent ist. 

Das vorige Resultat verlangt die Aufßndung aller die Funktional- 

gle.chnBg g(^)_i(y_^,^)C5(^) (*-7t55- • • • ^^^^ 

auflosenden Funktionen $(t). Im Spezialfälle d — sind die $(t) 
automorphe Funktionen; aber auch im Falle 

*^0 . (22) 

sind die ^(t) auf automorphe Funktionen zurückfQhrbar. Multipliziert 
man nämlich (19) mit 6, so erhält man 

«5W-i(« + /»*)3f(*) (23) 

und weiter, wenn man von (23) die mit einer beliebigen Kon- 
stanten l multiplizierte Gleichung (21) subtrahiert, 

oder (<T - i)g(.) - ^ (r - Il^J-*) g(.); 
d. h. man erhält 

(6 - Xmx) -^{x- X)%{x) (wo 6 - ^5-3, . (24) 

sobald man die freiverfügbare Konstante X an die Bestimmung 

~^i^-A, d. h. an di«-(/J-y)A-a-0 • • (25) 

bindet. Die letzte Gleichung liefert 
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d. h. man erhalt 

1 »- S3; resp. « 9(, indem (wie stets im folgenden) 

«== ^(^ - y - j^)f 85 «^(/J -r + ^^) bezeichnet wird. 



(26") 



Fahrt man jetzt in (21) an Stelle von %{t) die Funktion 

^(»)-(T-i)2r(T) (26) 

ein, so resaltiert ffir Ä(t) die Fonktionalgleichnng 

^(^3-Cr^(r), woCf-^. ... (27) 

Hiermit sind die Funktionen %{t) der Gleichung (21) auf wohl- 
studierte Funktionen zurückgeführt, und findet man nunmehr [indem 
X — S[ (vergleiche (25")) gesetzt wird] den folgenden Satz: 

«Werden die sieben Daten x, o, d', q>, A^ a, b beliebig, doch 
mit Einhaltung der drei Bedingungen 

vorgegeben, so werden sämtliche die Aufgabe losenden Kurven an- 
gegeben durch die Formeln 

j-5(.).^ + ^, ^-ö(.)-B+;-^, . . (J) 

in welchen t den variablen Parameter bezeichnet, und A(t) jede 
Funktion vorstellt, welche die Funktionalgleichung 

löst; dabei sind Ä^ B, fi, C, a, ß, y, S die folgenden Fonktionen 
der sieben Daten: 

j (c' — »c) g + (c — *s) b jf *sa-\-(l—xe)b 

a = — sin -^ =» — 5, y — cos ^ — c, j8 — sc + cc', d — — cc + sc', 
C >— sin o cotg <& cos tp, c' -* cos cd — sin o cotg d' sin ip. 
Der Parameter r hat die einfache geometrische Bedeutung 

Die der Kurve (/) ähnliche Projektionskurve wird in bezug auf das 
U^) System analytisch durch 
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in der Art dargestellt, daß je zwei Punkte {Irj), (£^) projektiv zu- 
geordnet sind, sobald die zugehörigen Parameter 6y t die Relation 

einhalten; die lineare Substitution It^y "xS^ J ^^^ ^^^ existent, da 

/Jy - a* = c' ^ ist 

Aus dieser independenten Parameterdarstellung (/) der Koordinaten 
£, 9 der Kurve folgt die direkte Gleichung zwischen ^ und ^ 

^-B-a(j-^)-^(|^, .... {UT) 

und aus letzterer erhalt man im System derjenigen Polarkoordinaten 
r, *, dessen Pol im (j^) System der Punkt (j — -4, ^ ■= JB), und 
dessen Anfang^strahl llb -» mit der Spur beider Ebenen parallel 
lauft und mit der Achse der positiven ^ gleichgerichtet ist, die 
Kiurengleichung ^(tgtf) (j^ 

"" ßin* — Äcos*' 

welche den Radiusvektor r der Kurve als explizite Funktion der 
Amplitude 9 unmittelbar Uefert. Das dem (r, 9) -System in der 
Projektionsebene entsprechende Polarkoordinatensystem der (», 9 hat 
zum Pol den Punkt (^ » x J., ri » xJB), und der Anfiang^strahl 9 » 
ist mit der Achse der positiven | gleichgerichtet. In diesem ((», 9)- 
System hat die Projektionskurve der Kurve {IV) die Gleichung 

%A{igB) /jp^fN 

^ sine-acose' ^ ^ 

und für projektiv zugeordnete Punkte ((», 9), (r, 9) der beiden Kurven 
(JF'), (J^F) gilt [entsprechend 6 — T^ bei der Parameterdar- 
stellung] die Relation 

_«+|ltg* 

^ y + *tg* 

Es ist leicht, die Gleichungen (1) an den Gleichungen (12) zu 
verifizieren. Die im vorigen Satze zusammengestellten Resultate sind 
die finalen jedoch nur ffir den Fall, wo die Diskriminante 

^ « (|8 - y)« + 4a* 
eine positive Große isi Denn liegt anderseits 

vor, so erscheinen die Auflösungsformeln (/) 

in imi^^rer Form, indem erstens Ä = g^l/J — y — i (— ^)* 1, und 
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zweitens die durch {II) definierte automorphe Funktion Ä(t) eben£Etlls 
ein komplex imaginärer Ausdruck J.(t; i) wird. Es liefern fo^lich im 
Fall ^ < die Formeln (/) nur dann wirklich Emren des Problems, 
wenn es gelingt, die durch (JJ) definierte automorphe Funktion J.(t; i) 

gerade so zu bestimmen, daß _'^ ein (für reale Werte von r) realer 
Ausdruck wird. 

Diese zunächst schwer erscheinende Frage erledigt sich nun über- 
raschend einfach, wenn man den Satz (a. S. 162) über die Bildung neuer 
LSsungen aus bekannten dureh Superposition mit zu Hilfe nimmt. 
Es liefern nämlich die Formeln (I, II) fiir jede spezielle Funktion A(t\ 
welche man gerade benutzen will, immer gleich zwei Emren, da 
man ja den Wert der in 

.i.grfi«.d«i ™«w<rtg«. Om. J ^ «xi.™ l„t Liegt .». 
^ < Tor, so notiere man die Foraeln (I, II) zweimal, indem man 

dabei beide Werte Ton ^' in Eyidenz setzt, nämlich erstens 

£i — -a + Tirg-' 9i — -D + y_g » . . . . w 

wo a-^(/}_y_^i^)-^(/J-y_,(_^)«): 

nnd ^(5+^,i).£±H_iiz_^i^(,;,),. . . . («r) 

nnd zweitens je, — J. + ^^2« > ^ "" -^ + * __« ' • • • W 
wo»-^(/J-y + ^^)-^(/J-y+*(- ^)'»') [vergleiche 27"], nnd 

Zur Unterscheidung dieser beiden Lösungen (a\ (&) sind die Koor- 
dinaten mit Indizes y ersehen; der zu J.(t; i) konjugiert komplexe Aus- 
druck J(r;— «) löst offenbar die Gleichung (&'), sobald A{x\i) die 
Gleichung (a') löst. Der erste der a. S. 162 angegebenen Sätze ist 
auf die Lösungen (a), (&) anwendbar, und es resultiert durch die 
Superposition beider [indem die darin auftretenden Multiplikatoren 

X, II gleich — gesetzt werden] die folgende reale Lösung der Aufgabe: 

WO das Zeichen 8t bedeuten soll, daß der reale Teil des 
komplexen Ausdrucks _ *^ zu nehmen ist. 
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Diese so für z/ < erhaltene Lösung (c) stellt nunmehr eine 
reelle Kurve yor. Dabei haben die sieben Daten x, (o, d', (p, A^ 
a, b wieder genan dieselben Werte^ welche ihnen bezüglich bei 
AaÜBtellong der Formeln {a), {h) erteilt wurden^ denn aus den 
Formeln (D) (S. 162) 

ergeben sich im yorliegenden Falle, wegen a' ^ a, &' » & [in den 

Formeln (&)], und wegen k^fi^—, auch für a", 6" wieder die 

Werte a" - a, 6" — b. 

Man übersieht leicht, daß man im Falle z/ < auf die an- 
gegebene Weise (c) auch wirklich zu sämtlichen real existenten 
Kurven des Problems gelangt, insofern Ä(t] i) jede Lösung yon (a') 
yorstellt Aus (c) lassen sich wieder leicht die den Gleichungen (III), 
{IV) entsprechenden herleiten; man erhält das folgende finale Resultat: 
Werden die sieben Daten x, cd, a*, % Ä, a, b beliebig, jedoch mit 
Einhaltung der drei Bedingungen 

vorgegeben, und liegt dabei 

yor, so werden sämtliche die Aufgabe lösenden Kurven durch die 
folgenden Formeln bestimmt: 

WO das Zeichen R bedeuten soll „realer Teil von". J 

Der variable Parameter r hat wieder die einfache geometrische 
Bedeutung ^ ^ 

t i" • 

Ä (t; i) stellt jede Funktion vor, welehe die Fnnktionalgleiclinng 

iSsi Der Znsammenhang zwischen den OrSßen Ä, B^ H, a, ß, y^ d 
und den sieben Daten x, o, #, 9, A^ a, b wird vermittelt durch die 
Relationen 

«=-^(/J-y-»(-^A A^(ß^yy + 4ad [negativ], 

« — — sin ^ = — 5, y «= cos ^ = c, ß^8C + cc', d = — cc + sc'; 
C — sin (D cotg d' cos 9, c' -" cos cd — sin cd • cotg 'd' • sin 9. 
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Die der Knrve (7) ähnliche Projektionskiirye wird im (£, ij) System 

*"* j_.(^+«[^^]), ,_.(B+.«[4<:^]) . OT 

in der Art dargestellt, daß je zwei Pnnkte {l,fi)f (i, 9) der beiden 
Knrven {!'), (7) projektiv angeordnet sind, sobald die zngehSrigen 
Parameterwerte 6,t an die Relation 

^^cc + ßt 
Y + dr 

gebnnden werden. Ans (I) folgt dnrch Elimination von r 
nnd analog für die Projektionsknrve ans (!') 









1, (Jil') 



während (bei dieser Elimination von c resp. r) die Relation 

"^ T+di ^^ £3^" ^^ti^B ^^^^S^^^ 

Betrachtet man die Knrve (277) wieder im System derjenigen Polar- 
koordinaten r, 9y dessen Pol im (ft|)- System der Pnnkt {i — A^ 
9 » B) ist, nnd dessen Anfangsstrahl = mit der Acluse der 
positiven i parallel nnd gleichgerichtet ist, so ist £ — ^ »- r cos 9, 
9 — JB — r sin (& in (777) einznsetzen, nnd man erhält die explizite 

Kurvengleichwig ^ „ « r_^lM*riL_l (IV) 

[ sin <ß — 81 cos ^J 

Dem (rd>)- System entspricht in der Projektionsebene das (^9)- 
System, dessen Pol im (^ij) System der Pnnkt (S — xA^ i} »x£) ist, 
nnd dessen Anfkngsstrahl 9s mit der Achse der positiven % 
parallel nnd gleichgerichtet ist, so daß § — x J. »- p cos 9, 
1) — X B s 9 sin 9 zn setzen ist; das liefert ans (777') für die 
Projektionsknrve die Oleichnng 

n^xgtr ^(^^-^'^ 1 {ir) 

^ **^LBine-acoseJ' ^ ^ 

projektiv zngeordnete Pnnkte (r«), {gB) der beiden Kurven (7F), 
(7F0 sind an die Relation 

gebnnden. 
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Nunmehr werde das für den Fall x ^ö^v/S + y ± -^*) gültige all- 
gemeine Resultat S. 169 anch für den speziellen Fall weitergeführt^ 
wo * - Torliegt Alsdann wird 

jiß ■¥ y ± ^^ - j[ß + y ±(ß - y)]- ß, resp y; 
d. h. die beiden obigen Bedingungen sind alsdann die folgenden 

Demnach ist jetzt die Aufgabe für den 
besondeni Fall ,_o, x^ß, x^y 

zn behandehi. Schreibt man Ä(t) statt ^(t), indem für d » bereits 
^{t) ab automorphe Funktion definiert ist^ so lautet für diesen Fall 
unser erstes allgemeines Resultat (S. 166): 

Werden die sieben geometrischen Daten x, o, #, 9, ^, a, 6 unter 
Einhaltung der drei Festsetzungen 

<J-0, x^ß, x^y 

irgendwie vorgegeben, so wird die Aufgabe allgemein gelSst durch 
j^e Kurve 

wo A(t) jede Funktion vorstellt, welche die Gleichung 

befriedigt Dabei gelten die Relationen 

a «= — sin -^ «=■ — 5, y — cos ^ — c, ß^sc + et', d = — sc + sc' — 0, 
c — sin (D • cotg <& • cos g>, c' = cos o — sin cd • cotg 'd' • sin 97. 

Die der Kurve (J) ähnliche Projektionskurve wird in bezug auf das 

(S 12) -System durch 

i^x[Ä + Ait)l r,^x[B + 6Ä(t)] . . . (i') 

dargestellt; zwei Punkte (irf), (m) der beiden Kurven (P), (i) sind 
projektiv zugeordnet, sobald zwischen den zugehSrigen Parameter- 
werten 6, t die Relation 

y y 
besteht Aus der direkten Oleichung zwischen % und t| 

,-A-Ä(i=^ (111) 



(ir) 
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ergibt sich [durch j — -4. = f cos #, 9 — B = r sin *] die Polargleichnng 

^^ A(tg^) /jj^x 

COB ^ 

der Kurve (1,111) im (r9) System. Ans der direkten Gleichnng 
zwischen § nnd rt . „, 

6-«4 = «^(|^ (Ili') 

ergibt sich [dnrch § ~ x-4 — p cos ö, iy — « £ = ^ sin ®] die Polar- 
gleichung ^(t^^) 

^ COB B 

der Projektionsknrve im (p9) System, in der Art, daß projektiv 
zugeordnete Punkte (p©), (r*) der beiden Kurven {IV^), {IV) an 
die Relation o 

gebunden sind. 

Die einfachsten Kurven mit der geforderten Eigenschaft sind offenbar 
diejenigen^ bei welchen Ä{x) sich auf eine bloße Konstante reduziert, 
oder eine rationale Funktion von x ist; dem entspricht dann eine 
gewisse Klasse algebraischer Kurven vom Oeschlechte 0. 

225. Ebenso wie die trigonometrischen Kurven zur Betrachtung 
der hypertrigonometrischen (S. 16) fährten, so wurde man auch von 
der logarithmischen Kurve zur Betrachtung anderer ähnlicher oder 
komplizierterer geführt; solche sind z. B. die mit den Gleichungen 



a 



die 0. Schlömilch betrachtet hat, wobei er die erste die reziproke 
logarithmische Linie, die zweite die logarithmische Lemnis- 
kate benannte^); auch gehören hierher die durch Job. Bernoulli^ 
betrachteten Kurven 

icy = a, af '^aVy sf + (xf ^o&f + y. 
Dann die Wahrscheinlichkeitskurve') 

deren SpezialfaU v"^^^ («»>0) 

y =- c"* sowie die verwandte y = e"" ' > 
bei der Bestimmung der relativen Häufigkeit eines Fehlers die 

1) Übvmgsbuch zum Studium der höheren Änahfsis, I. Bd., 6. Aofl. (Leipzig, 
1904) S. 117. 

8) Principia ctilculi eocpanenttalium seu percurrentium (Acta Emd. 1697 oder 
Opera I. 8. 186). Über die erstere sehe man G. Loria, SuUa topologia deUe 
superficie traacendenti (Giom. di matem. III. Eeihe, I 1910). 

8) Vgl. G. Bnrali-Forti, Suile eurva della probabilitä (Atii. Acc. TorinoXLI, 
1906). 



r 
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wichtige Bolle der „Fehlerkurven"^) spielen; letztere ist auf Tat IV 
in Fig. 38 wiedergegeben. 

Femer gehören hierher die Kurven 

deren erste Maria Gaetana Agnesi yermittels der logarithmischen 

Kurve zu konstruieren lehrte'); während die andere wiederum ein 

Beispiel einer punktierten Kurve liefert^); dahin gehört femer die von 

Gregor Fontana^) zu analytischen Zwecken definierte glocken- 

_i_ 

förmige Kurve mit der Gleichung y — (— logo;)*, sowie die durch 

dargestellte Kurve, mit der sich zu beschäftigen selbst Euler^) nicht 
unter seiner Würde hielt; sondert man die Gerade x^^ y ab, so 
besteht sie aus einem hyperbelartigen Zweige ; dessen Asymptoten 
die Geraden o; » 1 und y » 1 sind. Femer wurden die Kurven 

xy ^^) y =* ^'7 x^ '^e 
von G. Bidone*} erforscht, und die mit der Gleichung 

von Haas^). Schließlich erwähnen wir noch die Additions- und 
Subtraktions-logarithmischen Kurven (logarithmique d'addition 
et de subtraction der Franzosen), die durch die Gleichungen 

x^logt, y = nog(l±-) 

definiert werden und sich in Fragen der angewandten Mathematik als 

1) K. Schwering, Lehrbuch der kleinsten Quadrate (Freibnxg, 1909) S. 70 ff. 
Fig. 2 und 8. 

2) Instiiuzioni analitiche ad tuo deUa gioventü II. (Milano, 1748) S. 8S9. 

8) HesBel, Über das merkwürdige Beispiel einer zum Teil punktiert gebildeten 

SC .»^ 

Kurve, das der Gleichung entspricht y^\x (Arch. Math. Phys. XIV, 1850); 

H. Scheffler, Über die durch die Gleichung y'^px dargestellten Kurven 
(Das. XVI, 1861). Vgl. auch A. Barnch; das. III. Reihe, X, 1906, S. 102. 

4) Sopra la pretesa distinzione fra il nvlla reale e il nulla immaginario 
(Mem. Soc. Ital. Scienze VIII, 1799). 

6) S. Kap. 21 des 2. Teiles dier Introductio in Analysin infinitorum (Lausannae, 
1748) ; daselbst ist die Kurve vermittelst der folgenden , eleganten parametrischen 
Dar^llung untersucht worden: 

6) Becherches swr la natwre de la transcendente A^ (M^m. Acad. de Turin. 

1806—08). 

7) Kelyer, Lehrbuch der Differentialrechnung, III. T. (Stuttgart, 1894) S. 116. 
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nützlich erweisen^), und die Kurve der logarithmischen Sinns, 
dargestellt durch die Gleichung 

y - log yi - x\ 

Ton der auch die Evolute bestimmt worden ist*). Weiter auf diese 
Art von Kurven einzugehen verbietet uns die Überf&Ue des Stoffes. 
Desgleichen erwähnen wir nur die hypergeometrische Kurve, 
die durch y^^xX definiert ist, der Euler eine seiner kleineren Ab- 
handlungen widmete'), und die nicht zu verwechseln ist mit der Kurve 
gleichen Namens, durch welche Multedo^) geometrisch die Theorie der 
faktoriellen Funktionen von Kramp und Yandermonde^) illustrierte; 
da die hypergeometrische Kurve durch die Gleichung y » r{x +1) 
definiert werden kann, so liefert sie eine geometrische Darstellung der 
Eni ersehen Integrale zweiter Gattung^. In dieser Hinsicht hat sie 
Ähnlichkeit mit einer Kurve, von der häufig in dem gelehrten Brief- 
wechsel Huygens^) die Bede ist, woselbst sie als die Wallissche 
Kurve^) bezeichnet wird. Es ist eine Kurve, von der man dazumal 
nur einzelne Punkte gezeichnet, und deren Gleichung man vergeblich 
gesucht hatte. Diese läfit sich aber in folgender Webe auffinden: 
Die Wallissche Kurve ist durch den Umstand definiert, daß die 
Punkte derselben mit Abszissen 1, 2, 3, 4, als bezügliche 

rx ,. . j« r, ..o - 2-8 2-8 2-6 2-8 2-6 2-7 

Ordmaten die Großen 1, -y-i — 5-; -r 5 ^—j 

haben. Wenn man das erste Wertepaar ausscheidet, so kann man 
auch sagen, dafi die Wallissche Kurve durch Punkte mit folgenden 
Koordinaten geht 

^ t_Ll « 2-* ^'^ g^8l+i) 2^-8>6....(2{ + l) 

wo S ganzzahlig und ^ 1 ist Beachtet man nun, daß 

(26 + l)I = 3.5.7...,(26+l)-2€.6l, 

1) B. Mehmke, Neue Methode, beliebige fiumeristhe Gleichungen mü einer 
Unbekannten numerisch aufzulösen (Zivüingenienr, 2. Beihe, XXXY, 1889) 
und M. d'Ocagne, TraiU de nomographie (Paris, 1899) 8. 884. 

2) L. G. Barbour, Evolute to the curve o{ logarithmic eines (The Analyst 
IV, 1872). 

8) De curva hypergeometrica hae aequatione expressa j^»l-2-8....d; (Novi 
Comment. Petropolit. XITT, 1769). 

4) Memoria suUe curve hypergeometriche (Mem. Accad. Genova, HI, 1814). 

5) 8. z. B. den Artikel „Factorielle** im Dietiormaire des Sciences maih, 
(Bruzelles, 1888) von Montferrier. 

6) Serret -Harnack- 8 chef fers, Differential- und Integralredmung II 
(Leipzig, 1907) 8. 208. 

7) 8. die unter der Bnbrik „conrbe de Wallis'^ angeführten Stellen im I. B. 
der Oeuvres compUtes de C. Huygens, insbesondere 8. 210. 

8) Berechtigt ist dieser Name, weil die Kurve in der Prep. GXCU der 
Arithmetica infinüorum (1665) betrachtet wird. 
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SO kann man schreiben 

Ffihrt man ntin die Gammafanktion ein, so erhalt man 

r(8{ + 2) , res«) (ta\ 

»-TM4TI)' "^^'^y-iM ^ ^ 

Dies ist die gesuchte Gleichung; sie gilt für alle positiven Werte 
Ton X] da im allgemeinen 

so kann man (12) auch schreiben 

1 

folglich kann die Wallissche Kurve zur geometrischen Darstellung 
der Eul ersehen Integrale erster Gattung benutzt werden. 

Verwandt mit diesen Kurven ist die Binomialkurve von 
Qu^telet^); die in der Statistik eine Bolle spielt und die wahr- 
scheinliche Häufigkeit der Abweichungen von einer gewissen Norm 

graphisch darstellt. Sie kann durch y =- (] = ■=-. — , ^.„'f ^ — tttt 
dai^stellt werden. 



Achtzehntes Kapitel. 
Die außerordentlichen Kurven. 

• 226. Der Gedanke, eine Funktion graphisch darzustellen; hat 
zu vielen neuen Kurven geführt, von denen die hervorragendsten in 
den Kapiteln 11, XYI und XYII dieses Abschnittes definiert wurden; 
Kurven, die, so verschieden sie auch in ihrem Bau waren, dennoch 
den allgemeinen Ideen, die man von einer Kurve zu haben pflegt, 
entsprechen. Mit den Fortschritten der mathematischen Analysis 
wurde der Begriff der Funktion stufenweise erweitert und modifiziert; 
man entdeckte so Funktionen, die ganz unerwartete Eigentümlichkeiten 
zeigten, und indem man zu ihrer geometrischen Darstellung überging, 
gelangte man zur Betrachtung von Kurven, die Eigenheiten zeigen, 
die in offenem Widerspruch mit den bisher erhaltenen allgemeinen 
Eigenschaften der Kurven stehen. 'Die Hauptbedeutung, die diese 
sogenannten aufierordentlichen Kurven (crinkly curves der 
englischen und amerikanischen Mathematiker')) für den Geometer 
haben, liegt darin, daß sie die Notwendigkeit Uargelegt haben, bei 

1) Sur la ihewie des pröbdbüiUs (Brnxelles, 1846). 

2) E. H. Moore, On certain crinkly ctuvea (Trans. Amer. math. Soc. 1. 1900). 
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dem Wortlaut einiger Theorien gewisse Einsclirankangen zn machen. 
Die bemerkenswertesten nnter diesen Enrren yerdienen daher in einem 
geometrischen Werke wie dem vorliegenden wenigstens einen Hin- 
weis^). 

I. Die älteste nnd berühmteste ist die durch die Gleichung 

y = ^ 5" cos X (a"a?) (1) 

dargestellte Kurve, wo a eine gauze, gerade Zahl > 1, und h eine 
reelle positive Größe < 1 ist. Es laßt sich zeigen, daß die linke 
Seite eine immer kontinuierliche Funktion von x ist, daß jedoch, 
wenn das Produkt ab eine gewisse Grenze überschreitet, sie in keinem 
Punkte eine bestimmte Abgeleitete hat. Es ist dies eine analytische 
Tatsache von außerordentlicher Wichtigkeit, durch deren Mitteilung 
Weierstraß') ein altes Vorurteil, daß jede kontinuierliche Funktion 
eine Abgeleitete besitze, beseitigte. Die durch Gleichung (1) dar- 
gestellte Weierstraßsche Kurve läßt daher, obwohl sie kon- 
tinuierlich verläuft, dennoch in allen Punkten keine bestimmte Tan- 
gente zu. Chr. Wiener') hat versucht aufzuklären, wie das mög- 
lich sei; aus seinen Untersuchungen geht hervor, daß diese Kurve 
innerhalb jedes endlichen Intervalles unzählig viele Oszillationen 
ausführt*). 

IL Dieses Beispiel einer kontinuierlichen Kurve, die ohne Tan- 
genten ist, befriedigt den G^ist vom Standpunkte des Geometers 
keineswegs, da es nicht möglich ist, sich von der Gestalt der Weier- 
straßschen Kurve einen Begriff zu machen und zwar nicht einmal 
einen angenäherten. Frei von diesem Übelstande ist eine in neue/er 



1) Die soeben über diese absonderlichen Kurven im allgemeinen gemachten 
Bemerkungen geben uns Gelegenheit, zu bemerken, daß Platean ein Verfahren 
angegeben hat, um die Gleichungen von unzählig vielen Kurven anzugeben, die 
einen point saillant oder einen der von ihm so genannten point de da- 
doublement haben. M. s.: Plateau, Quelques exemples curieux de discantinuUe 
en cmalyse (Bull. Acad. Belgique, 2« S^r., XLIII, 1877); Mansion, Sw les paints 
de dedoublement de M. J. Plateau (Bnll. sc. math. astr. 2« Sär. II, 1878) und 
Sur les nouveaux points singuliers des courhes planes (Math^sis III, 1888); Vogel 
Note über die Diskontinuitäten bei Kurven (Zeitschr. Math. Phys. XXVI, 1881). 

2) P. du Bois-Reymond, Versuch einer Klassifikation der wiUkOrliehen 
Funktionen reeller Argumente (Grelles Joum. LXXIX, 1874, S. 29). 

8) Geometrische und analytische Untersuchungen der Weierstraßschen Funktion 
(Das. XG, 1881). 

4) In gewisser Hinsicht analog zur Weierstraßschen Kurve ist diejenige, 
deren Konstruktion A. Köpke in den Aufsätzen Über Differentiierbarkeit %tnd 
AnscTiaulichkeit der stetigen Funktionen (Math. Ann. XXIX, 1897) und Über eine 
durchaus differentiierbare stetige Funktion mit Oszillationen in jedem Intervalle 
(Das. XXXrV, 1897) bekannt gab. 
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Zeit von H. y. Koch^) erdachte Kurve, deren Erzeugung und haupt- 
sächliche Eigenschaften wir hier klarlegen wollen. Es sei (Fig.35.Taf. lY) 
AB eine beliebige Strecke in der Ebene ^; wir teilen sie durch die 
Punkte G und D in drei gleiche Teile. Über der mittleren Strecke 
CD errichten wir das gleichseitige Dreieck CED. Um alle Zwei- 
deutigkeiten zu vermeiden; wollen wir annehmen, dafi 1. auf der 
Geraden der positive Sinn von Ä nach B sei; 2. als positives Gebiet 
der Ebene ^ soll immer das gelten, welches einem die Gerade in 
positiver Richtung durchlaufenden Beobachter zur Linken liegt; 
3. dafi das Dreieck CDE sich in dem positiven Gebiete von x be- 
finde. Bezeichnen wir nun die Operation, die von der Strecke AB 
zu dem gebrochenen Linienzuge ACEDB führt, mit Sl und steUen 
uns vor, daß wir die Operation Sl dann für jeden der vier Teile AC, 
CEy ED, DB wiederum ausführen, so bekommen wir einen Linienzug, 
der aus 4' Seiten besteht und 4^+1 Ecken hat Verfahren wir auf 
dieselbe Weise mit diesen Seiten, so bekommen wir einen dritten 
Linienzug, der aus 4' Stücken besteht mit 4^+1 Eckpunkten, 
wie ihn gerade unsere Figur zeigt. Fahren wir in dieser Weise fort, 
unendlich oft die Operation Sl anwendend, so gelangen wir zu einer 
kontinuierlichen Beihe von Pimkten, die eben die v. Eochsche Kurve 
bilden. 

Diese Kurve hat keine Tangente xmd erfreut sich überdies noch 
der besonderen Eigentümlichkeit, daß einer ihrer Bogen zwischen 
zwei beliebigen Punkten von unendlicher Länge ist; dagegen ist die 
Flache zwischen einem Bogen und der zugehörigen Sehne von end- 
licher Größe. Außerdem ist die Kurve in allen ihren Teilen sich 
selber ähnlich. — Man kennt verschiedene analytische DarsteUungen 
derselben, nämlich ihre kartesische Gleichung sowie auch verschiedene 
parametrische Darstellungen, alle mit Hilfe analytischer Funk- 
tionen. 

ni. Dieselbe Eigenschaft, keine bestimmte Tangente zu besitzen, 
hat die sogenannte H -Kurve von Boltzmann'), die, weil sie em- 
pirisch definiert wird und bis jetzt noch keine analytische Darstellung 
gefunden hat, eigentlich nicht dem Gebiete angehört, das wir hier 
durchforschen. 



1) 8itr une courhe ccmiinue sans tangente, obtenue par une eonstruetion g^ 
metriq^e ilSmentaire (Archiv for Math., Astron. och Fjs. I, 1904, S. 681—702) und 
Une mäkode g^omitrique üementaire paur Vitudt de certains questiona de la thio- 
rie des eowrhes planes (Acta math. XXX, 1906, S. 146—174). Man sehe außei- 
dem: E. Cesäro, Remarques swr les eaurbes de von Koch (Mem. Acc. Napoli, 
8* Ser., Xn, 1905) und Fonctions conUnues sans derivi (Arch. Math. Phys. 8« Sei., 
X, 1906); A. Bioglio, btudio andUtico deUa ctirva del sig, Helge von Koch 
(Giom. di Matern. Bd. XLIY, 1906); A. Sellerio, Le eurve Umiti di poligonali 
ehe si definiseono con legge assegnata (Rend. Circ. mat. Palermo XXYIII, 1909) 

2) L. Boltzmann, Über die sogenannte H- Kurve (Math. Ann. L, 1898). 

Lori», Ebene Karren. S.Aofl. n. 12 



178 Abschnitt VI: Transzendente Kurven. 

IV. Gt, Peano^) hat gelehrt^ zwei Funktionen (p und ^ zu kon- 
struieren, die eindeutig und stetig sind^ für eine reelle Variable t derart^ 
daß, wenn t innerhalb des InterTalles (0 .... 1) yariiert, (p und ^ alle 
Wertepaare innerhalb desselben Intervalles annehmen; daher stellen 

die Gleichungen x = g>{t), y-i>(t) (2) 

eine Kurve dar, die durch die sämtlichen Punkte eines Quadrates 
hindurchgeht, und somit die ganze Fläche desselben ausfüllt. 

y. Schliefilich hat Grave') den Namen polygonale Linien 
denjenigen gegeben, die durch die Gleichung 

X 

y -ffi^) dx 



dargestellt werden, wenn f(x) eine gewisse arithmetische Funktion ist, 
die für unzählig viele Werte von x keine Abgeleitete besitzt, während 
sie für gewisse andere Werte gleich Null ist. Solche Kurven bestehen 
dann aus unendlich vielen geradlinigen Teilen; sie haben in jedem 
Punkte eine bestimmte, aber von Punkt zu Punkt wechselnde Tangente; 
für sie hört der gewöhnliche Begriff der Krümmung auf, da fQr unendlich 
viele Werte von x nicht die Gleichung besteht 



Neunzehntes Kapitel. 
Die W-Kurven von Klein und Lie. 

227. Kehren wir auf ein rein geometrisches Gebiet zurück, 
indem wir dieses Kapitel sowie das folgende gewissen Kurven widmen, 
die ihre Herkunft der Theorie der Korrespondenzen und Abbildungen 
verdanken. 

Wir betrachten eine projektive Transformation ^ mit drei getrennten 
Ordnungspunkten A^, Ä^, Ä^.^) Sie kann als durch folgende Glei- 
chungen definiert aufgefaßt werden 

pa?'o =« a^XQ, Qx\ = «ifl?!, Qx'i '^(^i^t • . • (1) 
wo Q ein Proportionalitätsfaktor ist. Setzt man 

1) Sur WM courhe, qui remplit toute une aire plane (Das. XXXVI, 1890). 
Vgl. Hubert, Über die stetige Ahhüdy/ng einer Linie auf ein Flächenstück 
(Das. XXVni, 1891) und E. Cesäro, Smt la r^prisentation anaiytique des regians 
et des courhes qwi les remplissent (Bull. Sc. math. astr, 2« S^r., XXI, 1897). 

2) Sur les lignes composies de parties rectilignes (C. R. CXXVII, 1898). 

8) Die Fälle, in denen die Fondamentalpunkte nicht getrennt sind, würden 
sich in ähnlicher Weise behandeln lassen; sie führen jedoch nicht zu neuen 
Kurven, wie im allgemeinen Falle. 
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so können jene drei Gleichungen durch die beiden folgenden ersetzt 
^^^^^^ x'^ax, y'-6y (2) 

Es sei nun der Punkt P' (rc', y') der transformierte von P(a;, y); 
wenden wir auf ihn von neuem die Transformation ^ an, so erhalten 
wir den Punkt P" (a;", y"), dessen Koordinaten sind 

z"==a*a;, y" =- 6*y. 

Verfahren wir ebenso wieder mit dem Punkte P" und fahren in der- 
selben Weise fort^ so gelangen wir nach n Operationen zu einem 
Punkte P("); dessen Koordinaten sind 

a;(«) = a''a;, y('«) = 6'»y (3) 

Ist nun die durch S^ bewirkte Transformation eine unendlich kleine, 

so werden die Punkte P, P\ P'\ , P("), in unendlich kleinen 

Abstanden aufeinander folgen, d h. sie werden eine Linie bilden. Sie 
ist die Trajektorie der eingliedrigen Transformati onsgruppe, die durch 
die unendlich kleine Transformation ^ erzeugt wird; daher wird sie 
durch alle Transformationen jener Gruppe in sich selbst transformiert 
werden*). Dem Beispiele von F. Klein und S. Lie*) folgend, welche 
diese Linie von Grund aus zuerst untersucht haben, wollen wir sie 
die W- Kurve (nach dem Anfangsbuchstaben des Wortes Wurf) 
nennen und AqÄ^Ä^ das Fundamentaldreieck. Um die Gleichung 
derselben zu finden, beachten wir, daß bei der vorliegenden Annahme 
die Konstanten a und b sich von der Einheit nur um eine 
unendlich kleine Größe unterscheiden dürfen; daher werden 
log a und log b unendlich klein von derselben Ordnung sein. Da nun 

^n^^ioga^ 1 + nloga + , 

ftn^gnlogft« l ^ nl0gb+ , 

so können wir die Gleichung (3) auch schreiben 

xin) — a; = (n log a H -)xj y'") — y = (w log 6 H )y; 

wegen der gemachten Voraussetzungen darf man nun setzen 

xi«) - x^dx, y^^^ — y^dy*^ nloga = a-dA, nlogft — /J-dA, 

wo a und ß endliche Größen sind. Vernachlässigen wir nun die 
unendlich kleinen Größen höherer Ordnung, so haben wir demnach 
dx^ x-a-dXy dy^yß-dk, 

1) Wir benutzen hier die Begriffe und Benennungen der Theorie der Gruppen 
von Lie, da diese heutzutage allgemein üblich sind. 

2) S. die Abh. über di^enigen Kurven, welche durch ein geschlossenes System 
von unendlich vielen vertauschbaren Transformationen in sich übergehen (Math. 
Ann. IV, 1871). Die W- Kurven finden sich schon bei Jacobi (Grelles Joum. XXIV, 
1842, S. Iff; Werke IV, S. 147 ff.), femer in den Schriften von G. Battaglini, 
Sülle involugioni dei diversi ordini nei sistemi di seconda specie (Atti Accad. 
Napoli, II, 1866) von A. Clebsch und P. Gordan, Über biternäre Formen mit 
kontragredienten Variabein (Math. Ann. I, 1868). 

12* 
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folglich ist g-g (4) 

die Differentialgleichung der W-Eurre. Durch Integration derselben 

bekommt man logx^logj logy-logn 

S ß ' 

wo § nnd tj die Koordinaten des Ausgangspunktes der Kurve sind, 

oder auch /^a /«xä 

(D-O- (5) 

Schreiben wir nun für x und y wieder ihre Werte und setzen der 
größeren Symmetrie wegen 

weshalb dann c^^-i- 0^ + c^'^O 

ist, so wird die Gleichung (4) werden zu 

af^.af^.a^^Const (6) 

und auch diese Gleichung kann in gleicher Weise wie (4) als all- 
gemeine Gleichung der W- Kurve gelten. 

Wenn die Seite A^Ä^ des Fundamentaldreiecks im Unendlichen 
liegt (auf welchen Fall man die Kurve immer durch Projektion zurück- 
führen kann), so sind x und y die gewöhnlichen kartesischen Koordi- 
naten , und infolge von Gleichung (4) werden die W- Kurven zu Pa- 
rabeln oder Hyperbeln, gewöhnlichen oder interszendenten, je nachdem 
die Exponenten a, ß rational oder irrational sind, und da man also 
diesen speziellen Fall durch Projektion immer herbeiführen kann, so 
folgt: Jede W- Kurve ist die Projektion einer im allgemeinen inter- 
szendenten Parabel oder Hyperbel. Wegen Gl. (4) lautet die Gleichung 
der Tangente an die Kurve (5) im Punkte (x, y) 

^ = ^ (7) 

X — x ax ^ ' 

Hieraus können wir verschiedene Folgerungen ziehen. Sehen wir 
X, F als gegeben an, so folgt: Die Berührungspunkte der Tangenten, 
die man von einem beliebigen Punkte der Ebene an eine interszen- 
dente Parabel oder Hyperbel ziehen kann, liegen auf einem durch 
diesen Punkt gehenden Kegelschnitte. Da diese Eigenschaft durch 
Projektion erhalten bleibt, so können wir im allgemeinen schließen: 
Jede W- Kurve gehSrt einem Systeme mit den Charakteristiken fi^l, 
f s 1 an*); leicht laßt sich hieraus folgern, daß jene die allgemeinsten 
von dieser Beschaffenheit sind.*) 

1) Fouret, 9wr quelques propriiUa des sysUmes de courbes (ft»l, f»!) 
und Interpräation giomitrique de Vequation L(xdy — ydx) — Mdy-{-Ndx'mO^ 
dans laquelle L, M, N disignent des fontions linSaires dex,y (C. B. LXXYIU, 1874). 

2) Wir sagen „ leicht *\ weil ein System mit den Charakteristiken ffr«!, 
v^l dnrch eine Differentialgleichung vom Typus (vgl. Nr. 171) 

Lixdy^ydx) — {Mdy + Ndx)=^0 
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Bezeichnen wir einen Kurvenpnnkt (x, y) mit P, die Schnitte 
der zugehörigen Tangente mit den Eoordinatachsen mit 8, T nnd den 
unendlich fernen Ptinkt derselben mit TJ nnd bezeichnen dnrch Akzente 
die Projektionen dieser Punkte auf Ox von dem unendlich fernen 
Punkte von Oy aus^ so haben wir 

(PSTU) - {P'SOU') - {x, "^x, 0, oo) = ?^. 

Folglich ist das Doppelverhältnis {PS Tu) konstant, und Yerallge- 
meinern wir diese Eigenschaft durch Projektion für alle W- Kurven, 
so können wir sagen: Ffir jede W-Kurre ist das Doppelverhältnis 
eines Knrvenpnnktes und der drei Schnittpunkte der zugehSrigen 
Tangente mit den Seiten des Fundamentaldreieckes konstant Dieser 
Satz begründet den Namen ,,W-Kurven^^ (8. 179), sowie den,,anharmo- 
nische Kurven^', der von Halphen^) den hier betrachteten Kurven 
beigelegt wurde; es gibt auch einen hierzu dualen Satz, da man 
leicht erkennt, daß die Tangentialgleichung der W- Kurve dieselbe 
Form hat, wie die Punktgleichung.') 

228. Unter den W-Kurven gibt es eine spezielle, uns schon 
bekannte: Die logarithmische Spirale (s. S. 67, Gleichung (7)); in diesem 
Falle liegen zwei von den Ecken des Fundamentaldreieckes in den 
Kreispunkten, und die betrachteten projektiven TraDsformationen sind 
Rotationen um die dritte Ecke. Diese fundamentale Bemerkung dient 
zur Erklärung, wie diese Kurve sich durch eine so große Zahl von 
Transformationen immer wieder selbst erzeugt'), und kann (und ist 

definiert werden kann, wo L, M, N lineare Funktionen der Koordinaten sind; 
diese ist nach einer hente als klasBisch geltenden, von Jacobi erfundenen 
Methode inte£prierbar (Grelles Jonm. XXIY; s. z. B. Boole, Di/ferenUal Egwxtions 
4. Aufl. 1877, S. 85). — Die Untersnchnng deijenigen Systeme, deren Charakte- 
ristiken fo 1 , 9 — i sind , ist ähnlicherweise gleichbedeutend mit der Integration 
der Differentialgleichung 

femer J., . . . , JT lineare Funktionen, der Koordinaten o?, y sind. Sie wurde von 
A. Legoux ausgeführt 0tude analytique et giamitrique d'une famille des eourhes 
representSe par une iquatum diffirentieUe du premier ordre. Thöse, Paris 1878) 
und führte zur Entdeckung der durch die Gleichung 

2 " (y-a)"-^^(«'-l)a" 

dargestellten Kurren; diese sind offenbar algebraisch oder transzendent, je nach- 
dem n eine rationale Zahl ist oder nicht. 

1) M. s. z. B. ^fyude mr Us points ainguliera des eourbes aigibriques planes 
(Paris, 1888) S. 68. 

2) Andere Sätze dieser Art, die mehrere W-Kurven betreffen, findet man 
bei K. Ogura, Note on W-Curves (TOkyÖ mathematico-physical Society, USer. 
V. 1909). 

8) Zum erstenmal dargelegt und ausfOhrlich entwickelt in der oben angeführten 
Abhandlung von Klein und Lie. 
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auch schon) benutzt werden, neue Eigenschaften derselben zn ent- 
decken. 

Unter den W-EnrTen befindet sich femer eine neue Eorve, die der 
Untersuchung wert erachtet und mit einem besonderen Namen belegt 
wurde: in baryzentrischen Koordinaten Xq^ x^^ x^ wird sie durch die 
Gleichung Xo x^ a, /q\ 



a* o, ÖL 

*•© '*i "^ 



dargestellt, wo A ein Parameter ist, und a^, a^y a^ die Seiten des Funda- 
mentaldreiecks sind; nach einem Vorschlage Ton 6. de Longchamps^) 
heißt sie die Dreieckspotentialkurve (Potentielle triangulaire) oder 
PotenzkurTc.') Zum Beweise, dafi sie eine W-Eurve ist, nehmen 
wir an, daß a^> a^> a^, und setzen 

log -^-- Co, log^-Ci, log^ = c„ 

weshalb zwischen den Eonstanten c noch die Relation c^ + <^i + ^ "" 
besteht. Aus (8) folgt nun 

und durch Elimmation von X 

cxlog(|) + e,log(5)-0 

oder (xf^-af^^x^'-^"^, (9) 

oder, da Cq + ^i + ^2 — ^^ 

^.^c,.^c._l (9') 

Da nun diese vom Typus (6) ist, so ist der ausgesprochene Satz be- 
wiesen. — Schreibt man die Gleichung (9) in folgender Weise: 



1 + ?^ 



x'^x^=^x^ % 

so sieht man, daß die Dreieckspotentialkurve eine algebraische Eurye 
wird, wenn eines der Verhältnisse zwischen den Eonstanten ein 
rationales ist. — Im allgemeinen zeigen die Gleichungen (8), daß die 
Dreieckspotentialkurve durch viele bemerkenswerte Punkte des Fon- 
damentaldreiecks hindurchgeht: fQr-A « bekommen wir den Schwer- 
punkt desselben, für A » 1 den Mittelpunkt des Inkreises, für l « 2 
den Lemo ineschen Punkt, usw. Man beachte femer, daß ans 
%> a^^ a^ sich ergibt 

Um ^- lim (^V-0,- Um ^= Um (^V-O, 

lim ^- lim (^y = 0, lim ^- lim (^V-O, 
X — « ^ 2=+« \V 2«-oo ^ 2««» \V 



1) S. die Abb. Swr la potentielle triangulaire (Matht^sis VI, 1886). 

2) Cesäro-Eowalewski, Vorlesungen über Natürliche Geometrie S. 182. 
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und dies zeigt: Die Dreieckspotenzialkürve geht durch die beiden 
Ecken des Fondamentaldreiecks, die der größten nnd der kleinsten 
Seite gegenttherliegen. Sie berührt in diesen Punkten die Seite von 
der mittleren Länge. — Diese Eigenschaften mögen genügen^ die 
Wichtigkeit der betrachteten Kurve für die moderne Geometrie des 
Dreiecks klarzulegen. 

Eine andere bemerkenswerte Kategorie der W-Kurven wird ge- 
bildet von denjenigen Linien^ die in rechtwinkligen Koordinaten durch 

die Gleichung a?* • y^ — a (10) 

dargestellt werden unter der Bedingung, daß 

A + ft=l (11) 

Sie erhielten den Namen polytropische Kurven, welcher von Zeuner 
in seiner klassischen Technisdien Thermodynamik 1887 — 89 zunächst den 
Kurven oc^y ^^C gegeben war. Einige interessante Eigenschaften der- 
selben sollen hier mitgeteilt werden.^) Die beiden Koordinatachsen sind 
die Asymptoten der Kurve. Die allgemeine Gleichung der Tangente 
lautet ^ Xv .-^ N ^ 

daher wird der Winkel r der Tangente mit der 2;-Achse gegeben durch 

^'—%- (^) 

Sind nun (Ta£ Y, Figur 45) die Schnitte der Tangente mit den 
Koordinatachsen A^ und A^^ so findet man alsbald 

0J, = |, 0^-J (13) 

und da man wegen (11) setzen kann: 

X a cos^a, [i «= sin^a, (14) 

so hat man weiterhin 

OÄ, - -JL^, OA, - -^, (15) 

und wenn man die Strecke A^A^ mit t bezeichnet^ 

^«=*'+^;--^+-^> (16) 

Ist nun P der Berührungspunkt der Tangente A^A^y so sieht man, 
^^ P^=,-y-. VA ^, daher ?^-l 

woraus folgt: PA^ = /it^, FA^ ^ Xt (17) 

Ziehen wir nun den dem Dreiecke OA^A^ umbeschriebenen Kreis und 
zeichnen in ihm die durch P zu A^A^ senkrechte Sehne B^B^, so 

1) F. KoBch, Normale und Kfümmungsmittelpunkt der polytropischen Kurven 
(Zeitachr. Math. Phys. XLV, 1900). 
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daher wegen (17) PB^ - PB, - ^>/i^ (18) 

Ziehen wir nun die Geraden OB^ nnd OB^y so ist 

tgB,^P«tgB,J,P-gi=]/f-tg«. 

Nun ist ^ Bi^P « ^ Bi^^i - ^ ^1 0^1 

und ^ ^ J^P = ^ -B,^^, = ^ ^ 0^,; 

folgUch ^ BjO^ « ^jOB, « a, 

und daher sind die Geraden OB^ <» \y OB^ -» Z, unabhängig von 
dem Punkte P der Kurve; man nennt sie die Achsen der poly- 
tropischen Kurve, 

Mit Benutzung dieser Bezeichnung kann man die obigen Aus- 
führungen in folgende Sätze zusammenfassen: 1) Das zwischen den 
Achsen gelegene Stftck der Normalen einer polytropischen Kurve wird 
von der Kurve selbst halbiert. 2) Das von einer Tangente und den 
beiden Asymptoten, sowie das von der zugehörigen Normale und den 
beiden Achsen gebildete Dreieck sind beide demselben Kreise ein- 
beschrieben. 

Wir wollen denjenigen Punkt 8 der Kurve, iu welchem sie von 
der Achse 2, geschnitten wird, den Scheitel der Kurve nennen. Da 

die Gleichung der Achse - « tg a ist, so hat man für den Punkt S 

wegen der GL (12) tg r = — ctg « — tg (^ + a); daher schneidet 

die Kurve diese Achse senkrecht. 

Wir fällen jetzt vom Punkte P die Lote auf die Asymptoten, 
welche die Achsen bzw. in D^ und 2>, treffen mögen. Man erkennt 
alsbald, daß die in diesen Punkten errichteten Senkrechten die Asymp- 
toten in Ä^ bzw. A^ schneiden; alsdann hat man 



* cos« Bina * ■' 

OB, - -^ + -^^ - A + OD.. 



. (19) 



Für den Krümmungsradius R findet man leicht den Wert 

"" xy ' 
wegen (13) und (17) kann man diesen nun schreiben 



wenn man nun OH senkrecht zu Ä^A^ zieht ^ so erkennt man, daß 
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die Fläche des Dreiecks OÄiA^ gegeben wird, sowohl durch 
\ OA^- OÄ^ als auch durch -|- PH-t] infolgedessen ist 

^ PH 

Dies zeigt: Der dem Dreiecke HA^A^ nmschriebene Kreis geht 
durch den znm Enrvenpnnkte P zngehSrenden Erttmmüngsmittel- 
pnnkt; es ist daher nichts leichter als diesen Punkt zn konstruieren.^) 



Zwanzigstes EapiteL 

Die Linien von Mercator oder Sümner. 

229. Auf einer Kugel yom Radius Eins sei ein gewohnliches 
geographisches Koordinaten- System festgelegt; mit ^ bezeichnen wir 
die Breite, mit ^ die Länge eines beliebigen Punktes P der Kugel- 
Oberfläche (Taf. Y, Figur 46). Wir denken uns nun um die Engel 
einen Zylinder beschrieben, der diese läugs des Äquators berührt. 
Als Koordinaten eines beliebigen Punktes M desselben können dienen 
die I^ge % und der Abstand i} yom Äquator. Wir stellen jetzt 
zwischen der Kugel und dem Zylinder eine eindeutige Beziehung her, 
indem wir dem Punkte P(g; %) den Punkt Jlf (S; i?) entsprechen lassen, 
und zwar so, daß 

tg^ = ©ini7 (1) 

oder auch — ^ — Sog iy, sin «^ » Xg i} (1') 

Denken wir uns nun den Zylinder längs einer seiner Erzeugenden 
aufgeschnitten und in eine Ebene abgewickelt, so entsteht eine ein- 
deutige Korrespondenz zwischen der Kugel und der Ebene: es ist die 
(zylindrische) Mercator-Projektion. Wir wollen jetzt unter- 
suchen, was für eine Linie in der Ebene dem Schnitte der Kugel mit 
einer beliebigen Ebene 

entspricht Da für die Punkte der Kugel 

^s co8d'-cos£, y B coS'd'-sinS, ^erssin^d', 

so kann jener Schnitt auch aufgefaßt werden als dargestellt durch 
die Gleichung 

a -|- /J sin'6'=aC0S'6''(y cosj + dsin^); 

1) Ein anderes Verfahren findet man bei F. Dingeldey, Konstruktion des 
Krümmwngsrcidiua bei Kurven mit der Gleichung y^cx^ (polytropische Kurven) 
(ZeitBchr. Math. Phys. XLIY, 1906). 
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folglich wird die entsprechende Kurve in der Ebene znfolge der 
Gleichungen (1) und (1') dargestellt durch 

a + ß%Qri^ ^ (y cosg + * Bin|), 
oder a©o8i? + /J©ini? = yco8| + dsing (2) 

Die so erhaltenen Kurren wurden von 0. Holzmüller^) Mercatorsche 
Kurven und von Greenhill^) Sumners Linien (zum Andenken 
an den amerikanischen Kapitän, der zuerst ihren Nutzen für die 
Schiffahrt dargetan hatte) genannt. Die Gleichung (2) kann auf 
verschiedene einfachere Formen reduziert werden, je uach den relativen 
Werten der in ihr auftretenden Konstanten a und /}^). 

1. Fall, g'> j8*. Wir können a = Tq ©oiS %> /? = — ^o ®'^ Vo setzen; 
daher ist r^ ^Ya^ — /J*. Wir setzen außerdem noch 

y = pocoslo, 9 « ((oSi^So; daher ist q^ «- Yy^ + dl 
Die Gleichung (2) wird alsdann zu 

oder, wenn ^ =« m gesetzt wird, 

©0« (fi — i2o) =• w cos (I — So). 

Diese Gleichung kann durch eine einfache Verschiebung der Achsen 
vereinfacht werden und wird dann 

(SoiS 17 aa m cos S (3) 

Bezüglich der Konstanten m möge eine Bemerkung nicht unterbleiben: 
damit die betrachtete Ebene die Kugel tatsachlich schneidet, muß sein 

,- -°1 _ <1, oder y«+d«>a«-/}«: 

wenn nun tt*</}*, so ist diese Bedingung immer erfüllt; wenn aber 

«^ > ß\ so geht sie über in po* > ^o^ ^- h. | w | > 1. Daher stellt die 
Gleichung (3) nur dann eine reelle Mercatorsche Linie dar, wenn 
der absolute Wert der Konstanten m ^5ßer ist als Eins. 

2, Fall, a^<ß\ Wir setzen a ro ©in %; ß ^ r^ (^Oi rj^', 

daher ist r« = Yß^ - «*' außerdem y^- Q^sini^, d — q^ cos Io; 
dann wird (2) 

ro©in(i? - i^o) = (>o8in(5 - lo). 

1} J^in/iZ^run^ in die Theorie der isogonalen Vertcandtschaften (Leipzig, 1888) 
S. 242. 

2) Sumner's Lines on Mercaior^s chart (Mess. of math. XVI, 1887), Sumner 
lines on Mercator and Stereographic chart (Das. XXY. 1890) und The application 
of dliptic functions (London, 1892) S. 89 — 92. 

8) H. B. Timerding, Über die I^Iercatorsche Projektion (Zeitschi. Math. Phys. 
XLUI, 1898). 
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Durch eine Verschiebung der Achsen kann sie auf die Form gebracht 
werden ©im? = n sin |.i) (4) 

3. Fall; a^ = ß\ Bezeichnen wir mit b die positive oder negative 

Einheit, so dürfen wir ß ^^ sa setzen. Setzen wir noch y =• Qq cos ^j 
d =» Pq sin lo, so wird Gleichung (2) 

a (©0« 12 + « ©in fi) = Po <^os (5 — £o) 

und hat dann die Form c"' =p cos (5 — So); 

durch einfache Verschiebung der Achsen wird sie 

1^ =- « log cos I (5) 

Es gibt somit drei verschiedene Typen der S um ner sehen Linien, 
und die Gleichungen (3), (4), (5) können als kanonische Gleichungen 
derselben gelten. Die Kurven vom ersten Typus sind periodisch und 

bestehen aus unendlich vielen kongruenten Teilen; einen derselben 
erhalt man, wenn man | von — sr bis + ;r variieren läßt; sie sind 
symmetrisch in bezug auf die £- Achse und auf die cx>^ Geraden 
I «B 2küc (A;»l, 2, 8 . . .); sie schneiden die Achsen in unendlich vielen 
reellen Punkten, die zugehörigen Tangenten sind parallel zur anderen 
Achse; sie haben keine Wendepunkte und bestehen daher aus unendlich 
vielen kongruenten Ovalen. — Die Kurven vom zweiten Typus sind 

auch periodisch und besitzen unzählige Mittelpunkte (die Punkte 
l^^JcüCy 1? — 0), die Wendepunkte sind. Für Werte von S zwischen 
2hx und {2k + l)x bekommt man einen oberhalb der |- Achse ge- 
legenen Zweig, während für Werte zwischen {2k — 1)« und 2küC 
man einen solchen unterhalb der |- Achse erhält; die Punkte mit den 

Abszissen {2k + 1) -r- sind Kulminationspunkte. — Auch die Kurven 

vom dritten Typus sind periodisch; sie besitzen keine Wendepunkte, 

haben aber unzählig viele Asymptoten (die Geraden | » X; ~] sowie 

unendlich viele Symmetrieachsen, deren erste die Ordinatenachse ist. 
Die Rektifikation der Sumner sehen Linien der beiden ersten Typen 
erfordert elliptische Litegrale, während die vom dritten Typus ele- 
mentar rektifizierbar sind. Man findet nämlich aus Gleichung (5) 

ds ^ — z: beachtet man femer, daß -j^ = s^, so celanfft man 

cosj' ' aj" cos'J' ® * 

1) Schreibt man die Grleichnng (7) Nr. 228 in der Form @in y ^ aia (— — x\ ^ 

so sieht man, daß die Lemniscatrix als eine spezielle Sumnersehe Linie an- 
gesehen werden kann« — Die durch die Gleichung sin a • sin £ -|- sin ß • Sin ?] » 
dargestellte Kurve, der E. Beltrami {Intomo ad una farmola integrala, Rend. Ist. 
Lomb. 2. Ser. XII, 1879} begegnete, gehört augenscheinlich auch zur Kategorie 
der Kurven (4). 
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ZU folgendem Ausdruck für den Erümmonirsradius: i2 «- z« 

o o cos £ 

Eliminiert man | aus diesem Ausdrucke und aus dem f&r ds^ so 
findet man ds — ,. ; . und daher R = ®oi^ (s + c) 

als natürliche Gleichung der Kurve (vgl. Nr. 286). 

Da die hier untersuchten Kurven durch eine homogene Gleichung 
ersten Grades in sin (, cos i, ©in r^, (SoS 17 dargestellt werden, so 
könnte man diese Mercatorsche oder Sumnersche Linien erster 
Ordnung nennen; in analoger Weise könnte man die höherer 
Ordnung betrachten; jedoch scheinen diese bis heute keine besondere 
Wichtigkeit zu haben. 



Einundzwanzigstes KapiteL 

Die Traktrix-Kurven. 

230. Die transzendenten Kurven, mit denen wir uns nunmehr zu 
beschäftigen haben, wurden im Verlaufe mathematischer Untersuchungen 
von Naturerscheinungen erdacht^ gehören daher zu der großen Klasse 
der physikalisch-mathematischen; zu dieser Klasse gehören aber 
auch algebraische bzw. nichtalgebraische Kurven, die wir sc^on kennen: 
so die semikubische Parabel als ^curva decensus aequabilis' betrachtet 
(Bd. I, S. 311), die Lissajousschen Kurven (Das. S. 482), die Zykloide, 
betrachtet als Tautochrone oder Brachistochrone (Nr. 200), die Ribau- 
courschen Kurven als Lösende eines Bernoullischen Problemes für 
einen Spezialfall (Nr. 218 Schluß) usw. Bei der folgenden Betrachtung 
dieser Kurven werden wir uns nicht auf Einzelheiten einlassen, die 
physikalische Fragen betreffen, sondern uns auf die geometrischen 
Eigenschaften y deren sie sich erfreuen, beschränken. 

Claudius Perrault, ein gelehrter Arzt, der 1613 — 1688 zu Paris 
lebte, stellte einigen Mathematikern und zuletzt Leibniz die Aufgabe, 
die Kurve aufzusuchen, die in einer horizontalen Ebene von einem 
schweren Punkte beschrieben wird, der an dem Ende eines gespannten 
Fadens befestigt ist, dessen anderes Ende eine in dieser Ebene ge- 
legene Gerade durchlauft. Leibniz erkannte alsbald, daß die ge- 
suchte Kurve durch die Eigenschaft charakterisiert ist, daß für sie 
auf jeder Tangente das Stück vom Berührungspunkte bis zum Schnitte 
mit einer festen Geraden konstant ist.^) Huygens beschäftigte sich 

1) SuppUmentum geometriae dimenaoriae seu generalissima omnium tetru^ 
g<mi8morum effecHo per moium: Hntüüerque multiplex constructio lineae ex data 
tangentium conditUme (Acta emd., 1698; Leibniz, ed. Gerhardt, Y, 8. 294 ff.). 
Vgl. auch einen Brief an Euygens vom l./ll. Oktober 1698 {Leibnis, ed. Gerhardt, 
II, S. 164). 
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gleichzeitig und selbständig mit derselben Kurve ^), verallgemeinerte 
sie und gab den sie lösenden Kurven den Namen Traktorien^); 
dieser Name wird noch heutigentags angewandt. In allgemei- 
nerem Gebrauche ist aber der Name Traktrix (oder Zuglinie), 
welchem wir den Vorzug geben; andere gebrauchen den Namen 
Huygenssche Traktorien oder Traktrix -Spiralen, während 
Bibaucour den Namen Alyssoide vorgeschlagen hat.^) 

Wenn wir f&r die Traktrix und die logarithmische Spirale die 
folgenden beiden Definitionen wählen: 



Die Traktrix ist der Ort eines 
Punktes von der Beschaffenheit, 
daß die Strecke auf der Tangente 
desselben, vom Berührungspunkte 
bis zum Schnitt mit einer festen 
(reraden gemessen eine konstante 
Länge hat, 



Die logarithmische Spirale ist 
die Enveloppe einer Geraden von 
der Beschaffenheit, daß der Winkel, 
den sie mit der Verbindungslinie 
ihres Berührungspunktes mit einem 
festen Punkt bildet, eine konstante 
Größe hat, 



so sehen wir, daß, von einem gewissen Standpunkte betrachtet, die 
beiden Linien als korrelativ gelten können/) 

Werden die (zu der festen Geraden senkrecht genommenen) Ordi- 
naten einer Traktrix in einem konstanten Verhältnisse vergrößert 
oder verkleinert, so erhält man die Bianchische verlängerte bzw. 
verkürzte Traktrix*^), Kurven, welche in Fragen der Infinitesimal- 
geometrie auftreten.*^) 

Die Gleichung der Traktriz erhält man leicht, wenn man die 
feste Gerade als oü -Achse wählt; in solchem Falle ist sie „die Kurve, 
fttr welche die Länge der Tangente konstant ist^^; daher ist ihre 
Differentialgleichung folgende: 

(1) 



»■ + »* (H) •■ 



a 



s. 



diese ist leicht zu integrieren und gibt 

1) Siehe einen an Basnage deBeanval gerichteten und in der Histoire d^s 
auvrages des savants (Dezember 1692 bis Febmar 1698) veröffentlichten Brief; vgl. 
Oeuvres de Huygens X, S. 407—417. 

2) 8. einen Brief an Leibniz vom 17. September 1698 (LeibniM, ed. Gerhardt, II, 
S. 161). 

8) Etüde sur les HasstMes ou surfaces ä caurbure moyenne nütte (M^m. com. 
par TAcad. de Belgiqne, XLIV, 1880). 

4) E. Cesäro, 8%fr la tractrice (Mathäsis II, 1881). 

5) L. Bianchi, Über die Flächen mit konsternier negativer Krümmung (Math. 
Ann. XVI, 1880). 

6) Vgl. Darbonz, Legans sur la th4orie ginirate des surfaces in. (Paris, 1894) 
S. 398. 
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Um die angedeutete Quadratur auszuführen, ist es zweckmäßig, 
y » a sin o zu setzen; dann erhalt man 

/cob'(d , / i da I . , \ 

—. — ao — al f —. I sinfD'dm). 
Bin» \^ Bin 09 ^ / 

Nehmen wir nun an, daß die Kurve vom Punkte ^ (0, a) ausgeht, 
SO muß für o « — , o; » werden, und alsdann dienen zur Dar- 
Stellung der Traktrix der beiden Gleichungen 

x^ a log tg Y + öt cos o, y » a sin C9. . . . (2) 

Wenn man hierin o in 3t — © verwandelt, so ändert nur x das Vor- 
zeichen, während y unverändert bleibt: Die Traktrix ist symmetrisch 
zur 2/-Achse (aber nicht zur rc- Achse, wie man geglaubt hat^)): der Punkt 
Ä ist eine Spitze mit der y-Achse als Spitzentangente. Die gewöhn- 
liche kartesische Gleichung derselben ist offenbar das Resultat der 
Elimination von (o aus (2), lautet daher 

« =- a log ^^:>f3 + y^Firy. I .) 

x^y^irzrp I [ß) 

oder ye °- =» a — |/a* — y* J 

Aus dieser geht hervor, daß (die a;-Ach8e, d. h.) die feste Gerade eine 
Asymptote der Traktrix ist Femer folgt, daß die Enveloppe der 

cx>^ durch die Gleichung x + y ®in — — d dargestellten Geraden, wo 

OL 

ö ein Parameter ist, eine Traktrix ist^) Di^egen ergibt sich aus 
der Differentialgleichung (1) daß 

X—x ^ Va '-y* (4^ 

die Gleichung der Tangente im Punkte (Xy y) ist. Nehmen wir hierin 
X und 7 als gegeben an und erheben ins Quadrat, so folgt: Die Be- 

1) Kleyer-Haaa, Differentialrechnung, III. T. (Stuttgart, 1894) 8.64—65; 
Salmon-Fiedler, Höhere ebene Ktirven, II. Aufl. (Leipzig, 1882) S. 878. 

2) Diese Gleichung, unter der folgenden Form 

a: = ±ya«-y«+« log-— -^^==i 

a±ya —y 

findet man wohl zum erstenmal in einer Abhandlung von Lord Brougham, 
die in den Philos. Transactions B. Soc. of London 1798 veröffentlicht 
wurde. Sie beweist, daß die Traktrizkurve einer von J. Duran-Loriga 
{Intermediaire, lY, 1897 S. 148) betrachteten Eurvenklasse angehört, deren all- 
gemeine Gleichung 

«=■ — -^cosei — y g* — y* — c log - ^ '^ ^ — ^ i'wog'«-: i— 

2 -^Lq -^ ^ * y j' * 4 — COB*« 

ist. Die Traktrix entspricht dem Werte e^-^* 

8) E. Be Iträmi, Tearema di geometria pseudosferica (Giom. di Matern. X, 1872; 
Opere nuUematiche II, S. 892). 
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rfihnmgspmikte der von einem festen Punkte an die Traktrix ge- 
zogenen Tangenten liegen auf einer Knrve vierter Ordnung, die 
zweimal durch jenen Punkt hindurcbgeht; liegt der feste Punkt aber 
auf der Asymptote (Y=- 0), so zerfallt jene Kur^e vierter Ordnung in 
die doppelt zu zahlende Asymptote selbst und einen Kreis mit dem 
Radius a. Aus obigem Satze erhält man als Folge: Jede Traktrix 
ist eine panalgebraische Kurve und gehSrt einem System an mit 
den Charakteristiken ^ = 2, v = 2. 

Eine einfache Anwendung bekannter Formeln zeigt, daß die 
zwischen der Traktrix und ihrer Asymptote gelegene Fläche gegeben 

wird durch F — -^-, während der durch Rotation um dieselbe er- 

zeugte Körper das Volumen F« und die Fläche 43tr^ hat^), 

d. h.: Der durch Rotation der Traktrix um die Asymptote erzengte 
KSrper hat dieselbe Oberfläche und das halbe Volumen wie die Kugel, 
deren Radius gleich der Länge der Tangente a ist.*) — Wichtiger 
ist eine Folgerung , zu der uns die Rektifikation der Kurve führt. 

Gleichung (1) liefert nämlich 

ds a 
dy "" y J 

daher ist 5 = alog— (7) 

Lassen wir die Bogeii im Punkte A{x^O, y ~ öt) beginnen, wo also 
die Kurve die y-Achse berührt^ so kann man auch schreiben 

s =3 — a log sin o, a; = a log (1 — cos o) — a log sin o + ^ cos ©; (7') 

daher ist 5 — a; «=- — a cos qj — a log (1 — cos o); 

setzen wir hierin © « ä, so wird a: =» oo, und wir haben dann 

Um(s-a;) = a(l -log2); (8) 

da nun die Kurve symmetrisch zur ^-Achse^ so drückt diese Beziehung 
folgenden Satz von Beltrami aus'): Die Difi'erenz zwischen der 
(unendlichen) Länge der durch die Konstante a bestimmten Trak- 
trix und ihrer Asymptote ist eine endliche 6r8ße, und zwar gleich 
2c»(l— log2). 

Bezeichnet 22 den Krümmungsradius der Traktrix, so fijidet man 
leicht aus der Gleichung (3) 

22 »a ctg cd; (9) 

1) Oeuvres de Huygens, X, S. 418— 421. 

2) E. Beltrami, Intomo ad cdame proprietä delle swperfide di rivöluzione 
(Annali di Matern. VI, 1864, S. 276 oder Opere matematiche I, S. 204). 
Zwar sagt Beltrami, daß die beiden betrachteten ganzen Yolnmina gleich 
seien; daß dies nicht richtig, wurde dem Yerf. brieflich mitgeteilt von Prof. 
F. Dingeldey den 2. Febmar 1910. 8) Daselbst. 
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wird nun m ans den Gleichungen (7') und (9) eliminiert, so erhält 
man 



a]/c"-l 



B-^ay c^-1 (10) 

als natürliche Gleichung der Traktrix. Bezeichnen wir, wie gewohn- 
lich ^ den Bogen und den E^rümmungsradius der Evolute mit 8^ und 

J2j , und bedienen uns der Pormehi (Nr. 245) s^ =» 2J, JS^ « JR -^ • 

so erhalten wir , 

l/- 

demnach durch Elimination von s 

Bi-V + «5 (W) 

dies ist nun die natürliche Gleichung der ersten im folgenden E^apitel 
behandelten Kurve; wir sehen also: Die Traktrix ist die EvolTente 
einer Eettenlinie. 

281. Die Gleichung (10) führt uns zur Betrachtung von all- 
gemeineren Kurven, nämlich der durch eine Gleichung von der Form 



i/.^-i 



R^by c^-l (12) 

dargestellten, es sind die Pseudotraktrices nach E. Gesäro^); zur 
natürlichen Gleichung ihrer Evoluten gelangt man durch ein ähn- 
liches Bechnungs verfahren wie vorhin; sie ist 

B^*^'-^ + e, (13) 

wobei ac -» &^; es sind die sog. Pseudokatenarien, denen wir im 
folgenden Kapitel begegnen werden. 

Älteren Datums ist eine andere Verallgemeinerung der Traktrix, 
auf die wir hier hinweisen wollen. Nach einem Yorschlage von 
Y. Biccati*) wird mit dem Namen Syntraktrix der Ort der Punkte 
P bezeichnet, welche die Tangenten MT einer gewöhnlichen Traktrix 
in einem gegebenen Verhältnisse teilen. Um die Gleichung derselben 
zu finden, bezeichnen wir mit o;, y die Koordinaten von M, mit x' y' 
die von P und setzen MP = Ä, TP = Je, so daß also ä + * — « 
ist. Dann haben wir 

y' ^^ k^ « — aj' "" d« 5 



1) NatOrliehe Geometrie S. 18. 

S) Siehe die Abb. De natura et proprietaiibus quarundam eurvairum, quae 
simül cum traetoria generantur, quaeque prainde eyntraetoria nominabantur (Com- 
ment. Inst. Bonon. III, 1766). 
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kombinieren wir diese mit (1)^ so finden wir 

y-^, a; - a;' + JyÄTTTi. 

setzen wir diese Werte in (3) ein, so bekommen wir 



a.>-yÄrrp-aiog ^-v*;-y" ; .... (U) 

dies ist die Gleichung der Syntraktix; fOr X; » a stimmt sie mit (3) 
überein, wie yorauszosehen war An Stelle der Gleichung (14) können 
auch folgende beiden treten 

a;' — i cos o 4- a log tg -r-; y' =» * sin cd.*) . . . (16) 

Viel natürlicher und weiter gehend ist die Verallgemeinerung der 
Traktrix; die entsteht, wenn man die feste Gerade durch eine beliebige 
Kurve ersetzt; man gelangt so zu dem Begriffe der Traktrix einer 
beliebigen Kurye^); welchen man schon bei Huygens und Leib- 
niz begegnet, und zu einer bemerkenswerten Beziehung zwischen 
zwei Kurven, die man in folgender Weise präzisieren kann: 
;,Tr^ man auf den Tangenten einer gegebenen Kurve f von den 
Berührungspunkten aus eine konstante Länge ab, so bildet der Ort 
der Endpunkte eine neue Kurve E, welche man die Äquitangential- 
kurve von f nennt'), während f die Traktrix von E heißt (welch 
letztere alsdann die Basis der Traktrix genannt wird).^^) Solche 
Kurvenpaare kommen in Fragen der angewandten Mathematik vor^). 

Ist die Kurve r gegeben, so läßt sich ihre Iquitangentialkorve 
durch einfache Differentiationen bestimmen« Sind nämlich x » x(8\ 
y — y(5) die Ausdrücke für die Koordinaten der Punkte von f in 

1) Zur Familie der Syntraktrices gehört eine Kurve, welche M. d^Ocagne 
in seinem Aufsätze Sur tme caurhe cUfinie par la loi de sa recHficatUm (Nonv. 
Ann. math^m., 8« S^r., X. 1891) erforscht hat. 

2) Vgl. auch A. Ponlain, Les aires de tractricee et U stang-planimHre 
(Joum. math. sp^c. 4« S^r. lY, 1896). 

8) H. Brocard, Notes de hiblioffraphie des eowrbee giomitriques; ParHe com" 
pUmentaire (Bar-le-Dnc, 1899) S. 68. Ist z. B. r ein Kegelschnitt, so wird E 
eine Kurve 8. Ordnung seüi, die A. Sohrader eingehend untersucht hat (Über 
den Ort der Endpunkte, die num erMlt, wenn man auf jeder Tangente eines 
KegeUehnittes nach beiden Seiten hin vom Berührungspunkte aus eine konstante 
Strecke abträgt; Progr. Paderborn, 1904). 

Die Äqnitangentialen i. allgem. wurden vom Abt Aoust in seiner Analyse m- 
fimt^male des courbes pHanes (Paris, 1878) genauer xmtersncht. Dieselben Kurven 
wurden von G. Scheffers Tangentialen genannt, da er den von uns gebrauchten 
Namen in einer anderen Bedeutung nahm; vgL die schöne Abhandlung Isogonal- 
kurven, Äguitangentialkurven und komplexe Zahlen (Math. Ann. LX, 1905). 

4) Über die Traktiixkurven im allgemeinen sehe man L. Kleritj IVaktorio- 
graph und KonstrvMion der transsendenten Zahlen „^* und „ef*, sowie Konstruk- 
tion der n-seitigen dem Kreise einbeschriebenen regelmäßigen Polygone (Dinglers 
polyt. Joum. Bd. 806, 1897). 

6) Bourlet, Nouveau traüd des bicycles et des bicyclettes (2. Aufl. Paris, 1898). 

Lorift, Ebene EnxTen. S. Aufl. n. 1$ 
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Funktionell des Bogens, nnd l die konstante Länge , so werden die 
Koordinaten des zugehörigen Punktes von E sein 

X-. + l'^, Y^y + l'^. 

Bezeichnen wir nun den Bogen von E mit 8 und beachten, daß 
der Erümmungradius J2 von F durch die Gleichung 



i - ©•+ m 



bestimmt wird, so folfft ^.o « ,• 

©-1 + Ä w 

eine bemerkenswerte Beziehung zwischen P und E. 

Eine weitere Beziehung kann folgendermafien ausgesprochen werden: 
Die Normale im Punkte P von E, der Äqnitangentialkurye von f, 
welcher dem Punkte M dieser letzteren entspricht, geht durch den 
jEU M gehSrenden Krfimmungsmittelpunkt von f. um diesen Satz zu 
beweisen, beachten wir, daß die Koordinaten dieses Krümmungs- 
Zentrums sind , -ody j^dx 

wahrend — wenn |, 17 die laufenden Koordinaten bedeuten — die Glei- 
chung der Normalen in M zur Kurve E lautet 

(|-Z)|f + (,-D|f-0; 

setzen wir nun in die linke Seite dieser Gleichung fOr X und T ihre 
Werte ein und alsdann S « o^q, rj^^ y^, so erhalt man als Resultat: 



'[^föS-f:-S') -']-•>. 



in Übereinstimmung mit obigem Satze. — Die Bedeutung dieses Satzes 
liegt Yomehmlich darin, daß sie uns gestattet, das Krümmungszentrum 
f&r einen beliebigen Punkt von f zu konstruieren, wenn man die 
Normalen der beiden Kurven f, E konstruieren kann. Im speziellen 
ergibt sich aus ihm: Um das Krfimmungszentmm f&r einen beliebigen 
Punkt M der gewöhnlichen Traktrix, die als Basis die Gerade Ox 
hat, zu konstruieren, hat man den Schnittpunkt der Normalen in M 
zur Kurve mit der zur Basis im Tref^unkt der Tangente errichteten 
Senkrechten anftosuchen. ^) Ähnlich hat man: um das Krflmmungs- 
Zentrum für den Punkt M einer Traktrix zu finden, die als Basis 
einen Kreis hat, hat man den Schnittpunkt der Normalen in M mit 
demjenigen Badins des Kreises aufzufinden, der durch den dem 
Punkte M entsprechenden Punkt der Peripherie geht 

1) Eine praktisch wichtige Anwendung dieses Satzes yeidankt man R. M e h m k e 
(Zeitschr. Math. Phys. XLIX, 1908, S. 464); vgl. E. Müller, Lehrbuch der darst. 
Geom. I (Leipzig, 1908) S. 126. 



EinondzwanzigsteB Kapitel: Die Trakiriz-Enrven. 195 

Umgekehrt aber: Ist die Basiskurve E gegeben, so erfordert 
die Auffindung der Traktrix r im allgemeinen die Integration von 
Differentialgleichnngen nnd wenigstens Qnadratnren. Die bezüglichen 
Rechnungen können yollstandig aasgeführt werden, nicht nnr^ wenn E 
eine Gerade ist (vgL oben); sondern auch wenn sie ein Ereis ist^), 
und dies soll im folgenden bewiesen werden. 

232. Die Basiskorve sei ein Ereis mit dem Mittelpunkte und 
dem Badius a, und l sei die konstante Länge. Die Koordinaten eines 
beliebigen Pimktes M der Traktrix wollen wir mit x, y bezeichnen 
(Tat V, Fig. 47) und mit 8 den Bogen der Traktrix. Wir setzen 
nun zur Abkürzung 

«*-^*-«*' Ji-»'' S-*'5 daher ist 1 + y'» - «'». 

N sei der dem Punkte M entsprechende Punkt des Kreises; ziehen 
wir nun MP und NR senkrecht zu Ox und MV dazu parallel, so 
haben wir 

OJB - OP + Jf F« x + n^ BN^ PM+rN^y+ ^', 

und da N dem gegebenen Kreise angehört, so ist OB + BN — a', 
folglich / z\i / , ly\2 , 

oder auch s^ + y^ + -zr (x + yy^) — n*; (16) 

dies ist die Differentialgleichung der Traktrix; die Integration der- 
selben läßt sich in folgender Weise ausführen. Schreiben wir näm- 
lich so 

«' — _ z Jl 

so finden wir s — c — Hog (ic* -f- y* — n*); (17) 

f&hren wir jetzt Polarkoordinaten q, (o ein, so wird Gleichung (16) zu 

oderaach ^,_ <i>V>(a'+J').'- .jl^ (,8) 

und damit ist die Trennung der Yariabeln erreicht. Um die Rech- 
nung weiter zu führen, setzen wir 

Q^^a^ + P + 2alcoBik (19) 

und yerwandeln dadurch die yorige Gleichung in folgende 

, , O* l COB fi 

1) S. Riccati, De usu moiua traetarii in canstrucHone aequ. diff. (Bologna, 
1762). Der wesentiiohe Inhalt dieser Abhandlung ist im II. Bande der InstUu- 
tiones analyUeae a F. BiccaU et H. ScHadvno collectae (Bononiae, 1767; S. 470 bis 
487) wiedergegeben. 

18* 



•'—' ?i:yÄ --' Ä ">«(«•+»' -■). 
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oder da»-|dft-iy-ig— -^ ^. f^ . . • (20) 

a 2al 

Setzen wir nun tg j ^ — 0, so wird Gleichung (19) 

Q^ya^ + V + 2al\^,, (21) 

wahrend die Gleichung (20) sich verwandelt in 

Wird die Integration ausgef&hrt, so erhält man auf der rechten Seite 
yerschiedene Besultate je nach dem Werte von a, und zwar 

arctgO — + -4 wenn a=»r 

^^etg '^;^ +|arctg)4^6 + g „ a<l 



arctg . , Tx I / K— i log T h C » ö>* 



(22) 



WO ^y B, C die beliebigen, durch die Integration eingeführten Eon* 
stauten sind, die man in jedem Falle auch gleich Null annehmen darf. 
Die Gleichungen (21) und (22) geben für alle Fälle die Polarkoordinaten 
(>, (D als Funktionen der unabhängigen Yariabeln d, liefern daher die 
analytische Darstellung der Kurve, insbesondere können sie zur Be- 
stimmung ihrer Gestalt dienen. So zeigt uns z. B. die Gleichung (2 1 ), 
daß die Kurve ganz innerhalb des Kreisringes mit dem Zentrum und 
den Radien a + l und |a — 2| liegt; dagegen lassen die Gleichungen (22) 
erkennen, (vorausgesetzt, daß die Konstanten Ä, B, C '^ 0) daß sie 
symmetrisch in bezug auf die Polarachse ist, indem beim Wechsel des 
Vorzeichens von 6, m gleichfalls wechselt, während q unverändert 

bleibt; die dritte der Gleichungen (22) zeigt, wenn 6* = ""ZT» *^ ^^* 

p— "j/o*"^^ — n und cd » 00; daher ist der Bjreis mit dem Zen- 
trum und dem Radius n ein asymptotischer ftLr die Kurve usw. 
Die Gestalt der Kreistraktrix für den Fall l^a stellt in Fig. 48 
auf Taf. Y die in J. beginnende Kurve dar, die in B beginnende den 
Fall l — 2a. Beachten wir auch noch, daß im Falle Z « a, Ä^O 
man als Polargleichung der Traktriz findet 

CD » arc tg ' ^ ^• 

A. Bordoni, dem man die oben dargelegte elegante Rechnung ver- 
dankt'), ist außerdem auf einige sehr einfache Betrachtungen gestoßen, 



1) S. die Abb. Std nuovo tamio immagmato diu Sign. Carlo Parea (Mem. Soc. 
Ital. Scienze, XYIII, 1820). 
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die in einer wirklich unerwarteten Art und Weise eine Differential- 
gleichnng fOr die Eyolyente der betrachteten Traktrix liefern, die 
leicht integrierbar ist; wir wollen diese in aller Kürze wiedergeben. 
Es seien t und u die Koordinaten desjenigen Punktes der Eyol- 
yente, welcher dem Punkte {x, y) der Traktrix entspricht. Wir wollen 
alle diese Großen als Funktionen einer und derselben unabhängigen 
Yariabeln aufhssen; alsdann haben wir 

t^x-'-^, «-y + p (23) 

Eliminieren wir x und y aus diesen Gleichungen und aus (16) — die 
nötigenfalls differenziert wird — , so bekommen wir die Differential- 
gleichung der Eyolyente. Differenzieren wir nun (16), so bekommen 

"^ (x + yy' + U') s'' - l (xy' - y) y"; 

wenn man nun in diese und die erste yon (23) den Wert y'' » 

w — y 

setzte der aus der zweiten yon (23) heryorgeht, so gelaugt man zu 
den Gleichungen 

(x + yy* + Is^) 8' {u-y)^l (xy* - y), t + uy' -x — yy' - 0, 
oder auch x-^t + y'^^^, y = u + ^J^. 

Setzen wir diese Werte für x und y in (16) ein, so erhalten wir 

<■ + »• + 2"' ■TS7" + '*(iT=^y-«"- 

Bekanntlich ist nun gemäB der Theorie der Eyoluten y' » - — ,, 
daher, wenn der Bogen der Eyolyente mit 6* bezeichnet wird, 

und die yorige Gleichung wird nun 

Dies ist die Differentialgleichung der Eyolyente. Um sie zu integrieren, 
wollen wir Polarkoordinaten q, od einführen, und damit yerwandeln 
wir sie in folgende 

oder aber (q % J — n* 

Daraus folgt, wenn « » ± 1, 

folgüch (<.-.,n)««^-P(l+^,), 
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oder auch 
oder scliließlich 



ViQ - »»)* - P - 






dm — 



Z- dp 



womit auch die Yariabeln getrennt sind. Setzt mau nun 

Q — en — lg, 

Id» 



(26) 



(26) 



80 wird (25) zu 
oder wenn man setzt 



d(D 



d(D 



|/jgr* — 1 ■= jgf — M, 
— 2du 



(27) 



weshalb dann 



U'— 28yU+l 



-8du 





u«-2« 



jU+1 



(28) 



Wird nun jer aus (26) und (27) eliminiert; so bekommt man 

,».„ + 4(« + i) (29) 

Die Gleichungen (28) und (29) liefern cd und q ab Funktionen der 
unabhängigen Yariabehi u, und bieten daher die gesuchte analytische 
Darstellung der Kurve; wir können hinzufQgen, daß die in (28) 
angegebene Integration ausführbar ist und folgendes Resultat ergibt: 



(D- 



CD — 



2 



u — « 



wenn n 



.E + 



8n-\-lu 



n 



== arc tff , 



y-^ "^ 2u*"^«n + Zu + u 



7f 



9) 



■n 

m 

n<l 
n>l 



m 



wo D, Ey F die Integrationskonstanten sind, die man im allgemeinen 
gleich Null annehmen kann. 

Mit Hilfe der gefundenen analytischen DarsteUung würde man 
zur Kenntnis aller E^enschaften der Kurve gelangen können (die 
Fig. 49 auf Taf. Y stellt graphisch nach Bordoni den dritten 
der obigen Fälle dar); wir überlassen jedoch dem Leser diese 
Untersuchung und bemerken vielmehr, daß zu einer Behandlung der 
Traktrix des Kreises neuerdings F. Morley auf einem Wege gelangt 
ist; zu dem ihn die Betrachtung eines bekannten Integrationsinstrumentes 
führte^). Die Kurve kann nämlich als Ortiiogonaltrajektorie der cx> ^ Ejreise 
mit gegebenem Radius & aufgefaßt werden, deren Mittelpunkte auf 
einem Kreise mit dem Zentrum und dem Radius a liegen; sie ist 

1) 8. die Note The „no rolling*^ eurves of Ämslers planimeter (Annale of 
Mathem., II Ser. I, 1899). 
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demnacli anallagmatisch in bezag anf jede Inversion mit dem Zeniaxun 
nnd in dem Spezialfälle a^^b die Inverse einer Ereisevolyente. 
um ihre analytische Darstellung zn finden, beachten wir die oo^- 
Sjreise, die die allgemeine Gleichung haben 

(a? — a-cosg?)* + (y — a-siny)' — 6* .... (31) 
oder auch rr* + y* -- 2 aa: • cos 9 — 2 ay • sin 9 + a' — 6' — 0. 

Durch Differenzieren erhalten wir 

dy x — a-coBtp 

dx y — a • sin 9 ' 

demnach ist die Differentialgleichung der Orthogonaltrajektorie dieses 
EreissYstems ,,. ^ ^„^, 

dx y — a Bin ip 

aus der q> mit Beihilfe von Gleichung (31) zu eliminieren ist. Als- 
dann liefert die Gleichung (82) 

dx dy da 

x — a cos 9 y — a sin 9 b 

wo 8 den Bogen der gesuchten Kurve bedeutet; demnach ist 
b' dx b • dy 

-55 a; — -acosy, -g^ - y— - a smg?, 

tmd wenn man quadriert und addiert 

6» + a:« + yi _ ^hJ^äx-^-yäy) _ ^,^ 

oder, wenn man x^ + y^^^ q* setzt, 
Daraus folgt dann 

oder, wenn wir Polarkoordinaten einführen, 
woraas dann 

ab Polargleichung der Kurve sich ergibt. Da diese Gleichung auf die 
Form (18) reduzierbar ist^ so ist die Kurve von Morley mit der von 
Bordoni identisch. Im Falle a *-> 6 wird die Gleichung (33) zu 
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und liefert © — arc cos y — ^— — ^> die, wie Yorausgesagt war, 

die Inyerse einer Ereiseyolvente darstellt (s. S. 1 1 5). Im allgemeinen Falle 
zeigt nns Gleichung (33), daß die Traktrix des Kreises eine panalgebra- 
ische Kurve ist; wir überlassen es dem Leser, die Kurve (8. Ordnung) 
au&usuchen, auf welcher die Berührungspunkte der von einem 
beliebigen Punkte der Ebene an sie gezogenen Tangenten liegen. 
Dagegen sei hier noch bemerkt, daß die Berührungspunkte der 
Tangenten, die mit der Folarachse den Winkel a bilden, auf der 

.Vla' + fe^ -tg(«~fl,) 

liegen, die, wenn man zu kartesischen Koordinaten übergeht, sich 
erweist als zerfallend in die beiden Kreise 

(x±b cos «)• + (y ± 6 sin «)* — a* 

und das sind jene beiden des gegebenen Systems, deren Mittelpunkte die 
Endpunkte des Durohmessers von der Neigung a des Kreises mit dem 
Zentrum und dem Radius b sind. 

F. Morley hat bemerkt, daß die Kurve yerschiedene Gestalt darbietet: 
wenn a > 6, so hat sie einen asymptotischen Kreis mit dem Zentrum 0^ 

dem Radius "l/a* — 6*; wenn a «-* 6, so hat sie als asymptotischen 
Punkt, und wenn a < &, so hat die Kurve regelmäßig auf den 
Peripherien der Kreise um mit den Radien b ± a verteilte Spitzen, 
so daß der Winkelabstand zweier aufeinander folgenden Spitzen gleich 

""^ ist. (S. die Fig. 48, B.) 

Der umstand, daß die Evolute der gewohnlichen Traktrix eine 
bekannte Linie — die Kettenlinie — ist, hat Morley zu der Unter- 
suchung der Evolute der Kreistraktrix veranlaßt; er fand als Polar- 
gleichung dieser Kurve 

wo ^ » arc cos ist. 



"'/^ 



cos "ip ^ ^ — a 

Die Integration ist immer elementar ausführbar und führt z. B. im 
Falle &>a zu folgender Polargleichung der Evolute: 

9 ;; 6^s— ' 

a — ocos 



die (wie wir aus Bd. I, S. 423 wissen) eine Kurve mit n Bäuchen darstellt, 
wenn ^ eine ganze positive Zahl n ist. 

233. Wenn wir bei der gewohnlichen Traktrix die o;- Achse als 
Basis nehmen, so kann jene, wie wir in Nr. 281 gesehen haben, 
definiert werden „als die Kurve, für welche die Länge der Tangente 
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konstant ist^. Diese Bemerkung laßt von selbst die Frage aufwerfen: 
yy Welche Kurven erfreuen sich der nämlichen Eigenschaft bei einem 
Polarkoordinatensystem?^ Es sind offenbar die Integralkurven folgender 
Differentialgleichung . 

Schreiben wir diese in folgender Weise 

ds^a — » 

und integrieren, so erhalten wir 

s — 5o — alog^- (35) 

Daraus geht hervor ^ daß die gesuchten Kurven von der Eigenschaft 
sind, daß ein beHebiger Bogen derselben proportional dem Logarithmus 
des Verhältnisses der Vektoren in den beiden Endpunkten ist. Wendet 
man die allgemeine Gleichung (15) S. 102 und die Definitions- 
gleichung (1) an, so kann man leicht beweisen, daß die in Bede 
stehende Kurve eine panalgebraische Kurve ist, die einem System 
mit den Charakteristiken ft — 2, v » 4 angehört. Beachtet man 

ferner, daß fftr die Wendepunkte — ^'S"«!" ) — ^ ^**» '"^^ ^^ 

5^ W "" TiHTTi' ^ erkennt man: Der Kreis 9* = -g- a* sehneidet 
die Kurve in ihren Wendepunkten. Aus (1) ergibt sich dann 

wenn man nun ^ ■» a cos ^ setzt, so hat man 

daher ist (ö-** — tg* + c, 

oder auch weil ^ » arc cos—; 

a 



© — arc cos — — — + c. 

Nehmen wir jetzt als Folar-Winkelkoordinate die Größe c — a>, so 

ei^bt sich, daß -/ ,_ , 

0, B. J-5 — ? — arc cos — (36) 

Q a 

die Polargleichung der gewünschten Kurve ist Lassen wir nun, weil 
la arc cos -^ *» — — arc sin —7 die Polarachse eine Rotation um den 

Winkel -r- machen, so kann die Gleichung (8) auch durch folgende 

ersetzt werden: ^/-^ — = 

„„J^EZ_arc8in^ (36') 

Q a 
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R. CöteSy der die hierdarch bestimmte Earye zuerst betrachtet hat^ 
nannte sie Traotrix complicata^); Giard') und Nenberg^) nannten 
sie, um ihren Zusammenhang mit Polarkoordinaten anzudeuten, polare 
Traktrix, 0. Sohlomilch^) zog den Namen Traktorie des Kreises 
vor, mit der sie ja, wie die letzten Gleichungen und die erste auf 
S. 200 zeigen, identisch ist. 

Die Gleichung (86) kann durch folgende beiden ersetzt werden 

^ «* a cos ^, © — tg d" — *; 

verwandelt man hierin d- in — ^, so wird o> zu — a>, und q bleibt 
unverändert; daher ist die Tractrix complicata symmetrisch zur 

Polarachse. Nimmt man '&■" y« so erhalt man ^ — 0, o>-> oo; daraus 

folgt: Der Pol ist ein asymptotischer Punkt der Tractrix complicata. 

Zwischen der Tractrix complicata und zwei uns schon bekannten 
Kurven bestehen bemerkenswerte von Cötes und Neuberg gefundene 
Beziehungen, mit deren Beweis wir dieses Kapitel beschließen wollen. 

a) Wenn man auf die Kurve (36) die durch die Formeln m^ — o, 

,. - «^ de&nerte Tranrfonnaidon durch reziproke Radiea ausführt, 
80 erhalt man die durch folgende Gleichung dargestellte Kurve: 



oj ai —^ arc cos — 

1 a Pi 

Erinnern wir uns nun der Gleichung (25) aus Nr. 211, so erkennen 
wir: Nimmt man den Mittelpunkt als Zentrum einer Inversion, 
so verwandelt sich jede Evolvente eines Kreises in eine 
Tractrix complicata. 

b) Wir betrachten die hyperbolische Spirale gm^^a. Vom Pole 
fallen wir das Lot auf die Tangente im Punkte Jf (^, o), dessen 
Fußpunkt T(q^, (Dx) sein möge. Den Winkel OMT nennen wir ft; 
dann haben wir 



und da 



fl>l- 


« 

-«,_-- 


/*» 




Pl- 


Q sin n, 


11 fl 


o 




cos 


/*-- 


1 


yi+»« 


yi + a.« 



so ist 8in(a>i - ©) - cos ft = - A_ , und p^ - ylT^t' 

oder auch ©j — © = — arc cos > q, „ 1l5!ii?l!, 
yi + cö* Q^ 

1) Harmoma tnensurarwn (Gantabrigiae, 1722) S. 84 

2) Courbe dont la tangente pokUre est constante (Nout. Ann. Math. 2« Sdr. 1, 1862). 
8) Non7. CoiT. matfa. lY, 1880, 8. 409—410. 

4) Übungsbuch tum Studium der höheren Analym, L Tl. (6. Aufl. Leipzig, 
1904) 8. 124. H. Brocard {Notes de bibl. etc. 8. 276) benutzt den gleichbedeutenden 
Namen „tractrice circnlaire^\ 
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und nach Elimination von (d 



(0 — J. ^ arc cos — • 

Besehen wir uns nun die Gleichung (36'), so haben wir: Die Fuß- 
punktkurve einer hyperbolischen Spirale in bezug auf den 
Pol ist eine Tractrix complicata. 



Zweiundzwanzigstes EapiteL 

Die Kettenlinien. 

234. In dem berühmten Werke Galileis, Discorsi e dimosfrcusumi 
matematiche inlomo a due nuove scienze (dessen Vorrede Yom 6. März 
1638 datiert ist), findet sich in der zweiten und vierten ^Giornata' (in 
solche ist das Werk eingeteilt) die Bemerkung^), daß ein gleichmäßig 
schweres Seil oder eine Kette, wenn sie an zwei Punkten von 
derselben Hohe aufgehängt ist, eine Gestalt annehme, die einer 
Parabel ähnlich sei. Daß aber diese Kurye keine Parabel (zweiter 
Ordnung) sei, wurde durch Berechnungen und Experimente Yon Joachim 
Jungius 1669 in der bekannten Arbeit, Geometria empyrica betitelt^ 
dargetan; es blieb jedoch somit immer noch übrig zu bestimmen, 
welches denn die Kurve sei, in welche sich das Seil lege. Die Unter- 
suchung derselben wurde nun im Mai 1690 von Jacob Bernoulli 
öffentlich vorgelegt und zwar in den Acta emdilorum^. Drei Geometer 
ersten Ranges lösten dann sozusagen gleichzeitig diese interessante 
Frage, Huygens'), Leibniz^) und Joh. Bernoulli^); an dem edlen 
Wettstreit nahmen auch der Aufgabensteller*) und Hermann^ teil; 

1) Opere di G. Gältlei, ediz. nazionale YIII (Firenze, 1898). 

2) S. auch Jac. BemoulU Opera X, 8. 246. 

8) Ada erudit 1691 (die Abb. ist reproduziert in Leibnis, ed. Gerhard, Y, 
8. 248). Vgl. einen Brief von Hujf^nB an Leibniz vom 4. 8ept. 1691 (Leibnigy 
ed. Gerhardt, II, 8. 102) und die Abh. von D. J. Eorteweg, La Solution de 
ChrisHan Huygens du probUme de la chatnette (Bibl. matb., 8. Ser. I. 1900). 

4) Acta erud, 1691, 1692 u. 1699; Journal de SavamU 1692; Giomale dei 
Letterati, 1692; Leibnie, ed. Gerhardt, Y, 8. 248, 266, 268, 268, 866. 

6) Acta erud. 1691; femer Joh. BemouUi Opera I, 8. 48, und Leibnie, ed. 
Gerhardt, Y, 8. 248. Man sehe auch die XXXYI und XXXYU der Leetiones 
mathenuttieae (Joh. Bernoulli Opera III, 8. 491 — 497); die drei aufeinander 
folgenden Leetiones verallgemeinem sukzessive das Problem, indem sie die 
Fälle behandeln, in welchem das 8eil nicht homogen ist. 

6) 8. den letzten Teil des Specimen aUerutn caiculus di/ferentialis (Acta erud., 
Juni 1691; Jac. BemouUi Opera, 8. 449—468). 

7) Phoronomia, Lib. I, Kap. III, Append. § 6 (Amstelod. 1716); einige dort 
begangene Irrtümer werden von Joh. Bernoulli yerbessert in der Abh. Solutio 
problematie eatenarii generaliter concepti (Opera lY, 8. 284—241). 
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und David Gregory^) befaßte sich dann als erster damit, eine 
meUiodische Bearbeitung der Eigenschaften der fraglichen Kurve 
zusammenzustellen.^ 

Einfache Betrachtungen aus der Mechanik^) zeigen, daß die Seil- 
kurve oder Eettenlinie^) geometrisch durch folgende Eigenschaft 
charakterisiert ist: Der von ihrem tiefsten Punkte, dem Scheitel, 
aus gemessene Bogen ist proportional dem Tangens des Winkels, den 
die Kurventangente im Endpunkte des Bogens mit der Horizontalen 
bildet (s <-» c • tg r). Hieraus ergibt sich, daß die Differentialgleichung 
der Kurve lautet: ^y ,|v 

dx 

WO c eine Konstante bedeutet. Eliminieren wir hieraus dy vermittelst 
der bekannten Relation dx^ + dy^ — ds^y so erhalten wir 

dx^c^yM=. (2) 

daher durch Integration 

e ^ c 
oder auch , , 

c 
Daraus folgt dann, daß 

e "^ — 
Daher ist 



-T_-«+y*Hc« 



« OS __/-=—: — =- sc X 

e 






Anderseits ergeben die Gleichungen (1) und (2) 

j 8 -da 

und durch Integration y «- y$* + c*. 

Wegen Gleichung (3) ist nun aber 

(X x% 
_ e'^+e~) (4) 

1) The properties of fhe Caienarian, or curve line formed "by a heawy and 
flexible cham, hanffing fredy from two point of euepension (PhiL Trans. B. Soc, 
London, 1697). Vgl. auch Anewer to Ihe animad/vertiona eonceming ihe Catenary 
(Das. Nr. 269, 1699). 

2) Bearbeitongen jüngeren Datoms sind: Gretschel, Elementare Ableitung 
der Haupteigenechaften der Kettenlinie (Arch. Math. Phjs. XLUI, 1866); J. Jung« 
Synthetische Behandlung der gemeinen Kettenlinie (Zeitschr. Math. PhjB. XLY, 1900). 

8) S. E. B. Schell, Theorie der Bewegungen und Kräfte H. (Leipzig, 1880) 
8. 94—95. 

4) Der Name Gatenaria ist yon HujgenB angegehen in dem Briefe an. 
Leibniz vom 18. Not. 1690 {Leihniz, ed. Gerhardt, II, S. 56). 
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Dies ist die gesuchte Gleichung der Eettenlinie^); mit Benutzung der 
hyperbolischen Funktionen *) kann man auch schreiben 

y-cCo8-5») (40 

C 

Führen wir auf die durch (4) oder (4') dargestellte Kurve eine ima- 
ginäre homographische Transformation aus, die durch die Gleichungen 
X'^lf y » iij gekennzeichnet ist, so gelangen wir zu folgender 

12 - c cos |; 

die Kettenlinie kann demnach als homographisch transformierte Sinus- 
linie aufgefaßt werden. Dies ermöglicht uns aus den in Nr. 222 
bewiesenen Sätzen die folgenden abzuleiten: Die Berflhrungspunkte 
der von einem beliebigen Punkte ihrer Ebene an die Kettenlinie 
gezogenen Tangenten gehOren einer Kurve vierter Ordnung an, für 
welche jener Punkt ein Doppelpunkt ist; daher ist jede Kettenlinie 
eine panalgebraische Kurve, die einem System mit den Charakte- 
ristiken fi=s2, r=s2 angehSrt 

Wir beachten nun, daß aus der zweiten Gleichung (8) und aus (1) 

sich ergibt s - c ©in f , (5) 

Ä-Sinf- • ■ (•) 

Bezeichnen wir jetzt die zwischen der Achse, einem Kurvenbogen und 
der Ordinate gelegene Flache mit F, so finden wir 



JP-/y-dfl?-c*®in> J — cä; (7) 



ist femer R der Krümmungsradius, N die Lange der Normale, so er- 
hält man B-N-edoi*^- iß) 

C ' 

eliminieren wir dann x aus (5) und (8), so erhalt man 

Ä-7 + C (9) 

und dies ist die natürliche Gleichung der Kettenlinie ^). Diese Glei- 
chungen (7), (8), (9) drücken algebraisch Eigenschaften der Kettenl inie 

1) DftrauB kann man eine elegante punktweise Eonstraktion der Kurve ab- 
leiten; Tgl. 6. Jnng, CanstrttcHon de la chainette par points, et division d'tm 
are de cette eourbe en n parHes proportianeUes ä de» eegments donnis (Bnll. Soo. 
math. France IV, 1876—1876). 

2) Gndermann, Theorie der PcienHal' oder cyklisch-hyperholiechen Funk- 
tionen (Grelles Jonm. VI, 1880) §75—81; Laiaant, Essai swr les fonctions hyper- 
holiques (PftriB, 1874) 8. 49; Günther, Die Lehre von den gewÖhnUehen und ver^ 
aUgemeinerten Hyperhelfunktionen (Eaiile a. S., 1881) S. 249. 

8) Die Eettenlinie gibt also die geometrische Darstellnng einer der hyper- 
bolischen Funktionen; die der übrigen findet man bei J. W. Melle r, Higher 
matematics for students of chemistry and physics (London, 1902) 8. 276—276. 

4) Zuerst aufgestellt in der o. a. Abh. yon Gud ermann. 
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auS; die man wie folgt in Worte kleiden kann: 1. Bei der Eettenlinie 
ist die FlSche zwiscben dem Knrvenbogen (gerechnet yom Scheitel 
an) der Scheiteltangente und einer Vertikalen hierzn proportional 
jenem Bogen.^) 2. Bei der Kettenlinie ist der Krflmmnngsradins 
gleich der Normalen; daraus ergibt sich eine einfache Konstruktion 
des Erümmnngszentrams.') 3. Rollt eine Kettenlinie anf einer Geraden, 
so ist der Ort der Krflmmnngszentren für die aufeinander folgenden 
Berfihmngspnnkte eine Parabel.') 

Dieselben Formeln fahren uns leicht zu weiteren Folgerungen. 
Ist V der Seheitel, -4^ (x^ , yj und A^ (x^ , y,) zwei Punkte der Ketten- 
linie, deren zugehörige Tangenten aufeinander senkrecht stehen, so 
wird zufolge von (6) sein 

©in^.@in^ + l-0 (10) 

c c 

oder, wenn man will, 1 =1 (11) 

c 



i£o3«^ eo«»^ 



Bezeichnen wir mit s^ und s, die Bogen VÄ^ und VA^, mit R^ und R^ 
die KrQmmungsradien in J.^ und A^, so finden wir mit Anwendung 
der Formeln (5) und (8) 

9 1,1 1 

Folglich: Wenn ein rechter Winkel eine Kettenlinie umhflUt, so ist 
1. das Produkt der Bogenlängen vom Scheitel Ms zu den Berührungs- 
punkten konstant, 2. die Summe der Krümmungen der Kettenlinie 
in diesen beiden Punkten eine Konstante.^) 

Nennen wir den Bogen der Evolute der Kettenlinie Se und deren 
Krümmungsradius IJ«, so bestehen die Relationen 5« » ü und i2« » 

i2*^; eliminieren wir ü und s aus diesen und aus (9), so erhalten 

''''' JB,-2s,]/f^ (12) 

als natürliche Gleichung der Eyolute der Kettenlinie. Die vorigen 

1) Bezügl. eines geometrischen Beweises für diesen Satz und andere ähn- 
liche sehe man Waste eis, Aires et volumes relatives ä la chainette (Mathäsis 
2. Ser. VI, 1896). 

2) Üher dieselbe Frage s. m. den § II des Aufsatzes von J. Sobotka, Zwr 
infinitesimalen Geometrie einiger Plankurven (Präger Her., 1898). 

8) A. Mannheim, Becherches giomitriques relatives au lieu des positions suo- 
cessives des centres de caurhure d'une courbe qui roule swr uns droite (Lionvilles 
Jonm. 2. Ser. lY, 1869, S. 108, oder Principes et dSveloppements de geom. 
cinSmatique, Paris, 1894, S.509). 

4) S. zwei Noten, die eine yon G. Rabnt, die andere mit dem Pseudonym 
R. Ch. Weitz im ü. Bde. (1896) des Intermidiaire S. 115 n. 868. 
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Gleichungen liefern uns aber ebenfalls leicht die kartesisclie Gleichnng 
derselben; wir geben nur das Resultat der Rechnung, nämlich 

X . ^JL^ y c log ^ — ^ . 

4c ' ® 2c 

Schließlich: Die Eyclvente der Eettenlinie ist die Traktrix, wie wir 

in Nr. 281 gesehen haben. 

Das Problem der Kettenlinie yeranlaßte Jacob Bernoulli auch 
andere in der Natur vorkommende Kurven zu untersuchen, so nament- 
lich das Profil der Gestalt, die ein vom Winde geblähtes Segel an- 
nimmt, wenn man von der Schwere desselben absieht. Es gelang 
ihm die gesuchte Kurve — Yelaria oder Segelkurve genannt — 
durch die Differentialgleichung darzustellen; da es ihm aber nicht 
gelang sie zu integrieren, wandte er sich an seinen Bruder Johann 
um Hilfe, indem er von ihm sich wenigstens eine Punktkonstruktion 
der Kurve erbat Später gelang es ihm, die Differentialgleichung auf 
die einfache Form dS'd^x^^dy^ zu bringen, die er dann 'seinem 
Bruder mitteilte. Letzterer entdeckte nicht nur ein Verfahren, jene 
Differentialgleichung zu bilden, sondern gelangte auch zu dem Schlüsse, 
daß (abgesehen von der Lage) „la courbe de la voile est la m§me 
que la courbe de la chalne''; die Segelknrve ist also identisch mit 
der Kettenlinie.^) 

Wir fägen noch hinzu, daß man ein ein£a.ches Listrument kennt, 
mittels dessen man eine Kettenlinie zeichnen kann*) und daß man dieselbe 
Kurve erhält, wenn man die folgende durch Euler 1744 gestellte 
und erledigte Aufgabe lösen will: „Li einer Ebene sind zwei Punkte 
gegeben, durch diese soll eine Kurve gelegt werden, derart, daß sie 
bei der Rotation um eine in der Ebene gelegene Achse die kleinste 
Oberfläche erzeugt'^') 

285. Die natürliche sowohl wie die kartesische Gleichung der 
Kettenlinie führten zum Begriff von allgemeineren Kurven dieser Art 
So sind die durch die natürliche Gleichung 

cü-5» + a», B^a + j (13) 

dargestellten Kurven Alyseiden^) resp. Pseudokatenarien^ ge- 



1) Journal des SavarUs, 88. April 1692 (Jch. BemoüUi Opera I, S. 59—61); 
vgl die XLVni der Lecüone» tnathematicae^ Opera I, S. 610 — 616; außerdem 
Jae, BemoüUi Opera, 8. 481—490 und 689—668. 

8) B. Schimmack, JEin kinematieehee PHngip und seine Anwendung tu 
einem Katenograph (Zeitschr. Math. Phye., LII, 1906) ein Aufsatz, wo man auch 
Hinweise anf die mechanische Beschreibung anderer Kurven findet (z. B. die 
Ribaucourschen Kurven). 

8) Vgl. Eneser, Lehrbuch der Variationsrechnung (Braunschweig, 1900) S. 86. 

4) E. Ces&ro, Nouv. Ann. Math., 8« S^r. Y, 1886, 8. 76. 

6) Ces&ro-Kowalewski, Vorl. Üb. NaMrliche Oeomeirie 8. 17. 
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nannt wordexL Die Gleichm^ (4) oder (4') hingegen f&hrten zu Euren 
mit der kartesischen Gleichnng 

y — r|(««+c "^) oder y=-rcCo8p • • (14) 

wo r eine beliebige gegebene Zahl ist; es sind die GewSlbelinien 
Yon 0. Schlömilcli.^) Ans Gleichnng (14) folgt 

dx c dx* c e 

demnach ist 3-^H^O, und sind also die betrachteten Enrren ohne 
Wendepunkte. Femer ist 



|i->/l+H6h'f, 



daher B*^- ^ 



9, 



c 



Mit Hilfe dieser Formel können wir diejenigen Werte Yon x auf- 
finden, bei denen B seine größten oder kleinsten Wert erhalt; man 

brancht nur den Wert ^ » zu setzen. Yon der Lösung abge- 
sehen, die man erhält, wenn man @in — — setzt, bleibt noch die 
Gleichung 2r»@in»^- 1 - 3r». 

C 

Damit diese reelle Wurzeln habe, muß r < — = sein. Ist diese Be- 

dingung erfüllt^ so erhalten wir zwei zur y-Achse symmetrische Punkte, 
in denen die entsprechende Kurve die größte Krümmung zeigt; diese 
Punkte erscheinen gleichsam ab Nasen der Kurve, daher der Name 
Kettenlinie mit zwei Nasen, den die Kurve von den Entdeckern 
dieser Eigentümlichkeit erhielt; Anwendung findet sie bei Fragen 
der angewandten Mathematik.') 

- Die Gewölbelinien sind spezielle Integralkurven der Differential- 
gleichung ^ly y 

deren allgemeines Integral ist 

y — j>e* + gc s (15) 



1) Obvmgshuch tum Studium der hSheren AndlAfsia^ L Tl. (6. Aufl. Leipzig, 
1904, S. 116). 

2) T. Alexander und A. W. Thomson, Two-Naged Catenuuries and Iheir 
appUcaüon to ihe design of segmental arehea (Trans. B. Irish. Acad. XXIX, Part. 8, 
1888). 
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WO j> und q beliebige Konstanten sind. Die durch (15) dargestellten 
Euryen finden praktische Anwendung und wurden von Heinzerling^) 
Elinoiden genannt^ der sie in Eataklinoiden und Anaklinoiden 
unterschied. Zu ihnen gehören — außer der logarithmischen Kurve 
(fOr g — 0) — die mit der Gleichung 



^eo±e o), (16) 



die als Menoklinoide bezw. Trepsiklinoide bezeichnet wurden'), 
erstere unterscheidet sich nicht Yon der Gewölbelinie (s. oben). 

236. Ähnlich dem Problem, das durch die Kettenlinie gelöst 
wird, ist folgendes: „Die Gestalt an&ufinden, die eine schwere völlig 
biegsame Kette annimmt, wenn ihre Dicke proportional mit der 
Spannung sich yerändert/' Eine solche Kette hat offenbar in allen 
ihren Punkten dieselbe Zugfestigkeit, bietet also überall dieselbe Wahr- 
scheinlichkeit des Zerreißens. Die von ihr angenommene Gestalt heifit 
nach Dayies Gilbert') die Kettenlinie gleichen Widerstandes 
xmd wird, wie Coriolis^) gezeigt hat, in kartesischen Koordinaten 
durch die Gleichung 

6^cos^-l . . . . . . \ . (17) 

dargestellt.^) Die Kurve geht durch den Anfangspunkt und berührt da- 
selbst die a;-Achse. Infolge der Periodizität der Cosinus-Punktion besteht 
sie aus unendlich yielen einander gleich Zügen, deren ersten man erhalt, 
indem man x yon bis 23E yariieren laßt; die Kurye ist symmetrisch 
in bezug auf die Gerade x » 2hxa, wo Je eine ganze Zahl bedeutet.^ 



1) Zeitschrift für Bauwesen, 1869 n. 1872. 

2) Q. Emerj, Suila condizione di scambievdkzga e s%U easi tPidenUtä fra 
curoe rappresentctwH distribuziane eontinua di forze paraUele e curve fumeulari eor^ 
rispondenU, ean parUeölare disquisizioTie suUe dincddi (Atti Aoc. Torino, XXII^ 
1886—87). 

8) Phil. TranB. B. Soo., London 1886, Part. IE, S. 262. 

i) Nöte sur la ehainette d'6gale rüistance (Lionnlles Journ. I, 1886); ygl. 
Schell a. a. 0. 11, S. 102. 

6) SechB Jahre früher als Goriolis hatten ganz andere Betrachtangen 
Gndermapn zu. der Kwrve gefOhrt,' welche die Gl. (4.7) hat, dieser bezeichnete 
sie mit dem Namen Longitndinale; s. die §82—88 der vorhin citierten Abh. 
Ygl. auch Bobillier, Ann. de Maih. Xm, 1826. Man verdankt All^gret 
(Ann. Ec. norm, snp., 2' S^r., II, 1878, 8. 167) die Bemerkung, daß derselben Kurve 
(a-B— 1 vorausgesetzt) von Legendre begegnet wnrde {Tratte des fanctions el- 
liptiquesy Bd. I. 8. 40) unter deigenigen Kurven, deren Bogen durch Logarithmen 
ansdrückbar sind. 

X 

6) Schreibt man die G^l. (17) in der Form y« — alogcos— , so sieht man, 

daß wenn a » 1 ist, die Eettenlinie gleichen Widerstandes eine Sumnersche Linie 
vom dritten Tjpns (s. Nr. 229) ist. 

Loria, Bbene Kurrexu S.Aofl. n. 14 



210 ^* Abschxdtt: Transsendente Exmren. 

Ist t der Winkel der Tangente mit der a;-Ach8e, so folgt auch Qlei- 
chnng (17) 

nnd daher t — —. (18) 

Die Drehimg der Tangente ist also proportional der Abszisse, nnd 
alle Punkte mit der Abszisse X'^Jcxa sind Enlminationspnnkte. 

Femer ist ^ ^ ^ 

dx x^ 

COB — 

a 
demnachi wenn die Bogen Tom Eoordinatenanfang an gerechnet werden 

«-«logtg(J + ^) (19) 

Außerdem findet man leicht als Ausdruck für den Krümmungsradius 

R ^ (20) 

X 
COS — 

a 

Kombinieren wir dies mit (18) , so erhalten wir It • cos t ^a, was 
besagt: Bei der Eettenlinie gleichen Widerstandes ist die Projektion 
des Krfimmnngsradins auf die Normale im Anfangspunkte konstant; 
daraus ergibt sich eine leichte Konstruktion des Ejrümmungszentrums. 
Die Gleichung (19) liefert ferner 

C*+6 «-- 



X 
COB — 

a 



daher ist wegen Gleichung (20) 

JB-|(e- + r-),>) (21) 

oder, wenn man lieber will, 

i?-o(Jo8-, (21') 

welches die natürliche Gleichung der Kettenlinie gleichen Wider- 
standes ist; sie zeigt eine evidente Analogie mit der kartesischen 
Gleichui^ der gewöhnlichen Kettenlinie; daraus l&Bt sich dann ab- 
leiten: Wenn eine Eettenlinie gleichen Widerstandes auf einer Ge- 
raden rollt, so ist der Ort der Krfimmnngsmittelpnnkte Ar die suk- 
zessiven Berührungspunkte eine gemeine Eettenlüiie. 

Die Betrachtung der Gleichung (21) führt natürlich auch zu den 
allgemeineren, durch die Gleichui^ 

1) G. M. Minchin, TreaHse an StaHca (Oxford, 1872). 
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^-^(''" + ^"") (22) 

dargestellten Eorven, wo Je eine beliebige ganze Zahl bedentet.^) Sie 
erfreuen sich ähnlicher geometrischen Eigenschaften, wie die Ketten- 
linien gleichen Widerstandes, um dies zu zeigen, wollen wir mit o 

den Winkel der Tangente mit einer festen Geraden bezeichnen; dann 

de 
haben wir JJ — ^, und daher, wenn wir s =■ f{m) setzen, so wird 

i{"*/''((D) und die Gleichung (22) wird zu 



daher ist . 



m i a 

^""Z "Z ZZ' 



um diese Integration auszuführen, setzen wir — » ix und erhalten 

o • I dx . « / * x\ 



o «* -1 



oder sin 



<J« +1 

daher ist f{p) oder 

«-alogtg(| + J^). 

Zufolgedessen ist -^ " T ' 

CO.- 

welche Relationen die vorigen (19) und (20) als SpezialfSlle um&ssen. — 
Die kartesischen Koordinaten in Funktionen yon o> entwickelt ergaben 
sich ab 

und diese Integrale können nach einem bekannten Verfahren (Bd. I, 
S. 156) in endlicher Form ausgedrückt werden, wenn k eine rationale 
Zahl ist 



1) Cifarelli, Sopra una ekuse di curve intrimecamenU analog äUa eaU' 
tuma di eguak reaistenta (Qiom. di Matern. XXXYI, 1898). 



U* 
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Dreiundzwanzigstes Kapitel. 

Elastizit&tskürven, Lanftnüsterknrren. 
Die parazentrisehe Isoehrone und die Meridianknrve des EOrpers 

vom kleinsten Widerstände. 

237. Wenn ein geradliniger, gleichfSrmiger nnd elastisclier Stab 
auf zwei geraden, nicht elastischen in derselben Horizontale liegenden 
Strecken aufliegt, und auf ihn bestimmte Kräfte einwirken, so nimmt 
er eine bestimmte Gleichgewichtsform an, welche man dieElastizitäts- 
kurye nennt. Diese Kurve wurde von Galilei mit unrecht fdr eine 
Parabel gehalten; Jacob Bernoulli aber zeigte, daß diese Identi- 
fizierung irrig sei, und gelangte zu einer geometrischen Charakte- 
risierung der fraglichen Kurve. Er fand außerdem, daß diese Kurve 
nur das Profil der Gestalt sei, die eine vollkommen biegsame Flache, 
z. B. ein Tuch annimmt, wenn es, an zwei Seiten horizontal befestigt, 
durch eine schwere Flüssigkeit belastet wird, daher der Name Mulden- 
kurve (Lintearia), den die Elastizitatskurve erhielt^), und der mehr- 
fach noch im Gebrauch ist. Später beschäftigte sich auch Johann 
Bernoulli mit dieser Kurve') und Daniel B. fand, daß die Kurve der 

Bedingung genüge, daß / -^ ein Minimum werde, wenn s wie gewöhn- 
lich den Bogen, ü den Krümmungsradius bedeutet.*) Diese Be- 
obachtung veranlaßte Euler „die Kurven aufiEusuchen, die durch 
zwei gegebene Punkte gehend und daselbst zwei gegebene Geraden 

berührend,/^ zu einem Minirnnm rächen". Vollsöndig gelost 

findet sich diese Aufgabe in dem berühmten Werke MeOiodus ifh 
veniendi lineas curvas maxima minimave proprietate gaudenles (Lau- 
sannae et Genevae 1744), dessen Appendix I der Klassifikation der 
Elastizitätskurven in neun Typen gewidmet ist (und außerdem viel- 
mehr enthält). Einige Formen sind auf Taf. lY durch die Figuren 

1) S. die wichtige Abhandlnng Curvatura laminae elasticae, Iljus tdentt- 
tatem cum cwrvatura linUi a pondero imehm fluidi expa/MO (Acta Emd. Jnni 1694; 
Joe. Berfundli Opera, S. 689); anßerdem die Explicationea, atmotationes et ad- 
düiones (Acta Emd. Dezember 1696; Opera, S. 668); schließlich die Arbeit VMtabU 
hypothhe de la resietanee des solides avec la dim(mstrati(m de la eourhure des 
ecfps qui fofiJb les ressoris (NL4m. de Paris, MDGCV; Opera, S. 976). 

2) SoluHo pröblematis cwrvaturae laminae elasticae a pondere appenso cmt- 
vatae {Jöh. BemouUi Opera, IV, S. 282). Vgl: Lacroix, Traite de Galeul diffS- 
reniiel et de Cälcul iwUgral IX. (Paris, 1798) S. 718—714 und Galuso, De la 
courhe elastique (Mem. Acad. Sciences Turin 1806—1808). 

8) Briefe an Enler vom 20. Oktober 1742 und 4. September 1748 ver- 
öffentlicht in N. Fuß, Correspondence nuUh. et phys. II (St. Pätersbourg, 1848) 
S. 507 und 588. 
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39, 40, 41 wiedergegeben. Ist aber der elastische Streifen ge- 
schlossen, so erhalt man im einfachsten Falle einen Ereis, wird 
er einmal tordiert, so erhalt er die Gestalt der Fig. 42. Derselbe 
berühmte Geometer hat femer bemerkt, daß von allen ebenen Kurven, 
die denselben Umfang haben und dieselbe Fläche einschließen, die 
Elastizitatskurre diejenige ist, welche durch Rotation um eine in ihrer 
Ebene liegende Gerade ein Maximum oder Minimum des Volumens 
erzeugt. 

Durch Betrachtungen aus der Mechanik^), die unserem Thema 
fem liegen, läßt sich zeigen: Bei der Elastizitätskurve ist die Erttm- 
mnng proportional der Differenz zwischen einer Konstanten und der 
Abszisse; ihre Differentialgleichung ist demnach yon folgender Gestalt 

c* j- — a-a? (1) 



['+(Ä)T 



Diese ist zunächst einer ersten Integration ^ig, durch welche man 

erhält , 

dy 

2 c* — , =■ 2ax — rc*, 



)/i+(i^^ 



dxj 

vorausgesetzt, daß fOr ^ » auch -^ -> sei. Schreiben wir nun 
wie folgt 

dy — , ' dx, (2) 

so sehen wir, daß die Integration L a. nicht weiter ausführbar ist, es sei 
denn, daß wir elliptische Funktionen anwenden, und diese Tatsache 
wurde sowohl von Jacob BernouUi als auch von Maclaurin') 
bemerkt Dennoch lassen die Gleichungen (1) und (2) verschiedene 
Schlüsse zu: die (2) zeigt nämlich, daß die Gleichung der Tangente 
im Punkte (x, y) lautet 

r-y^ 2a«-«' ^ (3) 

X-a: |/4c*--(2aa;-Ä*)* 

woraus hervorgeht: Die BerAhmngspmikte der Tangenten, von einem 
beliebigen Punkte an die Elastizitätskurve gezogen, liegen auf einer 
Kurve sechster Ordnung, die jenen Punkt als Doppelpunkt hat; daher 
ist jede derartige Kurve eine panalgebraisehe, die einem System 

1) S. z. B. PoiBson, Traü6 de mäcamgue I. (2. Aufl. Paris, 1888) S. 698. 
8) Treatise <m Fluxions II (Edinburgh, 1748) S. 744; TraiU des fluxions, 
trad. P^zenaa II (Parifl, 1749) S. 818. 
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mit den Charakteristiken fi = 2, v =: 4 angehSri Die Oleichnngen 
(1) and (2) liefern femer 

f JJ— ; .... (4) 

wird X eliminiert, so ist 

s^r-=j^^M==. (5) 

welche die natürliche Gleichung der Enrye ist. In dem Spezialfialle 
aaO wird diese zu /* dB 



8 






und stellt daher (ygl. Nr. 216) eine Bibaucoursche Kurve dar. Einen 
anderen bemerkenswerten Spezialfall erhält man aus der Annahme, 
daß zwischen den Eonstanten a und c die Beziehung c^ » 4(7* be- 
stehe; dann gibt die Gleichung (2) 

ay ^ . • dXt 

daher kann y durch elementare Funktionen Yon x ausgedrückt werden. 
In dem allgemeinen Falle aber liefert uns die Gleichung (2) y in 
elliptischen Funktionen; da nun die Resultate ein yerschiedenes Aus- 
sehen erhalten, je nach der relativen Größe von a und c, so erhalt 
man dementsprechend auch verschiedene Formen der Elastizitatskurve.^) 

Die Elastizitätskurven liefern ein typisches Beispiel für die so- 
genannten Lanfinnsterkurven, das sind solche Kurven, bei denen sich 
ein imd dieselbe Eurvenform unendlich oft wiederholt, die ako aus 
unendlich vielen kongruenten Zügen bestehen. Soll die Kongruenz 
bestehen bleiben, von welchem Punkte aus man auch den Zug rechnet, 
so müssen die entsprechenden Punkte auf parallelen Geraden oder 
konzentrischen Ejreisen liegen. Beispiele sind uns schon früher begegnet 
bei den trigonometrischen Linien und den Zykloiden. Auf eine höchst 
einfache Darstellung von Laufmusterkurven (von ihm Bunning-pattem 
curves genannt) stieß W. Whewell, indem er zur Darstellung von 
Kurven ein natürliches System benutzte, in welchem die Länge 8 des 
Kurvenbogens und die Drehung ip der Tangente gegen die Anfangs- 
lage als Koordinaten dienen.*) Dann werden Kurven von der Gestalt 
der Fig. 39, a, b, d (Taf. lY) durch die einfachen Gleichungen 

1) Schell, Theorie der Bewegungen und der Kräfte U, (2. Aufl. Leipzig, 
1880) S. 119—126; Gieenhill, Applications of üliptic fwncüons (London, 1892) 
8. 87 — 89. 

2) A. Walter, Wüliatn Wheweüa Abhandlung ssur noibMichen G^metrie der 
Kurven (Graz, 1907). 
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9 — sin 5, 9 » -ö sin 5, 9 -• sr sin s 
dargestellt, wahrend Fig. 40 Taf. lY die Gleichung hat: 

Sollen die aufeinanderfolgenden Eurvenzüge einander bloß ahnlich 

sein, so erhält man „abnehmende^' Lanfinnsterknryen. Beispiele 

bieten die Zentralprojektionen der Schraubenlinie (Taf. lY^ Fig. 43) 

sowie die Kurve ^ 

9 = -^ Sin s* a, 

die durch Fig. 44 auf Taf lY wiedergegeben wird. Benutzen wir 
als Koordinaten den Sjrümmungsradius R und den Bogen 8, so stellen 

JJ — a • cos — und J3 » a • sec — 

r r 

interessante Laufmusterkurven dar, deren Gestalt bei Variation der 
Konstanten a und r mannigfach wechselt; die erstere^) hat sogar un- 
endlich yiele asymptotische Paukte (ygl. S. 2). 

288. Eine andere ältere Aufgabe, die ebenfalls zu elliptischen 
Funktionen fOhrt, wurde im Jahre 1687 von Leibniz gestellt: ,,die 
Kurve aufzusuchen, längs derer sich ein aus einer gegebenen Höhe 
fiillender, schwerer Ptmkt bewegt, indem er sich zugleich einem festen 
Punkte nähert oder sich von ihm entfernt, derart, daß sein Abstand 
von diesem der Zeit proportional sei.^ Die Kurve wurde von Leibniz 
selbst die parazentrische Isochrone genannt') und von Leibniz') 
und den beiden Brüdern Jacob^) und Johann^) Bemoulli bestimmt. 
Wenn sie eben ist, so wird sie analytisch durch die Differenzial- 

gleichung ^_,_^L (6) 

yx ya^y - y* 

bestimmt, woraus sich leicht ableiten läßt, daß sie einem Systeme mit den 
Charakteristiken ft»2, if — 3 angehört und daß ihre Tangenten, die 
mit der Abszissenachse den Winkel a bilden, ihre Berührungs- 
punkte auf der kubischen Parabel haben, die folgende Gleichung hat 
y* — a*(y — rctg'a). 

Eine methodische Bearbeitung der parazentrischen Isochrone steht^ 
wenigstens soweit wir feststellen konnten, noch aus; wir beschränken 

1) S. die Dissert. von E. Stübler (Stattgart, 1906). 

2) Brief von Leibniz an Hnygens vom 1./11. Oki 1698 {Leibrnt^ ed. Gerhazdt, 
n, S. 164). 

8) Cimsbrudiio propria prohlemaHs de cuirva isodirona paraeentriea (Acta 
Emd. 1694; LetbntM, ed. Gerhardt, Y, S. 809). 

4) Acta Enid. Jnni u. Sept. 1694 (Joe. BemaMi Opera I, S. 601 — 612). 

5) Acta Erad. Okt. 1694 (J(^. BemouUi Opera I, S. 119—122). Lectümes 
mathemaHeae XXIY. (Opera m, S. 486). 
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ims daher auf die Bemerkung, daß, wenn man mit dt den gemeinsamen 
Wert der beiden Seiten der Gleichung (6) bezeichnet nnd Integrations- 
konstanten in geeigneter Weise wählt, man 

nnd damit eine elegante parametrische Darstellung der Eurre erhalt. 
Zu einer anderen Kurve fOhrt die Losung eines der ältesten 
Probleme aus der Variationsrechnung; es lautet: Diejenige ebene Kurve 
zu finden, die durch zwei gegebene Punkte geht und durch Rotation 
um eine in ihrer Ebene gegebene Achse denjenigen KSrper erzeugt, 
der bei der Bewegung in einer Flfissigkeit in der Richtung jener 
Achse den geringsten Widerstand erleidet Newton behauptet in 
seinen Principia (Lib. 11, Sect. VIT, Prop. 34), daß die Differential- 
gleichung der dies Problem losenden Kurve folgende sei: 

y-«^i±P^; (8) 

mit Hilfe der Variationsrechnung ist es leicht, diese zu verifizieren, 

wenn man beachtet, daß bei dieser Kurve / ,^,' ^ , zu einem Mininnnni 

werden muß. Die Gleichung (8) zeigt auch, daß die Kurve einem 
System mit den Charakteristiken . ^ — 4, v ^ l angehört, ebenfalls 
führt sie zu einer analytischen Darstellung der Kurve. Da nämlich 

;/» j^ ist, so hat man dx'^-^y daher durch teilweise Integration 
Setzen wir fQr y seinen Wert aus (8), so folgt 



'i\« 



._.«!l±p- + 



./itp:.,, 



oder a;«a(j|r4 + ^ + logy') + c (9) 

Diese Gleichungen im Verein mit (8) stellen, da sie x und y in Funktionen 
von y' liefern, welches man als Parameter betrachten kann, die Kurve 
dar.^) Sie hat den Punkt, fOr welchen y' — f/S ist, als Spitze. 

Nach Newton haben sich mit dem Probleme des Korpers vom 
geringsten Widerstände der Marquise de THöpital'), Johann Ber- 
nouUi'), Silvabella^) und Legendre^) beschäftigt; der letztere be- 
merkte, daß ftlr die erhaltene Kurve die beiden durch 

1) Vgl. Lacroix, a. 0. II, S. 698—700. 

2) Acta Emd. August 1699. 8) Das. Novembei 1699. 

4) Du solide de la tnoindre risistence (M^m. pres. par divers sav., UI^ 
Paris 1760). 

6) Su/r la maniire de disHnguer les maxima des minima dana le calcul des 
variatiana (M^m. de Paris , 1786) § VI. 
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y*-^aa^, x-c-alogj (10) 

dargestellten Eurren krummlinige Asymptoten seien. ^) 



Yiernndzwanzigstes EapiteL 
Die Herpolhodie, insbesondere die Poinsotsche Spirale. 

289. Wie bekannt ist Poinsot in seiner Theorie nowoeHe de la 
roiation des carps^ dazu gelangt, die Bewegung eines festen ESrpers 
im Baume durch das Bollen eines EUipsoides mit festem Zentrum 
auf einer Ebene darzustellen. Bei diesem Bollen beschreibt der Be- 
rührungspxmkt sowohl auf dem EUipsoide als auch auf der Ebene 
eine gewisse Eurve; beiden gab er den Namen Polhodien (von 
7c6Xog Pol, und 68bg Weg), die erstere die ^^relative^, die zweite die 
yyabsolute^', indem er hinzufügte, daß, wenn man an die Gestalt der 
Eurve erinnern wollte, man die ebene Eurye Herpolhodie (von 
Sqtko krieche) nennen könne, indem man fOr die räumliche Eurve 
den Namen Polhodie beibehielte. Diese Namen sind auch jetzt noch 
im Gebrauch. 

Wenn o, &, c die Halbachsen des EUipsoides sind, h der Abstand 
seines Zentrums von der betrachteten Ebene, und man setzt 

P - «• + iJ« + y*, ö - ß^r^ + y*a* + a*iS*, -B - ^^ßY, 

und bezeichnet außerdem mit d' und ^" die erste und zweite Ab- 
leitung von d nach A, so kann die Differenzialgleichung der Herpol- 
hodie geschrieben werden als 

da,^-^-=J£±^== (1) 

oder auch, wenn 9' » if gesetzt wird, 

^m-i?l ^^ + V^ (1') 

Hierin sind allerdings die Yariabelen getrennt, aber um das Integral 
zu erhalten, müssen im allgemeinen elliptische Funktionen zur An- 

1) Bezüglich weiterer Einzelheiten sehe man F. Angust, Oher die Sotatums' 
fläche kleinsten Widerstandes (Crelle's Jonm. Gm, 1888) und Y. Armanini, SuOa 
superficie di minima resistensa (Annali di Matern, ft. Sei. lY, 1900). 

2) Lionvilles Jonm. XYI, 1861. 
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Wendung kommen.^) um die Enrre mechanisch zeichnen zu können^ haben 
G. Darbonx und G. ESnigs einen Herpolhodographen konstruiert.*) 
Ein Beispiel des Aussehens der Kurve zeigt die Fig. 55 auf Taf. Y. 
Es gibt jedoch einen Fall, in welchem die Integration elementar 
ausgeführt werden kann, n&mlich wenn h'^b. In diesem Falle wird 
die Gleichung (1) 

d(D-6 ^' 



Wird zur Abkürzung Yß* — 6* -■ n* gesetzt, und wird alsdann inte- 
griert, so hat man 

© — — log j — f , 

imter der Voraussetzung, daß ffir ^ » n; oi »* wird. Schreiben wir 
diese Gleichung auf die beiden folgenden Weisen: 

flO» flO 



6" ** 



so folgt hieraus 



daher ist 



na na 

^ +e * — — » 

Q 



na na 



q'—^ n, (2) 



tlflB 



oder (>(Eo8~^-w (2') 

Der hierdurch dargestellten Kurve (die Poinsot') als eine doppelte 
Spirale auffaßt) hat man den Namen die Poinsotsche Spirale 
gegeben. Beachten wir, daß zufolge von (2') 

üQ n' h 



da h „ ^ n<D 





so wird die Subnormale und die Subtangente wiedergegeben durch 

5^..^@i„!^, Ä-_6:@in?^, 



1) Die Singularitäten der Herpolhodie (insbesondere, daß sie, entgegengesetzt 
der Meinung Poinsots, ohne Wendepunkte und Spitzen sei) wurden von 
W. Hess unteisucht (Das RöUen einer Fläche tweiten Orades auf einer tnvano- 
helen Ebene, Diss. München, 1880); femer von de Sparre (G. K. XCIX, 1884), 
Mannheim (Das. G, 1886), Saint-Germain (Das.), Franke (Das.) und B^sal 
(Jouzn. Ec. polyt LY. Heft, 1889). 

2) Gomptes rend. Juli 1889. Der Apparat wird von der S. 101 in Note S) 
angefOhrten Firma hergestellt. 

8) Liouvilles Joum. XYI, 1851, S. 801. 
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daher besteht die Beziehnng SniSt*^ ^t' nicht aber die andere 

Sn — S/ — — p, wie yermntet worden war.*) 

Das Lotbild einer Engelloxodrome anf die Äquatorebene ist eine 
Poinsotsche Spirale.') Die Loxodrome hat nämlich die Gleichung: 

il — logtg^^, oder c*^ — tg|^, 

wenn i die Lange und ^ den Abstand eines Punktes Yom Pole be- 
deutet. Projiziert man diesen Punkt auf die Äquatorebene, so sind 
seine Polarkoordinaten O'^lf und p — r-sin^, wenn r der Eugel- 

radius ist. Nun ist aber tg^« j^j, folglich sin^=» jjj-; 

also wird q — -j^ — ^^^ — ttS¥~' ^®^^® Gleichung mit (2') über- 
einstimmt für -r^ =» i, w — 2r. 

Führt man auf die Poinsotsche Spirale die Transformation durch 
reziproke Radien aus mit dem Pole ab Zentrum, so bekommt man 
eine Kurve, deren Gleichung yon folgendem Typus ist 

o » & (SoS - 



a 



auf welche Joh. Bernoulli bei einer durch König gestellten physi- 
kalisch-mathematischen Frage stießt) In ihrer analytischen Dar- 
stellung bietet sie eine Ähnlichkeit mit einer, der man bei einigen 
hydrodynamischen Problemen begegnet^ nämlich der Kurve 



4a 



welche den Namen einsame Welle trägt^) 



«»»•Ä 



1) A. Gabreira, Sur la gicmitrie des eourhes transcendenUa, traduit du 
Portugals (Lisbonne, 1896) S. 82—88. 

2) H. Wieleitner, Spezielle ebene Kurven (Leipzig, 1908). S.264. F.Gomes 
Teixeira, Ol>ra sobre maihemaUca Y (Coimbra, 1909), S. 864. 

8) De curva quam desenbit corpus indusus in tubo eirculante (Joh. BemouUi 
Opera IV, S. 248, 262). Vgl. auch den Anhang eines von Ealer an Johann 
Bernoulli gerichteten Briefes vom 27. Aug. 1742, der ün II. Bande der Corrl- 
tpondanee nusÜiSm, ei phys, de quelques e^Ubres giomHres du XVIII Sitde 
(Si P^tersbourg, 1848) S. 79—81 steht. 

4) VgL Lamb, Hydrodinamics III ed. (Cambridge, 1906) S.400. 
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Fünfandzwanzigstes Kapitel. 

Andere mathematiscli-pliysikalische Kurven. 

240. Läßt man zwischen zwei Punkten M^ und M^ einer ebenen 
Kurve einen elektrischen Strom von der Stärke 1 fließen, so übt 
dieser auf einen in der Ebene der Kurve gelegenen Punkt 0, in 
welchem sich die Einheit der magnetischen Masse befindet, eine Kraft 
aus, deren Richtung normal zur Ebene des Stromes ist, und deren 

»i 

Größe durch /— ausgedrückt wird, wo p, a> gewöhnliche Polar- 

koordinaten mit als Pol sind. Es soll nun diejenige durch M^ 
und M^ gehende Kurve von gegebener Länge L gesucht werden, für 
welche diese Wirkung auf ihren größten oder kleinsten Wert er- 
hält. Zu dem Zwecke genügt es, das obige Litegral zu einem Maximum 
oder Minimum werden zu lassen. Mit Anwendung der Variations- 
rechnung gelangt man zu folgender Differentialgleichung der ge- 
wünschten Kurve: 

k ^ da 



.-^-.(la-r 






(1) 



[•■+(11)] 

wo Je eine Konstante ist. Bezeichnen wir nun mit B den Krümmungs- 
radius, so ist die linke Seite == — ^y daher kann man schreiben 

Q'-JcR-, (2) 

folglich: Die Kurve von größter oder kleinster elektromagnetischer 
Wirkung auf einen festen Punkt ist von der Beschaffenheit, daß der 
Krümmungsradius in jedem Punkte proportional dem Kubus des zu- 
gehörigen Radius vektor ist, der von dem festen Punkte ausgeht 
Emil Weyr, der diesen eleganten Satz aufstellte, hat auch die 
Gleichung (1) integriert, wobei er als Resultat erhielt^) 

der Leser wird dieses verifizieren können, indem er die Formeln an- 
wendet, die eine Kurve, die durch eine Relation zwischen dem 
Krümmungsradius und dem Radiusvektor dargestellt wird, bestimmen 
(vgl. Nr. 222). Die so erhaltene Kurve kann die elektromagne- 
tische Kurve Emil Weyr's genannt werden. — Sie hat aber nichts 

1) Über die Curve der gröfsten und kleinsten elektramagneHsehen Wirkung 
(Prager Ber., 1869). 
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gemein mit den sogenamiten magnetischen Kurven von Aonst, die 
in bipolaren Koordinaten folgende analytische Darstellung haben: 



f^ + f^ . Canst., 



wo m eine gegebene Zahl ist^) — Bei dieser Gelegenheit mag auch 
herrorgehoben werden, daß man in der Optik bei einer speziellen 
Frage') auf eine Kurve trifiFt, die in Polarkoordinaten durch die 
Gleichung dargestellt wird: 

sin (p*) • sin 2© =» Const (4) 

241. unter den verschiedenen Instrumenten, die zur mechanischen 
Ausführung der Quadratur erdacht sind, gibt es eines, das von Beitz') 
angegeben wurde, und dessen Theorie H. Schubert^) untersucht hat. 
Hierbei tri£Ft man als Fadenkurve eine neue Spirale, die analytisch 
durch folgende beiden Gleichungen dargestellt wird 



y^|/z«-l*^+i]/|"* 



•in 9) {-tg. Vv |/l«--Ä9)+-l»l/g- ft|+C089l/-t • 9(P--Ä;qpj 



V?]/l'-|t»+|]/|t 



(5) 



wo l und k Konstanten von gewisser Bedeutung und (p ein Para- 
meter ist. Schubert hat bemerkt, daß sie in Linienkoordinaten 

1) Analyse infiniUsimale des eourhes planes (Paris, 1878) S. 402—406. In 
demselben Werke (S. 456— 407) werden die GleichgewichtBknrven betrachtet, 
die durch die Eigenschaft charakterisiert sind, daß ein Körper auf ihnen in 
jedem Punkte im Gleichgewicht bleibt, wenn auf ihn gegebene Kräfte wirken. — 
Es möge hier noch bemerkt werden, daß der Name magnetische Kurve (Kraft- 
linien) von Tait {EUments de la (Morie des quatemians, flbeisetast von Glan, 
n, Paris, 1884, S. 284) dem Orte eines Punktes P gegeben wird, derart, daß 
wenn J^, A^ feste Punkte sind und die Mitte der Strecke A^JL^^ coa OA^P 
7 cos OA^P^ const. Diese Kurve ist algebraisch, da, wenn man A^A^ als 
IC -Achse und als Anfang nimmt, mau die Gleichung 

a — « a-\-x 



y(a-aj)«+y" y(a+a;)«+y« 

findet. Vgl. auch Holzmüller, IngefnieurmaÜiemaiiik II. (Leipzig, 1898) S. 121. 

2) Spurge, On the curve of canstant intensity of homogenotu polarised light 
Seen in a unaxial eryatoL otU at right angles to Ihe optie axes (Trans, phil. Soc. 
Cambridge, XY, 1884). 

8) Reit z, MitteäungenÜber seinen verbesserten Seewegintegrator (Hamb. 
Mitten. 1879). 

4) Canstrüktian der Fadenewrve des verbesserten Seewegintegratars (Das.); 
W. Dyck, Katalog nuUhematiseher ModeOe (München, 1892) S. 224. 
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einer einfachereii Dantellang föliig ist; sind nämlich | und 17 die 
Strecken, die eine beliebige Tangente von den Koordinatenachsen ab- 
schneidet, so erhalt man 

Schließlich hat Oalton in seinen üntersnchnngen über die An- 
wendung der Analysis auf die Evolutionstheorie gewisse spezielle 
Kurven betrachtet^), es sind die durch Gleichungen von folgendem 
Typus dargestellten: 

»-*(i+ir(i+fr (•) 

x<^atgd, y — yoCos*"*6-6*^ . . . (8) 

x^^Jtr^''dt, yvo-e «•• .... (9) 

Alle Kurven vom Typus (6) sind algebraisch, wenn keine der 
Zahlen m^, m^ irrational ist — es sind spezielle parabolische Kurven 
(vgl Nr. 118) — alle anderen sind transzendent Die Kurven (9) 
wurden wegen ihrer Gestalt von Galton Ogive (Spitzbogen) ge- 
nannt; ihre Wichtigkeit vom mathematischen Standpunkte aus ist 
nicht derart, daß wir langer bei ihnen verweilen.*) 

1) GFenanere Notizen sowie eine reichhaltige Bibliographie des Gegenstandes 
finden sich in der neueren Arbeit von G. Dnncker, Die Meffiode der ForiotioN»- 
8kfMik (Leipzig, 1S99). 

S) Mit biologischen Fragen hangen auch die Enrren zusammen, welche 
G. E. Waste eis in seinen Aufsätzen Over Innomidle curven und Over verzcand' 
eyirven (Handeling van het Ylaamisch nator- en geneesknndig eongres 1899) 
untezsadite (s. auch 8. 176). 
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Abgeleitete Kurven. 

Erstes EapiteL 

Die Methode der Koordinatenverwandlung. 

242. um unser ohnehin schon reichhaltiges Verzeichnis spezieller 
ebener Kurven noch um weitere neue Elemente zu yermehren, gibt 
es ein außerordentliches ergibiges Yerfiihren, welches darin besteht, daß 
man eine gegebene Kurve einer geometrischen ebenen Transformation 
unterwirft, ein Yer&hren, das man bei seiner häufigen Anwendung 
und Wichtigkeit ab charakteristisch fOr die moderne Geometrie an- 
sehen kann. Die hierdurch erhaltenen Resultate haben im allgemeinen 
keine hervorragende Bedeutung und treten daher in unseren Dar- 
legungen nur ausnahmsweise auf (s. z. B. Kap. 11 dieses Abschnittes), 
und zwar nur, wenn entweder die angewendeten Transformationen 
besondere Eigenschaften haben ^), oder die erhaltenen Kurven von 
unbestreitbarer Wichtigkeit sind. 

Man kennt aber noch andere Konstruktionen, durch die jedem 
Punkte (oder jeder Tangente) einer bestimmten Kurve ein gewisser Punkt 
(oder eine gewisse Oerade) zugeordnet wird. Wendet man eine solche 
auf alle Punkte einer Kurve Fq an, so erhalt man eine zweite Kurve F^, 
die im allgemeinen von F^ verschieden ist, und deren Bedeutung sehr 
häufig ein gewisses Licht auf die innere Natur der Kurve F^ wirft. 
Das älteste Beispiel eines solchen Yerfiihrens, welches wir begegnet 
haben, ist bei Fermat zu finden, welcher die Kurve F^ in eine andere Fi 

1) Das gilt insbeaondere, wenn jene EigenBchaften metrisdie sind und man 
die Tangente, Normale, ErümmungBradiüs oder Krümmunguentram der trans- 
formierten Kurve konstruieren will. So führen z. ß. die Transformationen 

a^-rc, y'-^ («) 

«'-«,, y'-t + y^ln^) (fi) 

X 

die sich geometrisch in einfacher und eleganter Weise ansfOhren lassen, zu 
neuen Kurven, deren Tangenten man, welches anoh die AuBgangskorre sein 
mag, durch ein bemerkenswertes von J. Mas sau entdecktes Verfahren erhalten 
kann {Ctmra de nUeamgue de VumveniU de Gand. UI. lithogr. Aufl. 1891, 8. S70 
und 878). 
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transformierte^ indem er dem Punkte Fq (x, y) des ersten den Ponkt F^ 
{Xj 8) der zweiten entsprechen ließ, wo s der Bogen Yon Fq ist^ welcher 
in Tq endet.^) Beispiele solcher Ableitungen bieten uns die kissoidalen 
(Nr. 29), die strophoidalen (Nr 41) nnd die konchoidalen Enrren 
(Nr. 69); auch die in Nr. Sl und 45 erwähnten Methoden können hier- 
her gerechnet werden. Auf die Kurve F^ kann man akdann wiederum 
dieselbe Konstruktion anwenden; man gelangt so zu einer Kurre F|, 
die im allgemeinen von F^ und F^ verschieden sein wird. Fahren wir 
in dieser Weise fort, so erhalten wir eine unbegrenzte, eventuell in 

sich zurücklaufende Reihe von Kurven F^, P^, F^, . • . • , Fn. 

Nicht genug damit: man kann andererseits auch eine Kurve F..^ auf- 
suchen, derart, daß, wenn man auf sie jene Konstruktion anwendet, 
man Fq erhalt; dann eine Kurve F.|, die in derselben Weise zu F.^ 
fOhrt, usw. Damit ist eine zweite unbegrenzte, eventuell in sich 

zurückkehrende Reihe von Kurven Fq, F^^^F^^j F.,, . . gegeben. 

Alle diese Kurven F±n heißen im allgemeinen die von Fq abge- 
leiteten Kurven, und zwar positive oder negative, je nach dem 
Vorzeichen des Index. Ein höchst einfaches Beispiel, das wir hier 
jedoch nur flüchtig erwähnen wollen, besteht darin, daß man jedem 
Punkte einer Kurve den Endpunkt der zugehörigen Polarsubnormale 
entsprechen läßt Für jede von diesen Ableitungskonstruktionen 
bietet sich nun die wichtige Frage dar, ob die entstehende Kurven- 
reihe unbegrenzt oder in sich zurücklaufend ist, und wenn das letztere 
nicht im allgemeinen der Fall ist, wie man die Kurve Fq zu wählen 
hat, damit eine bestimmte abgeleitete F±n niit der Ausgangskurve 
zusammenfalle. Ein großer Teil der Ausführungen dieses Abschnittes 
wird den wichtigen Folgerungen gewidmet sein, die sich aus Be- 
trachtungen obiger Art ergeben.') 

Zuvor müssen wir jedoch auf ein, von dem soeben geschilderten 
ganz verschiedenes Verfahren, das wesentlich analytischer Natur ist, 
eingehen, das zur Entdeckung vieler neuen Kurven geführt hat und 

1) I^^eies bierfiber in einem Aufsatze von G. Loria, BM. ma&^ in. Reihe, 
Yl, 1906, S. 863—866. 

8) Aus unserer Betrachtung haben wir die Hesse sehe, Steiner sehe Kurve 
nsw. ausgeschloBsen, da ihre Untersuchung der allgemeinen Theorie der al- 
gebraischen Euryen angehört. Gleiches gilt ftlr den Ort der Zentren der Kegel- 
schnitte, die mit einer gegebenen Kurve eine Berührung fünfter Ordnung haben; 
es ist die sogenannte Abweichnngs-(AberrationB-)Kurye. Wenn die gegebene 
Kurve algebraisch ist, so ist es auch die Abweichungskurve; ihre Charakte- 
ristiken wurden von W. Bouwmann in der Abh. Die Fiückerschen Zahlen der 

t 

Äbtoeidiungskurve (Math. Ann. XLIX, 1897) bestimmt. Es möge bemerkt werden, 
dafi der Name Aberratiojnskurve in der Astronomie der scheinbaren Bahn eines 
festen Körpers gegeben wurde, der von einem nach bestimmten Gesetzen sich 
bewegenden Punkte beobachtet wird (Santini, ElemenH di astronomia II, Padova 
1880, S. 182; G. Sacchi, Sulla geometria anaUtica deUe Unee piane, Pavia 1864, 
8. 108). 
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noch f&Iiran kann: es ist die Methode der Eoordinatenverwand« 
lung. Diese besteht darin, daß wir die Funktion, durch welche 
die Koordinaten des Eurvanpunktes oder der Tangente miteinander 
yerknüpft sind, beibehalten, dagegen die Koordinaten selbst durch 
die eines anderen, zu dem ersteren völlig heterogenen Koordinaten- 
systems ersetzen.^) 

Als eine Anwendung dieser Methode können wir das unseren 
Lesern wohlbekannte Verfahren anf&hren, durch welches man, von 
einer Kurve als Ort von Punkten betrachtet, zu ihrer dualen, als En- 
yeloppe von Geraden betrachteten, Kurve übergeht. Man wandelt 
also die Punkl^leichung f{x^ y) = in die Liniengleichung 

/^Kt;)-0 (1) 

um, wo man die Linienkoordinaten u, v entweder als Plückersehe 
Koordinaten, oder als Unverzagt-Schweringsche Linienkoordi- 
naten*), die bekanntlich zu den kartesischen dual sind'), aufihssen 
kann. Im Ghrunde genommen ist diese Koordinatenverwandlung nichts 
anderes, als die Anwendung des Dualitatsprinzips in der Ebene, und 
es würde somit ein leichtes sein, z. B. aus der bekannten Theorie 
der Kurven dritter Ordnung die Theorie der Kurven dritter Klasse 
herzuleiten« Allerdings erhält man für die abgeleitete Kurve nur die 
der ursprünglich entsprechenden, projektiven Eigenschaften; was 
aber die metrischen EigenschiÄen (in der euklidischen Maß- 
bestimmung) anlangt^ so würde man diese im allgemeinen ganz 
von neuem zu entwickeln haben, da bis jetzt keine Methode 
bekannt ist (weil sie auch wahrscheinlich nicht existiert), diese 
aus denen de^ dualen Gebildes abzuleiten. — Die Einteilung der 
Kurven n^ Klasse könnte in ähnlicher Weise, wie die der Kurven 
n^ Ordnung nach ihren Plückerschen Charakteren erfolgen. Es möge 
jedoch hier noch ein anderes Einteilungsprinzip erwähnt werden, welches 
von H, M« Jeffery erdacht und ausführlich entwickelt ist: es beruht 
auf der Betrachtung der Zahl, Yielfachheit und Lage der (reellen) 
Brennpunkte (bekanntlich hat jede Kurve n^' Klasse auch n Brenn- 

1) Ersetst man z. 6. in der Ellipsengleichmig 



die Ordinate y durch den Badinsvektor ^ ^ ^ä" + y\ so ezfa&lt man eine Enrve 
4^' Ordnung; ersetzt man aber x und y durch die bipolaren Koordinaten 
^ und ^,, so erhalt man eine %^^ Ordnung. Auf solche Kurven traf K. Nitz in 
seiner Diss. Anwendum^ der Theorie der FMer m der Ebene auf K<msirukHanen 
mU Zirka und Lineal (Königsberg, 1906). 

2) K. Schwering, Theorie und Anwendung der Linienkoordinaten 
(Leipzig, 1884). 

8) Vgl.: F. Budio, Die Unoereofftschen Linienkoordinaten. Ein Bei^ag 9ur 
GeeehiehU der analytischen Geometrie (Abh. zur Gesch. der Math. IX, 1899). 

Loxift, Ebene Kurran. LAofl. II. 15 



• * • • * . ' 
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punktel). So kann eine Enrye dritter Elasse einen dreifaehtn Brenn- 
punkt haben^ oder einen doppelten nnd einen ein&chen. oder^ was 
der allgemeinste Fall ist, drei einfache Brennpunkte.^) Aludieh sind 
unter den Kurven vierter Klasse diejenigen ausgezeichnet, die einen 
vierfftchen Brennpunkt haben'); es folgen die mit einem dreifachen 
und einem einfeudien, usw.') In ähnlicher Weise könnte man die 
Untersuchung der Kurven vierter Klasse mit zwei Doppelbrennpunkten, 
mit einem Doppel- und zwei einfachen, und schließlich der mit vier 
einfachen Brennpunkten unternehmen; jedoch dürfte die Zahl der zu 
untersuchenden Fälle mehr als einen von der Untersuchung abschrecken, 
um so mehr, als nach den von Jeffery erhaltenen Resultaten zu 
urteilen, sie nicht sehr lohnend zu werden verspricht — Nicht blofi 
auf die algebraischen, sondern auch auf die transzendenten Kurven 
kann man die dualistische Verwandlung anwenden imd mit dem Studium 
der so erhaltenen neuen Kurven ein — soweit uns bekannt — noch 
völlig unerforschtes Oebiet betreten. 

248. Eine zweite derartige Koordinatenwandlung, deren Orund- 
gedanke von Yarignon^) herrührt, liefert gleichfalls zahllose neue 
Kurven. Diesem Geometer folgend betrachten wir eine beliebige Kurve 
F, die erzeugende Kurve (courbe g&i^ratrice), die in kartesischen 
Koordinaten durch die Gleichung f{Xf y) ■« dargestellt wird, sowie 
einen Ejreis K mit dem Mittelpunkte und dem Radius a, den Yer- 
wandlungskreis (cercle de r^volution). Es sei PM (Tafel Y, 
Fig. 51) die Ordinate eines beliebigen Punktes P von F, und sei 
Jlf P' der Bogen eines Kreises um mit dem Radios OM derart, 
daß, wenn A und L die Endpunkte der durch M und P' gezogenen 
Radien des Yerwandlungskreises K sind, die Proportion besteht 

2a% : hxüAL — 2%l : PJIf, 
wo 2%l eine gegebene Lange bedeutet. Sind nun x und y die kar- 

1) Jeffery, On eubiea of ihe ihird elass wüh tripU foci (Quart. Journ. 
MAthem. XIY, 1876); On plane cubiea with a double and a eingle foeue (Das.); 
On plane eubiea of ihe ihird claea wUh Ihree Single foci (Das. XYI, 1879 nnd 
Xyn, 1880); On plane ehm mih ihree Single foci (Bep. Brit. Aiboc. 1879). 

2) Jeffery, On pikme and spherieal eurves of ihe fourih classe vnih quadruple 
foci (Bep. Brit. Absoc. 1880); On pkme cinrves of ihe fourih dass wOh quadruple 
foci (Quart Jonm. Mathem. XVIII, 1882; daselbst ist der Name Stapes (Bügel) 
snr Beieichnnng eines KuirenzweigeB mit iwei Spitaen und einem Doppelpunkte 
eingeführt); On ffie stapete^poinis of dass-quar^ics wüh quadruple foci (Das.). 

8) Jeffery, On eurves of Ihe fourih class ttnih a triple and a Single foeus 
(Bep. Brit. Assoc. 1888; Quart. Journ. Mathem. XX, 1884>. 

4) S. die auBführliche Abh. Nouveüe formasücn de spirales, heaueoup plus 
diffirentes entre eües de ce qti^on peut imaginer d'auires courhes quelconques ä 
Vimfini; avec les UmehanUs, les quadraiures, Us dSroulements, et la longueur de 
iquelques arcs de ces spirales, qu'on donne seulement iei pour exemple de cette for* 
mation g6n&ale (M^nu de Paris, Annöe MDCXJIY, Paris 1722). 
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tesiBchen Koordinaten ftlr P, p und o die Polarkoordinaten von P', 
80 wird die obige Proportion zu 

2xa : am — 2x1 : y. 

Daher bestehen zwischen den Koordinaten der beiden Punkte P und P' 
die Beziehungen 

in denen der Badins des Yerwandlnngskreises überhaupt nicht mehr 

anftriti Infolgedessen wird^ wenn der Punkt P die Kurve r,f{x,y) — 0, 

durchlSufty der Punkt P' die Kurve durchlaufen, deren Polar gleichung 

lautet 

fi9,la,)~0 (2) 

Damit ist eine einfache Methode gegebeui jeder durch eine kartesische 
Gleichung dargestellten Kurve eine andere in Polarkoordinaten nach- 
zubilden. Da man auch Z — 1 setzen kann, so besteht das VerJbliren 
in seiner einfiichsten Form darin, in der Knrvengleichung die Ko- 
ordinaten der einen Art mit denen der anderen zu vertauschen. 
Wollen wir uns noch handgreiflicher ausdrücken, so können wir sagen: 
Man denke sich die eine Koordinatachse zu einem Kreise umgebogen^ 
so daß die anderen Koordinaten auf ihr senkrecht stehen bleiben, 
also radial verlaufen. Bei diesem Verfahren kann man auch aus Eigen- 
schaften der Originalkurve solche der abgeleiteten erhalten: Geht z. B. 
erstere durch den Koordinatenanfang, so wird letztere durch den 
Pol gehen; hat jene die y-Achse zur Asymptote, so hat diese den 
Pol als asymptotischen Pimkt, usw. Wenn die ursprüngliche Kurve 
dagegen, statt durch eine Gleichung in endlichen Ausdrücken, durch 
eine Differentialgleichung bestimmt ist, 

F(x, y, dx, dy, cPä, d*y, ....)-■ 0, 

so ist die transformierte Kurve eine Integralkurve mit der Differential- 
gleichung 

F(q, Im, dQ, Idm, d^Q, ZcPa, ..•.) — 0. 

Was nun die Bezeichnung der neuen Kurven anbetrifft, so bemerkt 
Yarignon: „Cette spirale s'appellera parabolique, hyperbolique, 
logarithmique, circulaire etc. selon que la courbe g^n^ratrice 
sera une parabole, une hyperbole, une logarithmique, une 
cercle eto.'^ — Durch das obige Verfahren hat er nun folgende 
Resultate abgeleitet: 

1. Aus den Parabeln a^^Baa^^^-y (Nr. 116) die Fermatschen Spi- 
ralen (Nr. 185)- 

2. Aus den Hyperbeln af«.y — o^+i (Nr. 180) die hyperbolischen 

Spiralen ^o — — j—^ deren einfachste (die dem Falle m — 1 
entspricht) die gemeine hyperbolische Spirale (s. Nr. 191) ist, die 

16* 
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kurz daraaf (1710) Yon Johann Bernoulli unabhängig yon Ya- 
rignon entdeckt wurde. 
S.Aas den Parabehi {a + xy^^t^~^y entstehen die Spiralen 
(a + p)"» = p*~*ZiD, die fBr m — l zu Archimedischen (Nr. 184) 
und fELr m»2 zu den parabolischen Spiralen yon Bernoulli 
(Nr. 189) werden. 

4. Aus dem Ejreise a:* + y* = 2rx die Spirale p* + Vm^ =■ 2rp. 

— ->» 

5. Aus der log. Kurve x^^ ">» e^ (Nr. 224) die log. Spirale p — e 

(Nr. 198), von der Yarignon als einer zu seiner Zeit sehr be- 
kannten Kurve spricht. 

6. Hingegen ergibt sich aus der logarithmischen Kurve y^^ » e* 
die Yarignonsche logarithmische Spirale mit der Gleichung 

Im^e * *). 
Wir können hier noch hinzuf&gen: Aus der Ellipse -? + |t "" 1- 

wird die Spirale -^ + —rr ■■ 1| die je nach dem Werte von l ganz 

verschiedene Gestalt hat; fOr I > — ist sie lemniskatenahnlichi f&r 

l - ^ ähnelt sie der auf Taf. XI (L Bd.), Fig. 81 dargestellten Kho- 

donee usw.*) — Es sei bemerkt, daß T. Olivier') geglaubt hat, daß 
sich aus den trigonometrischen Linien (S. 13) in ähnlicher Weise 
neue Spiralen ableiten ließen. Nun stellen aber 9 — a-sino, und 
9 — a • cos 09 Kreise dar, 9 » a • tg o, und p — a • ctg a>, sind schon 
bekannte Kurven 4. Ordnui^ (s. Bd. I, S. 196); 9 — a-sinoi, und 
9 — a-coseciD sind Geraden, und p — a*sinvers.(D (oder p — a— acoso) 
ist eine besondere Pascalsche Schnecke. Schließlich aus der Ge- 

wolbelinie ^ «» & • SoS — (Nr. 286) entsteht die Bemoullische Kurve 

p CS b SoS — - (Nr. 289). — Diese Beispiele ließen sich noch ins Un- 
endliche vermehren; die angeführten dürften jedoch hinreichen, die 
Yarignonsche Methode vollständig klar zu legen ^). 



1) Vgl. T. Olivier, Chwri de giomitrie descriptive (2. Anfl. Paris, 1864) S. S98. 

8) Eine Bemerkung des Übenetseie F. Schatte. 

8) 0. a. Cours de g^am. S. 898. 

4} Am ScbkiBse seiner Abhandlnng hat Yarignon noch eine andere Methode 
der Kurvenverwuidlung angegeben. Nachdem die obige Eonstmktion (s. Taf. 
y, Fig. 61) ansgefOhrt ist, errichte mui auf OP' die ^^enkrechte P'P" gleich 
der Ordinate 1] der Knrve F{x^ i])"-0; der Ort der Pankte P" wird die Trans- 
formierte r" von r sein. Um deren Gleichung zu erhalten, bezeichnen wir die 
Polarkoordinaten von P" mit 9', o' nnd mit ^ den Winkel P"OP'; dann ist 

»'■•o-f ^»io-}-arctg — »-^-l-aretg — I und ^'""-«" + 11*; 

X i X 
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Die YarignoüBche Transformation läßt sich anch dnrcli eine 
stereometriBche Eonstroktion ansföhren, die hier mitgeteilt zu werden 
verdient. Betrachten wir die Schraubenfläche, die als Meridianknrye 
die in der rrjsr-Ebene gelegene, durch f{Xf ^er) «-- dargestellte Kurve F 
hat, und A die reduzierte allen Schraubenlinien auf der Fläche gemein- 
same Ganghohe: dann wird diejenige unter ihnen, die durch den 
Punkt (^, j?j) der Meridiankurre geht, mit Benutzung eines Para- 
meters u dargestellt durch die Gleichungen 

0? «=- iCi • cos u, y a> d?i • sin u, z^e^ + hu. 

Eliminieren wir aus diesen und aus f{x^j z^) » die o:, 0, u, so be- 
kommen wir als Gleichung der Schraubenfläche, die F als Meridian- 
kurve hat, 

/•(y^T?, 0-ÄarctgJ)-O. 

Der Schnitt S dieser Fläche mit der xy- Ebene, die eine beliebige 
zur Achse senkrechte Ebene darstellt, wird daher die Gleichung 
haben 

/^(r^T?, -Ä-arctgJj-O, 

oder wenn wir Polarkoordinaten q ond — m einfdliren, 

f{q, ha) - 0. 

Nun entstand die Kurve 2 offenbar aus F durch eine Yarignonsche 
Transformation; um also 2 ans F zu erhalten, kann man auch die 
Schranbenfl&che, die Fznr Heridianknrve hat, mit einer zur Achse 
senkrechten Ebene schneiden. 

Es sei zum Schluß bemerkt, daß die Yarignonsche Transformation 
mit der folgenden 

eine gewisse Analogie hat; diese wurde von R. de Sluse 1668 in 
seinem Mesddbtum, und dann 1671 von Newton in seinem Methodus 
fluxionum (veröffentlicht durch Golson 1743) betrachtet*), ihre Be- 
deutung beruht auf dem Umstände, daß zufolge der Identität 

sie jede quadrierbare Kurve in eine andere solche verwandelt. 

demnacli ist die Gleichung Ton F" nichts anderes als das Resultat der Elimi- 
nation von x^ y^ 11 aus den Tier Gleichungen 

Y(Ä,y)-0, F(«,»,)-0, «'«l + arctgj, ^'•-«« + »l"; 

eine Elimination^ die sich nur fOr besondere Funktionen f xmd F ausführen l&ßt. 
1) Vgl Interm^ftire XY, 1908, S. 219 und XYI, 1909, S. 158. 
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244. Mit den im Laufe der Zeit erfolgten Fortschritten der 
Wissenflcliaft wnrde die Idee des Eoordinatenwechsels auch auf andere 
Koordinatensysteme ai^ewandt Man geht Ton einer der Gleiehnngen 
f{pc^ y) SS oder figj a>) s s. B. fiher zu 

/(«, «) = 0, (8) 

wo 8 den Ton einem festen Punkte aus gemessenen Bogen, « den 
Kontingenzwinkel im Endpunkte desselben bedeutet Anwendungen 
hiervon finden sich an vielen Stellen der schon zitierten Werke von 
A. Peters und G. F. Krause; Ho gelangte der letztere Geometer 
zu zwei Parabolae originariae genannten Kurven; die eine ist die 
Kloihoide, die, wie wir (Nr. 196) gesehen haben, durch ^ -• 2aB 
dargestellt wird, die andere unterscheidet sich nicht von der gewöhn- 
lichen Kreisevolvente (Nr. 210); desgleichen gelangte er von der Hy- 
perbel bzw« hyperbolischen Spirale zu der durch die Eigenschaft 

8B^a 

charakterisierten Kurve: da bei dieser b umgekehrt proportional zu $ 
ist, so schlug Krause vor, sie curva reciproca oder besser curva 

antiloga^) zu nennen. Da nun « ■" j^ so ist 5i"*""Ti5 nennen 

wir den Krümmungsradius iZ, so haben wir ;g- "" ti; folglich lautet 

die natttriiehe Gleichung der Antiloga 

aJB + «^ — 0. 
Wir wollen hinzufügen: wenn ^.i und Sj^i die Bogen der Evolute 
und Evolvente der Antiloga sind, so ist, da im allgemeinen 8—1 — ^ 
und s+i ^fs'ds, hier 

S-i « ^v S+i — a • log »; 

da nun für alle drei Kurven der Kontingenzwinkel derselbe ist, so 
können jene Evolute und jene Evolvente dargestellt werden durch 

S-i »* — a, S+i — a log B, 

weshalb die letztere von Krause als spiralis logarithmica (seu 
logistica) angularis') bezeichnet wird. — Andere Beispiele hatten 
wir in Nr. 287. 

Schließlich: Durchblfittem wir die Vorlestmgen über natärliehe 
Geometrie von K Cesäro, so läßt sich nicht verkennen, daß man zu 
vielen sehr interessanten Kurven gelangt^ indem man eine natürliche 

Gleichimg ms)-0 (4) 



1) Novae iheoriae linearum curvarum etc. (Monacbii, 1885) 8. 88. 
8) Daselbst. S. 96. 
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aufstellt, in welcher die Funktion f der kartesisclien Gleichung einer 
bekannten Kurve nachgebildet isi Die neue Eurre (4) ist, wie 
Mannheim^) bemerkt hat, der Ort des Erümmungszentrums fttr den 
jeweiligen Berühruii^spunkt, wenn die Kurve f{^^ y) "" auf einer 
Geraden rollt; daher hat E. Wölffing*) sie die Mannheimsche 
Kurve der letzteren genannt Ein Beispiel hatten wir auf S« 65. 

245. Eine weitere Anwendung der „Methode der Koordinaten- 
verwandlung^ wurde von B. Tortolini') und kurz darauf von 
M. Cantor^) gemacht, sie benutzten zur Bestimmung eines Kurven- 
punktes die Abszisse x und den von einem festen Punkte an gerech« 
neten Bogen s und leiteten somit aus der Kurve 

F(x,y)'^0 oder y-^f(x) 

in kartesischen Koordinaten die neue, der Relation 

F(x,8)'-^0 . . (5) oder s-^f^x) . . . (5') 

genügende Kurve ab. Es ist leicht aus (ö') die kartesische Glei- 
chung der entsprechenden neuen Kurve zu gewinnen; differenzieren 
wir (ö'), so erhalten wir 

d8'^f(x)'dx; 

fdr ds setzen wir den Wert 

dix^ + dy^^f\x)'dx, 

daher ist y ^Jyf^x)- l^dx (6) 

Die Bestimmung der kartesischen Gleichung der neuen Kurve er- 
fordert also die Integration. Aus (6) folgt, daß die Gleichung der 
Tangente - ^^ ^ 

sein wird, weshalb die neue Kurve allemal eine panalgebraische ist, 
wenn f{x) eine Funktion ist, deren Abgeleitete eine algebraische 
Funktion der Abszisse wird. 

Die Bestimmung des Krümmungsradius B der neuen Kurve er- 
fordert nur Differentiationen: wird zuii&chst die Identität doi^ + dy^ 
^d^ nach x differenziert, so bekommt man 

dy d^y da d^a 
dx * dx^ dx * dx^^ 

und dann mit Benutzung der Gleichung (5') und (6) 

1) Lionvilles Jonzn. 8. S^r. IV, 1869. 

2) Zeitschr. Math. Phjs. XLIY, 1899, S. 140. 

8) MSmoire 8wr quelques applicaHana de la mühode inverae des tangentea 
(Grelles Jonzn. XXVl, 184B). 

4) Über ein wemger gehräuMichea Koordinatqfayatem (Dias. Frankfurt a. M., 
1861). 
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da mm B^ ^ j 

80 folgt Bchließlicliy daß 



^ r-j^) — ^'^ 

Dnrch Elimination von x ans (6') und (7) würde man die natürliche 
Öleichnng der Enrre erhalten. 

Wenden wir diese Methode anf den Kegelschnitt ^ ± p »■ 1 

an, so erhalten wir die Kurve -^ ± ti «^ 1, in deren kartesischer 

Gleichung im allgemeinen elliptische Integrale auftreten. Aber auch 
ohne diese zu benutzen, kann man leicht, wenn das —Zeichen genommen 
wird, Eigenschaften der Kurve nachweisen. Da in diesem Falle 



8* «« 



6« a« ^' 

so wachsen s und x gleichzeit^ ins Unendliche, daher erstreckt sich 
die Kurve bis zum unendlich fernen Punkte von Ox] aus obiger 
Gleichung folgt femer 

« — a? — — Yx^ — a^ — Xf 

daher ist 

lim (— l/a:* — a* — a?) — lim ( — r== — 1 1 "■ —-^x 

die Differenz zwischen der Kurvenlinge und der Asymptote ist also 
eine endliche firSße. — Im Falle & <— a läßt sich die Kurvengleichung 
in endlichen Ausdrücken erhalten. Setzt man nämlich 

dx dy 



80 vthSüi man, weil a? — ^ ^a*, und ~ — — — — — — ist, 

^""■^^^ 5-atg«, dy^a-^, y- «log tg(J + |); 

die erste und letzte dieser Gleichungen liefern die parametrische Dar- 
stellung der transformierten Kurve; aus dieser leitet man ab, daß 

COS a — — , sm a BS i , c« =» — ! ; 

X X 008 a ' 

durch Elimination von a bekonlmt man 



folgUch ist • « ' 
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V 



~^ g^-Vg'-g« 



^ 



demnach a / — -— \ 

daher ist die transformierte Enrye eine Eettenlinie. Zu derselben 
Kurve gelangt man, wenn man in derselben Weise die Kurve 

x^a @in — transformiert 

Um zu sehen, worin sich die logarithmische Kurve, dai^estellt 

durch 1 a 

5-a.log- 

verwandelt^), benutzen wir die Gleichung (7) und erhalten 

welche, mit der vorigen Gleichung kombiniert, die natürliche Glei- 
chung der transformierten Kurve liefert 

die also (s. Nr. 281) eine Traktrix ist. 

246. Zu neueren und wichtigeren Resultaten gelangt man durch 
Anwendung des obigen Yerwandlungsverfahrens auf die Parabeln 

wo m und n als positiv und ganz angenommen werden sollen. Es- 
führt zu Kurven, die sich der durch 

s»»+»» — pwa;« (8) 

ausgedrückten Eigenschafken erfreuen. Schreiben wir folgendermaßen 

SO sehen wir, daß die neuen Kurven dadurch charakterisiert sind, daß 
die Abszisse proportional einer Potenz des Bogens isi Sie 
wurden zuerst von G. R. Fleischer'), dann von B. Tortolini und 
M. Gantor in den vorhin erwähnten Arbeiten und neuerdings von 
G. Nies') und R. Müller^) untersucht. Zunächst wollen wir ihre 
natürliche Gleichung auftuchen; da hier 

1} Der allgemeiDste Fall, in welchem a^alog-r, reduziert sich auf den 

obigen, wenn man den Anfangspxmkt verlegt und die positive Bichtang des 
Bogens ändert (vgl. die Note 7, S. 154). 

2) Van den Kurven, bei weichen i^+^'^p^-af^ %et (Progr. Ghrimma, 1849). 

8) Untersuchungen Über Kurven, deren Bogen einer Potent der Äbsßisae pro- 
portional ist (Progr. Darmstadt, 1887). 

4) Über die Kurven, deren Bogen einer PeienM der Äbetiaee proportional 
ist (F^ogr. Berlin, 1889); daselbst wird eine bemerkenswerte Anwendung der 
berühmten Funktion ^ von Wei er straft gemacht. 
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80 setzen wir der Kürze wegen 



m 



Indem wir Gleichung (7) benutzen, erhalten wir nun 

B - -^axf" >/f**aVO«-i)_i; 
und da s^a^af, so wird 






welches die natürliche Gleichung der transformierten Kurve ist^)« — 
Die Gleichung (6) liefert im yorliegenden Falle 



y^Jdxy(^yp-+'.X -+«-1, . . . 



(10) 



daher hängt die Bestimmung der Kurvengleichung von der Inte- 
gration eines binomischen Differentials ab. Nun ist dieses integrierbar, 

wenn die eine oder die andere der beiden Zahlen J" -• a oder 

^ — r eine ganze Zahl isi Wir können alsdann die GL (8) schreiben 

5««— pa-««-"i, oder $^''+^^px^'', 
welche beiden man in die eine zusammenfassen kann 

fi*-pa:*+S (11) 

wo h eine ganze, positive Zahl isi Die entsprechenden Kurren ge- 
hSren einem System mit den Charakteristiken fis=2fc, vss2 an; 

dies ergibt sich, wenn man zur Abkürzung p «- (j- — r ) a setzte indem 
dann ^""^ 

I - -1 
dx 1 • • • \ / 






:r* 



Hieraus ergibt sich, daß die Berühungspunkte der Tangenten an die 
Kurve, die mit der a;-Achse einen Winkel a bilden, auf der Geraden 

a? -• ± a* cos a liegen. 

Bemerken wir auch, daß man infolge der Gleichung (10) hat 

1) Daraus könnte man ableiten, daß die in Bede stehenden Kurven die 
Evoluten von BibaucouiBchen Knrven sind, welch schönen Satz man E. GeslLro 
(Sur une noU de gicmärie infinitMmdle, Nouv. Ann. Math., 8« Sär. XIII, 1894) 
verdankt. 
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JB-Jfca*» * Va'^-x^ (9') 

Beispiele:. Für den kleinsten Wert von h, i^mlich h'^2, er- 
halt man ^ 

eliminiert man p und o?, so wird 

jB« + 3« « 4a«, 

welches eine Zykloide darstellt (s. Nr. 200). 
Für den folgenden Wert, & — 3, hat man 

«» -l)ic>, P - y a, JB - 3a* a?" y a » - Ä» ^ 
und nach Elimination von p und x 



^+*(-T)-m 



} 



welche Gleichung einer regulären Astroide zukommt (Bd.Iy S.269). 

Welchen Wert auch die ganze Zahl Tc haben möge, man gelangt 

immer zu einer bequemen analytischen Darstellung der Eurre, wenn 

man setzt . . ., ^^ 

x^a sin' 9 (12) 

Die Gleichung (10') gibt nämlich dann 

dy — Tca sin*-"* cos* 9 • dy, 
daher y — *a (/sin*-* y • d(p —/sin* 9 • dy); 

die beiden angedeuteten Integrationen lassen sich durch ein bekanntes 
Yerfiahren^) ausführen und liefern 



y- 



+ (ib-8)(t-4)....4-a y> wenn * gerade «t, 



t— 1 



aoosy^Bin 7 j^^ (i_j)(ib_4)....(3fc-«r) ^™ 9'/' 



(13) 



wenn k ungerade. 

Die Gleichungen (12) und (13) liefern die gewünschte Darstellung der 
Kurre; sie zeigt, daß letztere für ein gerades Tc transzendent , für ein 
ungerades algebraisch ist 

1) 8. s. B. die Ton Serret-Harnack-SeliefferB, DifferentioX- wnd Integral' 
rechmmg II (Leipaög, 1907) 8. 108 angegebenen Formeln. 
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Ähnlich der Gleichung (8), Ton der wir aiugiiigen; ist folgende, 
die durch ümkehrung des Vorzeichens von m entsteht: 

j«-«— |)-«a;*. (14) 

Aus ihr folgt 

die Integration wird ausf&hrbar, wenn die Zahlen m und n derart 
sind, daß eine der beiden Ghrößen g»» 7" , oder r — y- eine ganze 
Zahl wird; infolgedessen hat man 

n — (2q + l)m, oder n «- 2mr, 
und die Gleichung (14) nimmt folgende Gestalten an 

^« — j)-iaj>«+i^ oder «"•— ^ — j>-*a:*'", 

die man in die eine zusammenfusen kann 

s*-|)-i.a;»+i (15) 

Aus der Bemerkung, daß diese aus (11) hervorgeht, wenn man das 
Vorzeichen von Je wechselt, ergibt sich, daß fOr die neuen Eurren 
offenbar die Formeln bestehen, die aus (9'), (10') durch denselben 
Zeichenwechsel hervorgehen. Es besteht demnach auch eine analoge 
analytische Darstellung, wie sie aus (12) und (13) hervorgeht, was 
der Leser leicht verifizieren kann. Auch gehört jede Kurve dieser 
neuen Art im allgemeinen einem System mit den Charakteristiken 
fi » 2h, V a> 2 an. 

Beispiele: Vom Werte k^O abgesehen (welcher eine Gerade 
liefert) ist der kleinste Wert, den man nehmen kann, % « 1. Dann 
^"•d (15) x'^ps 
und (7) liefert 

durch Elimination von x erhalt man 



als natürliche Gleichung der fraglichen Kurve; rufen wir uns die 
Gleichung (12) aus JNr. 284 ins Gedächtnis zurück, so gelangen wir 
zu dem Schlüsse, daß diese Kurve hier eine Evolute der Ketten- 
linie ist^). — Bei dem folgenden Werte Jfc -• 2 erhalt man a^ -»ps'; 
die Gleichung (6) liefert dann 

1) Diese Evolute gehört zur Elasae deijenigen Earyen, von denen jede durch 
Bewegong eine Fl&che erzeugen kann, die als Krümmungslinien die oo^ Lagen 
der Erzengenden hat; vgl. die Arbeit von Hazzidakis, Flächenereeugung ditrch 
KrümfMmgMUen (Grelles Jonm. XCYIII, 1886). 
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and nach Tollzogener Integration 

\T~ir) UJ~^)' 

welche Öleichung eine semikubiBclie Parabel darstellt. 

Fassen wir zusammen, so sehen wir, daß nnter den Enrren, bei 
denen die Abszisse proportional einer Potenz des Bogens ist, sich 
(abgesehen von der Geraden) Tier nns schon bekannte Linien finden: 
zwei davon sind algebraisch, die semiknbische Parabel nnd die reguläre 
Astroide, zwei sind transzendent, die Zykloide und die Eyolute der 
Kettenlinie. Als Gh-enzfall (a « oo) findet sich dann noch eine fOnfte, 
die erwähnt werden möge; um zu finden, welche Eurre alsdann der 

Gleichung $ >-> axf* entspreche, machen wir a »- —; wo a eine neue 

Eonstante ist; wir werden dann schreiben können 



s^u — ^a — a log a? - -f (log xf + ; 

wenn nun fi sich der Grenze nähert, so wird 

5 « a log x^ 

wodurch (Tgl. Nr. 280, Gleichung (7)) eine Traktrix dargestellt wird. 

247. Die Eurren, mit denen wir uns augenblicklich be&ssen, 
erfreuen sich besonderer Eigenschaften, die ihr Vorkommen bei Auf- 
gaben aus der Mechanik und Geometrie bewirken, wie wir Jetzt 
darlegen wollen: 

Aufgabe I. Eine Linie Ton der Bescha£Fenheit zu finden, daß 
die Ordinate des Schwerpunkts eines ihrer Bogen proportional einer 
beliebigen positiTen Potenz dieses Bogens sei. 

Auflösung. Sind Xgy y^ die Koordinaten des Bogenschwerpunktes, 
so hat man bekanntlich 

SXg^Jx'dSf sy^M^Jy-ds] (16) 

daher wegen der Bedingungen des Problems 

oder fy • ds — Ä5S^+*, 

und wenn wir differenzieren, 

welche Gleichung nicht wesentlich tou denjenigen Terschieden ist, 
durch welche die Torhergehenden EurTcn charakterisiert waren. 
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Aufgabe 11. Eine Kurre za finden, bei welcher die Ordinate 
des Bogenschwerpunktes proportional der Ordinate des Bogen- 
endponktes ist. 

Auflösung. Schreiben wir die zweite Gleichung (16) folgenderweise 



so haben wir, weil y^M^kyy 

b 
und durch Differenzieren 

* (s • dy + y • d«) — y • d«, 

oder Ir* 1« _ ^. 

k 8 y ' 

1—* 
und nach Integration y mm as '^ * 

dies zeigt, daß die gesuchte Kurve sich nicht Ton deijenigen unter- 
scheidet, bei welcher der Bogen proportional der Potenz einer der 
beiden kartesischen Koordinaten des Endpunktes isi — H&ton de 
la Goupilli^re^), der diese beiden Aufgaben gelöst hat, schlug vor, 
die so erhaltenen Kurven barozentrische Kurven zu nennen'). 

Aufgabe m. Eine Kurve zu finden, bei welcher jeder Bogen 
an Länge gleich dem n*^ Teile der Differenz zwischen den Langen 
der Tangenten in den beiden Endpunkten ist'). 

Auflösung. Die der Aufgabe entsprechende Gleichung ist offenbar 
folgende 






y 



1/«+©' 



dy 
dx 






setzen wir zur Abkürzung -^mmp xmd differenzieren, so erhalten wir 

dp 

da aber 

1) Beaherehes mr Its eentrea de graviU (Joom. £c polyt Heft XTiTIT, 1870). 

S) In einem anderen Sinne begegnet man diesem Namen bei Manpertnis^ 
Dtteaurs fur la figure des cutree (Paris, 1742). 

8) 0. Werth, Über eine KUuee von Kurven, welche die Eigenschaft haben, 
daß ein Viafaehes der Bogenlänge glddi ist der Differens der Tangenten (Pzogr. 
Gelle, 1874). 
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• 


dp 
dx 




80 ist 




(1- 


-< 


dp p-dp 
" p \-\-p* 


Durch 


Integrieren 


ergibt 


sich 

yl-n 


nt. "* . 




Vi-/ 


wo a ( 


die Integrationskonstante. 


Es ist aber 










dy 






P 




dx dy 



di' 



daher ds — ay^^^^ • dy, 

und s — - ««. 

n ^ 

Die gesuchten Eurren sind also dieselben, von denen in Toriger 
Nummer die Bede war. 

248. Eine andere Modifikation der Idee Yarignons ist neueren 
Ursprungs und möge gleichfalls hier erwähnt werden. Zahlreiche 
Öeometer des 17. und 18. Jahrhunderts gebrauchten den Eoordinaten- 
begriff häufig nicht in dem engeren Sinne, wie er sich bei Descartes 
findet, sondern in einem viel weiteren, wie man aus den Werken Leib- 
niz' ersieht Dies zeigt uns unter anderen das TortrefQiche Werkohen 
Yon G. Manfredi^), wo als Koordinaten eines Punktes der Ebene der 
senkrechte Abstand u von einer festen Kurve K und der yon einem 
festen Punkte dieser Kurve bis zum Fußpunkte jener Senkrechten 
gerechnete Bogen 8 genommen werden. TJm diesem Systeme die 
wünschenswerte Prazision zu geben, hat man noch auf der Kurve K 
eine positive Richtung anzunehmen; ist diese bestimmt, so ist damit 
auch der positive Sinn auf jeder Tangente festgelegt und damit auch 
zugleich auf jeder Normalen, wenn man die Bestimmung trifft, daß 
der positive Teil der Normale in derselben Weise zum positiven 
Teile der Tangente liegen soll, wie die positive Richtung der y- Achse 
zur positiven rc- Achse; alsdann haben nur alle die auf diesem Teile 
der Normalen gelegenen Punkte die positive Koordinate u^. Wir 
betrachten nun einen Punkt P einer beliebigen Kurve F und 
bezeichnen seine Koordinaten in bezug auf die Kurve K mit s, u, 
und nehmen dann ein rechtwinkliges kartesisches System und betrachten 
in diesem den Punkt P^ mit den Koordinaten 

X — 5, y — m; 

1) De eonstrucHone aequatkmum differenUaüwm primi gradus (Bononiae, 1707). 

2) Anwendungen dieaes Systemes finden sich in dem Aofsatae von E. Mathien, 
Swr Us eoordonnüa eurviUffnea (Lionville's Jonm. 8« S^r. YlII, 1888) u. a. 
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der Ort der Punkte P^ ist dann eine Enrye r^ die man die Bild- 
knrye Ton F in bezug auf K nennt^) Somit läßt sich jede 
Kurve F in eine andere J^ verwandeln. So ist z.B. die Bildkurve 
einer Geraden in bezng anf einen Kreis mit dem Radius r, von 
dessen Mittelpunkt sie den Abstand a hat, die (trigonometrische) Kurve 

r • cos (rx — a) 
^ cos {rx) 

Die neue Kurve P^ kann nur dann algebraisch sein, wenn die Grund- 
kurve K algebraisdbi rektifizierbar ist; G. de Longchamps') hat ein 
Yerfahren angegeben, um die Tangente an F^ zu konstruieren, wenn 
die Konstruktion der Tangente von F bekannt ist. 

Zum Schlüsse mögen zwei Bemerkungen Platz finden: 
I. Man kann die Koordinatenverwandlung auch in der Weise 
vornehmen, daß man umgekehrt von einer Kurvengleichung in belie- 
bigen Koordinaten zu kartesischen übergeht Als Beispiel diene fol- 
gendes: Die Polai^leichung eines Kreises lautet, wenn der Pol die 
Entfernung a vom Mittelpunkte hat, 

Q^ — 2aQ cos o — r* — a*. 
Trilgt man nun im kartesischen System die Winkel als Abszissen, 
die Vektoren als Ordinaten ab, so erhalt man die Kurve 

y* — 2ay cos ä — r* — a*. 
Sie ist eine Laufmusterkurve und besteht aus zwei Wellenzügen (ähn- 
lich der Sinuslinie), wenn a^r, dagegen aus unendlich vielen 
getrennten, geschlossenen Ovalen oberhalb und unterhalb der 
^-Adbise, und symmetrisch zu beiden Seiten der y-Achse verteilt, so 
daß das erste von dieser selbst halbiert wird, wenn a>r(Ta£Y, Fig. 52)'). 
n. E. Kostlin hat bemerkt, daß man von der Gleichung (3) auf 
S. 230 ausgehend die Koordinatenverwandlung in der Weise durch- 
führen kann, daß man den Bogen 8 durch «;, und den Kontingenz- 
winkel 8 durch arc tg t; ersetzt, wo «; und t; die Linienkoordinaten 
der Geraden o? + t;y — • tr sind; dadurch gelangte er zu einer neuen 
Kurvenklasse, die er Arcuiden nannte. Die logarithmische Spirale 
führt so auf eine neue transzendente Kurve, die er Logarithmoide 
nannte^); sie ist eine abnehmende Lauf musterkurve mit unendlich 
vielen Spitzen; die Arcuide des Kreises ist eine gemeine Zykloide. 

1) M. P e t r y i ch , Sw wn sysUme de eoordonneis 8emirCurv%ligne8(Png. B., 1898). 

2) Lee eourbes imagea et lea courbee symmetriguee (Nouv. Ann. Math^m. 8* Sär. 
XVIII, 1899). 

8) Bemerkung des Übenetzers F. Schütte. 

4) Vgl die inhaltsreiclie Inaug.-Diss. Über eine Deutung der Gleiehung, die 
gwischen dem Bogen und dem Neigungewunkü der Tangente im Endpunkte dee 
Bogene einer dienen Kwrve besteht (Tübingen, 1907). Vgl. H. Wieleitner, "Ober 
eine VeräUgemeinerung des Begriffes der Mannheimsehen Kurve (Wfirttemberger 
Mitt., n. Reihe, IX, 1907). 
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Zweites Kapitel. 

Die Yerfolgimgskiiryen. 

249. yyEin Punkt Ä (x\ y') beschreibe die durch die Oleichimg 

fix',y')-0 . (1) 

dargestellte Enrve mit gleichförmiger (Geschwindigkeit: es soll der Ort 
eines Punktes B(Xf y) gefunden werden, der^ mit konstanter Geschwin- 
digkeit sich bewegend, immer auf den Punkt A zueilt.^ Die gesuchte 
Eurre heißt gewöhnlich YerfolgungskurTc^) oder, Ton dem Beispiele 
des auf seinen Herrn zueilenden Hundes, auch die Hundekurve, 
bei französischen Geometem courbe du chien, bei italienischen curya 
di caccia. Da man diese Eurre auch erhalten würde, wenn B sich 
so bewegt, daß er immer in der Richtung Ton A nach B entflieht, 
so ist auch mit gleicher Berechtigung der Name FluchtkurTC oder 
Fliehkurye in (Gebrauch.') 

Das oben ausgesprochene Problem wurde auf Lionardo da 
Yinci zurfickgefElhrt^ indem S. Günther') eine Stelle in dem Werke 
des großen italienischen Malers in dieser Weise auslegte; unabhängig 
Ton ihm begegnete dieisen Eurren Bouguer^), Ton welchem die erste 
Lösung herrührt'); aber Ton denen, die der Ansicht Ton 0. Terquem*) 
sich anschließen, wird dieses Verdienst dem Dubois-Aym^, welcher 
im Anfange des 19. Jahrhunderts Zolldirektor in Foligno (ProT. Perugia) 
war, zugewiesen^. Jedenfalls steht fest, daß das Problem erst in dem 
Jahrzehnt Ton 1800 — 1810 untersucht und in seinen Hauptzügen gelöst 
worden isi — Wie es gelöst werden kann, ersieht man, wenn man 
beachtet, daß in jedem Punkte der Bahnlinie von B die zugehörige 
Tangente durch den Punkt A in der zugehörigen Lage hindurchgehen 
muß; infolgedessen haben wir zun&chst die Relation 

(»'-y)-(«'-«)ä (2) 



1) Im 18. Jahrh. war der Name courbe de poursuite Bynonym mit 
Tractorie; s. M. Gantor, Vcrluwngen üb, Qe9ch. d. MM, IQ, S. Aufl. (Leipng, 
1890) 8. 786. 

5) Da die Operation, durch welche man Ton einer Kurve lu ihrer Yerfolgunge- 
knrre kommt, als ein Ableitungigeseti betrachtet werden kann, so haben wir die 
fraglichen Kurven an dieser Stelle behandelt. 

8) Studien nir GeeMehU der maüh. %md phya. Geogrof^ (Halle a. S., 1878) ; 
▼gl. einen Aufsati von Brocard in Nout. Corresp. Math. VI, 1880, S. Sil— SIS. 

4) 8ur de nouvettee courbes, auxqudtes an peiA donner le mm de Ugnee de 
poureuüe (Mäm. Acad. Sciences, Paris 178S). 

6) Vgl. auch Maupertuis, Sohitian d'un probUme de giomärie (Das.). 

6) Nout. Ann. Math. YIII, 1849, S. 91—98. 

7) YgL eine Bemerkung in Corrüp. ewr VEcoU polyt. (ü, S. 276) und die 
daraus entstandenen Arbeiten von St Laurent, G. Sturm, Querret und 
T^dänat in Ann. de Mathäm. XIII, 18SS— 1828. 

Lof 1», Xbtn« Kurrta. 1. Aufl. II. 16 
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Ist anderseite n das YerliBlfaiiB der G^chwindigkeiten der beiden be- 
trachteten gleichförmigen Bew^ongen, so hat man 

Am (1) und (2) sowie ihren Ableitungen ergeben sich x\ y\ -£-9 -^ 
als Funktionen von Xj y^ ^> ^; werden diese Werte in (3) eingesetzt 
so erhält man eine Gleichung von der Form 

» 

und damit ist die Untersuchung der Yerfolgungskurre der Kurve (1) 
auf die Integration dieser Gleichung zurückgefQhrt^) 

Die Integration ist ToUständig ausfahrbar, wenn die Bahn des 
Punktes A eine Gerade ist. Nehmen wir diese als y-Achse^ so werden 
die Gleichungen (1) und (2) 

und liefern j— — 0* -3^ — — ^j-^- 

ax ' ax ax' 

Die Gleichung (3) wird alsdann 



-'T^-'V^^W- 



TJm diese Gleichung zu integrieren, gibt es keinen besseren Weg, als 
zu dem klassischen Yer&hren seine Zuflucht zu nehmen, indem man 

^ — j> setzt Dann hat man 

4p ,/rTTT ^A^^ -. d« _ dp 



-^:Ä^nYl+¥ oder n — 



dx ^ ' ^ X yr+p 

Durch Integrieren bekommt man, wenn c die Integrationskonstante ist^ 



Daraus folgt: 

p+Vi +!>* — c-*-ar-", p — ]/l +!>* — — caj", 
und 2|) — c*"^ • x^* — caf*. 

Setzt man nun f&r p seinen Wert ein, so erhält man 

2dy — (T^ • x~* • dx — caf • dx, 
und, wenn integriert wird, 

1) Man verdankt M. d'Ocagne (Bnll. Soc. Math. France, XI, 1884. 8. 184) 
und L. Barmester {Lehrbuch der Kinefnatik, Leipzig, 1886, 8. 68) elegante 
Methoden, um die E[rümmnngsmittelpuakte einer Yerfolgnngakiirve su kon- 
ftmieren. 
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rpSTn>-H + l* ,wennH+l 

— logo: ^f wexmn«lj 

Dies sind die Gleichangen der YerfolgangsknrYe der Geraden, je nach- 
dem die Punkte Ä nnd B sich mit ungleicher oder gleicher Ge- 
schwindigkeit bewegen; im letzteren Falle ist die Eurre transzendent^ 
im ersteren algebraisch oder interszendent, je nachdem n rational oder 
nicht; ist insbesondere n eine ganze Zahl, so haben wir (vgl. Nr. 118) 
eine parabolische Enrye Tor nns.^) 

Es sei znletzt bemerkt, daS die Methoden der natürlichen Geo- 
metrie Ton y. Nobile anf die Untersuchung der Yerfolgungskurren 
mit Erfolg angewandt wurden.') 

Wenn die Bahn des Punktes Ä ein Er eis wäre, so würde die des 
Punktes B eine Integralkurve der Gleichung 

sein, wo m die Winkelgeschwindigkeit ron Ä, h die Geschwindigkeit 
Ton B, und a der Radius des gegebenen Ereises ist'); diese Differential- 
gleichung ist jedoch noch nicht integriert worden. L. Dunoyer^) hat 
die Bestimmung derselben Eurye auf die Integration der folgenden 
Differentialgleichung I. Ordnung zurückgeführt 

dx dy 

y(n*-l) (y — •)(Äa:y — »aj + cy— caj)5 

er hat femer die Integralkuryen derselben mit den Poincar^schen 
Methoden sorg&ltig untersucht. 

250. Mit den verschiedenen Verallgemeinerungen, welche der 
Begriff der Yerfolgungskurven, insbesondere durch G. Sturm^) und 
E. Gesäro^ erfahren hat, wollen wir uns nicht aufhalten; dagegen 

1) Die Behanptang in Salmon-Fiedler, Änalyt. Geom, der höh, ^men 
Kurven, U. Anfl. (Leipzig, 1888} S. 879: „Die Kunre ist daher algebraisch, den 
Fall n— 1 ausgenommen^* ist also nicht ganz genau. 

2) Vgl. die beiden Abh.: SuUo studio inhrinseeo ddla eurva di caecia (Rend. 
Girc. mat. Palermo XX, 1906) und Sui probUma deüe eurva di eaecia (Giozn. 
matem. XLVI, 1908). 

8) 8. eine von H. Brocard 1877 in der Nouv' Correep, Math, nnd Ton neuem 
1888 in Maihüia Torgelegto Frage, die leee^Ton Eeelhoff (MoMsie Yl) ge- 
löst wurde. 

4) 8ur lea courhes de poursuite d'un eereU (Nout. Ann. Math^m., 4« S^., 
VI, 1906). 

6) Extension du probUme des eourhes des poursuite (Ann, de Math. ^HT^ 
188S— 18S8). 

6) Pr<^priä6s d^une eourbe de poursuite (Nout. Ann. Math., 8« S^. n, 1888); 
Sur les Ugnes de poursuite (Das. Y, 1886); Les li^nes larycentriques (Ebendas.). 

16* 
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erecheint es uns angebracht, hier ein geometrieches Problem mitzu- 
teilen, welches von der Yerfolgongskarye der Geraden gelost wird, 
zumal es uns mit einer neuen analytischen Darstellung, sowie mit yer- 
schiedenen Eigenschaften dieser Kurve bekannt macht. Das Problem, 
um das es sich handelt^ ist folgendes: „Eine Kurve F zu finden, von 
der Art, daß zwei beliebige Tangenten derselben auf einer gegebenen 
Geraden eine Strecke ausschneiden, die in einem bestimmten Ver- 
hältnisse zu dem von den Berührungspunkten begrenzten Bogen 
steht.*' 1) 

Es seien (Taf. Y, Figur öS) t und t' zwei beliebige Tangenten 
von P, P und P' die Berühnmgspunkte, I und F die Schnitte mit 
der gegebenen Geraden r. Nach der Annahme ist dann, wenn das 
bestimmte Verhältnis mit n bezeichnet wird, arc PP' : II' — n; 
wenn nun der Punkt I gleichförmig die Gerade r durchlauft^ so muß 
dieses ebenso der Punkt P auf F ton, während immer die Tangente 
auf den Punkt I gerichtet ist; damit ist hinlänglich bewiesen, daß F 
die Verfolgungskurve der Geinden r ist. 

Die so erhaltene neue Definition unserer Kurve filhrt auch leicht 
zu ihrer analytischen Darstellung. Wir bezeichnen mit P^^ einen festen 
Puikt von F und mit t^ die zugehörige Tangente und mit Iq den 
Schnitt von t^ mit r; wir setzen femer P^P^s^ I^I*^e und be- 

zeichnen mit n den konstanten Wert des Verhältnisses — ttt-; <^- 

dann ist s — ne. Betrachten wir in ähnlicher Weise einen anderen 
Punkt P' von P, so haben wir s' — ne', daher 5 — s'— n(6 — e'). 
Dies zeigt, daß man, ohne der Allgemeinheit Abbruch zu tun, an- 
nehmen darf, daß bei dem oben ausgesprochenen Problem eine der 
beiden Tangenten fest sei, und es bleibt infolgedessen die entsprechende 
Eigenschaft der Kurve im allgemeinen bestehen. Jene feste Tangente 
soll als Anfangstangente xmd ihr Berührungspunkt als Bogen- 
anfangspunkt bezeichnet werden. Die Gerade r nehmen wir als 
y -Achse und bezeichnen mit x den Winkel, den die positiven Rich- 
tungen der Tangenten mit der a?-Achse bilden. Dann haben wir 

— «-^-d5 . . m 

coB* sin* ' ^ ' 

ist die Gleichung der Tangente im Pimkte (o;, y). Setzen wir darin 
X a- 0, so hat man 

1) Für das Folgende 8. F. Ganß, Über Kurven, wdtke die Eigenadwft haben, 
daß je »wei Tangenten aus einer gegebenen Geraden eine Strecke ausedmeiden, 
weUAe tu dem van den Berührungspunkten hegrengten Bogen in ei$^em gegebenen 
VerhäUnieee steht (Progr. Bnnslau, 1890). 
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Ol^y — xtgt, 
und wenn wir 01^ » d Betzen, 

Ij;, — y — a?tgT-d. 

Eb ist aber PP^^ » n • IIq, und daher y — xtgt — d^ — s. 

Differensderen wir und benatzen dann die Gleichung (7)| so er- 
halten wir 

dx 1 dx 
— a? 

oder andi 



co»*r 



dx 

— — — -n 



ncoBv' 



COBT 



Dorch Integration erhalt man 

log a; = — fi log tg (f + I) + G. 
Setzt man hierin 

J-^'^Vy C — loga, (8) 

BO ergibt sich 

a; «■ a tg" ip (9) 

Nun liefert die Gleichung (7) infolge Ton (8) 

dy^dX'tgt'^dx-clg2q>^ /J • dx] 
aus (9) aber folgt dx » na tg^^^f *dtg(p, 

folglich dy = ^{tg"-*9? — tg" 9)|-dtgy. 

Integriert man nun unter der Yoraussetzungy daß nJ^l, bo ergibt sich 

2i'=-«|;r^*g"-'9'-;^tg-+>l. • . • (10) 

wobei angenommen wird, daß dem y — 0^ 9 » entspreche. Für 
n » 1 hingegen liefert die vorige Gleichung ähnlich 

2y — a|logtg9-Y*8'?p} 0^) 

Die Gleichung (10) bzw. (11) im Verein mit (9) liefern die analytische 
Darstellung der Eurre je nachdem n ^ 1 oder n « 1. Durch Elimi- 
nation Ton (p erhalt man nun folgende beiden Gleichungen 



2» 



•N ©■- 01 



(1») 



deren wesenÜiohe Identität mit den Gleichungen (5) der Leser sogleich 
bemerken wird. 



(ß) 
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Bezeichnen wir jetzt mit Sp und 8^ die Subtangente und Sab- 
normale in bezug auf die y-Achse, mit T, und Np die Längen der 
entsprechenden Tangente und Normale, so erhalten wir^ da zufolge 

Ton (8) ;r^atgT»ctg2()p, folgende sehr einfachen Ausdrflcke: 

Man hat ferner 

und daher 

L^ "^ \dx) J — M^ dx' 
Außerdem ist 

d*y dotg2y > dy ^ 

5? ^ 5« ^ sin'Sy d«' 

wenn man also mit R den ErfimmungBradius bezeichnet^ so ist 

Jedoch aus 

dx — na tg»-*9 -dtgipy dy^^ (tg*"*9 — tjTv) dtgq> 

ergibt sich, daß j^^^^i^fT^^V + ^9) (M) 

Somit ist ii-^ (16) 

oder auch li-^tg*-«y(l + tg»« (160 

Durch Integration Ton (15) erhalt man 

^(^^i;^tg'-'^q> + -f^i^ wennn+l, 

j (log tg*^p + tg'^p), wenim-l; 

diese Gleichungen liefern die Rektifikation der Kurve. Durch Eli- 
mination Yon tg q> aus diesen und aus (15') würde man die natür- 
liche Gleichung der Kurve erhalten. 
Man hat feiner 

/«•rfy — ^J(tg*"-*y-tg*»9)dtg^p 
diese Quadraturformeln setzen natürUch voraus, daß n + ±i; die 



5 — 
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für diesen Fall notigen Modifikationen ergeben eidi sehr leicht^ 
weshalb wir sie dem Leser überlassen. Dasselbe gilt für das durch 
Rotation um die y-Achse erzengte Yolameou 

Zum Schlüsse wollen wir noch die durch die erste der Gleichungen 
(12) dargestellten Kurve für den Fall n — 2 eingehender betrachten. 
Diese Gleichung wird alsdann 



»-(>-fM-') 



Sie stellt eine in bezug auf Ox symmetrische Kurve dritter Ordnung 
dar, die durch den Anfangspunkt geht, den Punkt o; — 8a, y — 
zum Doppelpunkte hat^ in welchem die Tangenten mit der a?-Achse die 

Winkel -j bilden. Die Punkte x^a, y — ± -^ sind Kulminations- 
punkte und der unendlich ferne von y ist ein Wendepunkt mit der 
unendlich fernen Geraden als zugehöriger Tangente. Nehmen wir eine 

Koordinatenyerschiebung Tor | « ^ — o?, ij —y, wobei p ■- -^, so er- 
geben die Gleichungen (9) und (10) 

^ — ¥ coi*9 ' ' — ¥ oof*9 ' 

daher ist 



f-tg39, VV + fl'-^-^ 



9 

Führen wir nun Polarkoordinaten ein, so haben wir 

daher iit «-89, «-f-jsjr^; 

und nMh Wlimination Ton 9 



2 .0 
8 



1 ' 



oder auch P * ■■ ( f) • oo* ("F") ®' 

Die fragliche Kurre ist demnach eine Trisektrix yon Gatalan (Nr. 48; 
Bd. I. S. 91). 



1) Siehe SchlOmilch, üdmng$buA wtm Studmm d. höh. Anal. IL (1. Anfl. 
Leipsig, 1874) S. 888, Übnngsbeispiel 18. 
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Drittes KapiteL 

Evolnten und Evolventen. 

251. Die sainÜichen Normalen einer Enrre F bilden zugleich 
die Tangenten einer anderen Kurve P^, welche der Ort der ErOmmungB- 
zentren der Kurve F ist; es ist dies die Kurve, die Huygens zuerst 
im III. Teile seines berühmten Werkes Harciogium oscülalarium be- 
trachtet hat, dessen erste Bearbeitung am 5. Februar 1665 vollendet 
wurde; die betreffende Kurve heißt die Evolute oder auch Mittel- 
punktsknrve^) von F, mehrend umgekehrt F die Evolvente (oder 
Involute) von F^ heißt. Jede Kurve hat eine bestimmte Evolute, 
aber. nTi9«.b1ig yiele Evolventen. Denkt man sich um die Kurve Fi 
einen Faden geschlungen xmd wickelt diesen ab, so beschreibt jeder 
mit dem abgewickelten Faden starr verbundene Punkt eine der un- 
zählig vielen Evolventen von F^; aus dieser Erzeugnngsweise resul- 
tieren die obigen Bezeichnungen. — Die Schnittpunkte einer Kurve 
mit ihrer Evolute sind im allgemeinen Spitzen der ersteren; die 
Geraden, die beide berühren, sind im allgemeinen zugleich Tangenten 
xmd Normalen der ersteren. 

Wenn die gegebene Kurve algebraisch und n^ Ordnung, und ihre 
(rationale) Gleichung f(x,y)^0 (1) 

ist, so erhält man die der Evolute P^, indem man die Enveloppe der 
Geraden x-^x T-y /«x 

^7 W' ^^ 

dx dy 

bestimmt Zu diesem Zwecke hat man die Ableitungen nach x und y 
von folgender Größe 

(Z-y)|^-(r-y)|^ + A/' 

gleich Null zn setzen, wo X ein noch za bestimmender Faktor ist. 
Somit entstehen die Gleichongen 

(-*--«) "ä^ - C ^ -») F]^ + ^ + * ^ - • 

Eliminiert man hieraus l, so bekommt man 

-&O*+0- w 

1) Haas-KleyeiB LehrJmch der DifferenUälreamung, HL Teil (StQttgart, 
18M) S. 19S. 
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Die Qleicliimg der Eyolute entsteht niin durch Elimination Ton x, y 
aus den Gleichungen (1), (2), (3). Nun kann man die Gleichung (2) 
durch folgende beiden ersetzen: 

alsdann liefert uns die Gleichung (S) 



A 



d*f d*f df 

dx* dxdy "Sx 

d*f d*f df 

dmdy dy* Wi 



(&) 



Die Gleichungen (4) liefern die analytische Darstellung der Evolute, 
Torausgesetzt daß (1) erftUlt wird, und daß q den durch (5) definierten 
Wert hat 

Um nun die Ordnung n^ der Evolute au&usuchen, kombinieren 
wir die Gleichungen (4) (5) mit der einer beliebigen Geraden, nämlich 

ondnlidt«. ^Z+Br+C-0 («) 

u.+i»,+<7)A+(^^i+B|0[(l9*+(l-D^-»• c 

Hieraus ersieht man, daß die gesuchte Ordnung n^ gleich der Zahl 
der yariabelen Schnitte der Kurve (1) und (7) ist. Da nun die Kurven 
(1) und (7) von den Ordnungen n bzw. S(n — 1) sind, so hat man 
im allgemeinen n^ — 3n(n — 1). Wenn aber der Anfangspunkt 

1) ein Doppelpunkt ist, so hat audi die Kurve (7) daselbst einen 
Doppelpunkt mit denselben Tangenten wie die ursprüngliche Kurve, 
daher fallen sechs Schnittpunkte der beiden Kurven in 0; ist er aber 

2) eine Spitze, so hat die Kurve (7) in einen dreiÜEichen Punkt 
mit zwei in die Spitzentangente feilenden Tangenten; somit fidlen 
acht Schnitte der beiden Kurven in 0. Hat daher die Kurve Fd 
Doppelpunkte xmd Ic Spitzen, so erleidet die Ordnung ihrer Evolute F^ 
eine Verminderung um 6d + 8X; Einheiten; also ist 

fii-3n(n-l)-6(2-8*. 
Ist nun w die TaiA der Wendepunkte von T, so hat man bekanntlich 

w - 3n(n — 2) - 6(2 - 8*, 
daher ist n^ — ic? — .3n, oder n^^in^w. 

Folglich: Die Ordnung der Evolute einer algebraischen Kurve F ist 
im allgemeinen gleich der dreifachen Ordnung vermehrt nm die 
Zahl der Wendepunkte von F. Um die Klasse v^ der Evolute zu 
bestimmen, suchen wir auf, wie viele Normalen der Kurve (1) durch 
einen beliebigen Punkt (X, Y) der Ebene gehen, mit anderen Worten, 
wie viele (mit diesem Punkte variabele) Lösungen die Gleichungen (1) 
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und (2) liaben« Beachten wir nun^ daß die Gleichung (2) einer Emre 
angehört^ die durch jeden Doppelpunkt von (1) geht und bei jeder 
Spitze die entsprechende Spitzentangente berührt, so schließen wir 
alsbald, daß y, -n« - 2rf - SJfc; 

nun ist bekanntlich v — n(n — 1) ^ 2d — ihy 

und daraus folgt r^ s r -^ n, 

folglich: Die Klasse der ETolnte einer algebraischen Kurve r ist im 
allgemeinen gleich der Summe der Ordnung und Klasse von F. — 

Wenn man schließlich noch beachtet, daß F und seine Evolute F^ 
Kurven vom selben Geschlechte sind, so sieht man, daß man ge- 
nügend viel Elemente hat, um alle Charakteristiken der Evolute zu 
bestimmen; so findet man z. B. X^ — Ä; + 8n + 2i€, usw. 

Modifikationen treten ein, wenn F metrische Besonderheiten oder 
höhere Singularit&ten besitzt') Da wir keinen Baum haben, uns mit 
diesen Einzelheiten zu beÜEMsen, so verweisen wir auf die bräüglichen 
Arbeiten von Clebsch'), Cayley') und Halphen^); es sei bemerkt, 
daß letzterer die Entdeckung machte, daß, wenigstens von einem ge- 
wissen Bange an, die Ordnungen und die Klassen der sukzessiven 
Evoluten einer algebraischen Kurve zwei arithmetische Progressionen 
bilden, welche dieselbe Differenz haben. 

Das Verfahren, welches von der Kurve F zu F^ führt, ist von 
der Art, wie wir es zu Anfang dieses Abschnittes besprochen haben; 
somit kann man eine ganze Beihe von Kurven betrachten, unendlich 
nach zwei Bichtungen hin, und so beschaffen, daß jede die Evolute 
der vorhergehenden und die Evolvente der folgenden ist. Die ana- 
lytische Darstellung einer derartigen Kurvenreihe macht sich äußerst 
elegant, wenn man natürliche Koordinaten anwendet Sind nämlich 
R und s Krümmungsradius und Bogen von F, R^ und s^ die von F|, 
« und $^ die bezüglichen Kontingenzwinkel, so hat man bekanntlich: 

offenbar ist aber ds^ — diZ, ds^ — ä«, 

ds ds 



und daher 
daraus folgt, daß 



B B^ 



9 



1) Salm on-Fiedler , Höhere Oene Cwrven, TL. Aufl. (Leipzig, 1S8S) 8. 119 ff. 

S) üeber die SmgularitäUn dlgebraiMher Kurven (Czellei Jouni. LXIV, 1864). 

8) On ihe iheary of ihe evolute (Phil. Mag. XXIX, 1866; Mathem. Papen Y, 
S. 478). 

4) S. die leisten beiden Nnmmem der Memoire *8ur le$ poinU singuUen des 
courhea älg^briguee planee dem Institat de France Torgelegt im April 1874, und 
TerCffentlicht in den Mim. prü. pair divers savants etc. (XXVI, 1879). 
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^-■RS' »»-•« + <'' (8) 

WO c eine Konstante bedeutet^ die man zweckmäßig als Null an- 
nelimen kann, wenn der Anfangspunkt des Bogens auf der Evolute in 
geeigneter Weise gewählt wird. Eliminiert man yermittelst der Gl. (1) 
R und 8 aus der natürlichen Gleichung Ton F, f(Ry s) — 0, so be- 
kommt man die natürliche Gleichung Ton F^. umgekehrt ei^bt 
sich aus (8) — in welcher Gleichung wir c — annehmen wollen — 

und man kann alsdann durch eine Integration und nachherige Elimi- 
nation von $1 die allgemeine Gleichung der ETolventen einer ge- 
gebenen Kurve ableiten. 

Machen wir sogleich eine Anwendung von diesen Formeln. Die 
Kurve I\ sei ein Kreis mit dem Radius a; da hier iZ| — a, so folgt 

aus (9) 8 — j-, es ist aber ^ — JB, daher ist die natürliche Glei- 
chung der Evolvente eines Kreises 

2? - 2a8, 

welches Resultat mit einem schon (in Nr. 211) gefundenen überein- 
stimmt Um die natürliche Gleichung der zweiten Evolvente des- 
selben Kreises zu finden, haben wir also zu setzen JB|' — 2aS|; die 
Gleichung liefert dann 

oder da S| «» 2{ 

IP - y a8\ 

und dies ist die natürliche Gleichung einer Spirale von Sturm oder 
Norwich (s. N. 222). In Bhnlicher Weise würde man die natürliche 
Gleichung der dritten, vierten Evolvente usw. erhalten können; eine 
Yergleichung; der Resultate führt durch Induktion zu dem Schlüsse, 
daß die Gleichung der (n — 1)^ Evolvente sein wird 

Wir wollen dies aber durch eine voUsttndige Induktion beweisen, 
indem wir die GL (8) benutzen. Nehmen wir also einmal an, daß 

WO der Kürze wegen . _^ . — Je gesetzt wurde) 
die Gleichung der (n — 1)*^ Evolvente sei, so folgt aus (9) 
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n±l 



n 
oder, da & « JB, 

Setzen wir uiin an Stelle von h wieder seinen Wert, so erhalten wir 

Da letztere ans (10) hervorgeht, wenn man für n, n+ 1 setzt, so 
ist die allgemeine Gültigkeit Yon Gleichung (10) bewiesen. — Es möge 
noch bemerkt werden: Da alle Normalen des Ereises durch einen 
Punkt (den Mittelpunkt) gehen, so kann man sagen, daß der Ereis 
die Eyolyente eines Punktes sei; infolgedessen stellt die Gleichung (10) 
die n^ ETolyente eines Punktes dar. 

Die durch Gleichung (S) dargestellte merkwtlrdige EurvenfamiUe 
wurde wohl zuerst von du Bois-Ayme'), dann von Whewell schon 
bei seinen ersten Untersuchungen über natürliche Eoordinaten-Geo- 
metrie^) betrachtet, sowie etwas spater von Sylvester"), der hernach 
auf den Rat Cayleys sie mit dem Namen Zykloden belegte; unab- 
hängig von diesen englischen Geonietem beschäftigten sich H. Onnen^), 
E. Gesäro^) und G. Pirondini*) mit ihnen. Diese Eurven&milie ist 
noch einer anderen analytischen Darstellung fähig, die man auf 
folgende Weise erhalt^): Da^ wie wir gesehen haben, im allgemeinen 



ü = ^, dSi^dB, dii — d«, 


B,- 




so hat man t> dJ2 d's 

■"i ~ d. " «p..; 






ähnlich findet man fBr die zweite Evolute 







1) De quelques propriäSs des rayone de eowrbure et des d6oeioppUs planes 
des eourbes pUmes (Mem. Acad. Turin 1809—1810; Turin 1811). 

2) On ihe wiirinsic eguoHon of a citrve and its applieaHon (Trans. Oambr; 
phil. 80C. Vni, 1879, und LS, 1861). 

8) Note <m ihe successive mooMe to a eireU (PhiL Mag. 4. Ser. XXXVI, 
1868) und OuUine <m ihe theory of redueibU cydodes (Proo. London maih. See. II, 
1869). ... 

4) DiseMWÜm cftm Systeme de spirdUs tPapr^ leitrs iquaiUms essentielles 
(Arch. n^erlandaiBeB, X, 1876). 

6) Vorl über natärUdke Geometrie S. 88; daselbst ist statt (10) unrichtiger- 

weise JB" — — a«"""* geschrieben. 



n* 



6) Suüe ev&henti snecessive di tm drecHo (Period. matem. XIX, 1908). 

7) W. J. Cnrran Sharp, On ^ successive evohUes of a curve (Mtss. math. 
IX, 1780). 
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B,-'^ OD 

UBW. und fttr die n** 1!» — — rzr* 

Wenn nun diese n^ Evolute ein Punkt ist, so hat man 12« — 0, 
und daher durch Integration 

« — ao«" + ai«"-^+ ha»-.i« + a», . . . (12) 

wo die a beliebte Konstanten sind. Diese Gleichung stellt also die 
n^ Eyolyente des Punktes oder die (n — 1)^ des Kreises dar, und es 
folgt daraus, daB dieselbe rektifizierbar ist, wie Sylvester zuerst 
bemerkt hat 

Wir bemerken noch, wenn 12„ — f($) wäre, so hätte man zur 
Bestimmung der ursprünglichen Kurve die lineare Differentialgleichung 

Bezeichnen wir mit S die allgemeine, und mit 8^ eine spezielle Lösung 
derselben, so haben wir 

wo die a Integrationskonstanten sind, oder wegen Gleichung (12) 

S-So-«; 
dies beweist, daß die Differenz zwischen den Bogen zweier spezieller 
n^* Evolyenten einer Kurve gleich dem Bogen einer (n ^ 1)^^ Evol- 
vente des Kreises ist 

Die Betrachtung der sukzessiven Evolventen -Krümmungsradien 
hat Timmermans^) zu der Entdeckung eines merkwürdigen Punktes 
geführt, die unter einer gewissen Bedingung für alle ebenen Kurven 
gilt Um sie darzulegen, gehen wir von den bekannten Relationen aus 

d^ — cos T • da, dy^smt' äs, .... (14) 

welche die gewöhnlichen Koordinaten eines Kurvenpunktes mit dem 
Bogen 8 und dem Winkel t verknüpfen, den die Tangente mit der 
j^Achse bildet. Ist nun $ der Winkel der Normalen mit dieser Achse, 

soist T + «— -r-, weshalb da^ — dt^ und die Formel JRj — ^ ist 

offenbar äquivalent mit ds ^ — Bi- dt und infolgedessen werden die 
Gleichungen (14) zu 

da? — — JBj cos % • dxy d y «■ — J?^ sin T • (Zt. . . (16) 

1) Ei8fU nur une nauvdU Marie des ccmrbes däkuitee de la eonrid^roHon 
de leur rayone de courbure (Mäm. Soc. Lille, VI, 1828— S9). VgL Note wr une 
propriiU des eourhea pUmee d'apria M, Timmermane, par un ÄbonnS (Nonv. 
Ann. Math^m. S« 8^. ü, 1868). 
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Beachten wir, daß die Formeln En^-i^-J^, dBn^^dSn im all- 
gemeinen ergeben 

Nachdem dies festgelegt, wenden wir auf die erste Gleichung (16) 
die teilweise Integration an, benutzen die obigen Beziehungen und 
erhalten 

X a- Cansl. —fHi cos T- dr — Consl. — Bi sin r —fü^ sin t' dt 
— Const, — Bj sin r + -Ri cos T +fB^ cos x • dx\ 
fährt man in dieser Weise fort, so erhält man schließlich 

X — Const. + {B^ — B^ + B^ — • ) cos r — (J?^ — JB^ + JR5 ) sin t. 

Nimmt man als untere Grenze der Integration den Punkt, für welchen 
T — -r- und bezeichnet im allgemeinen mit r^ den Wert Ton 22^ fOr 
diesen Punkt, so folgt 

a; — (U^ — JJ4 + JB^ ) cos T •— (Bi — JB^ + JR5 •) ^^^ ^ 

+ (^1-^1 + ^6 )• 

Einen ähnlichen Ausdruck erhält man für y. 

Die in den Klammem stehenden ßeihen enthalten unendlich viele 
Glieder; wenn man nun annimmt, daß sie unbedingt kon- 
yergieren, so kann man ihre Summen betrachten: setzen wir also 

r, — r^ + r, - rg +• • — s,, ^1 — ^s + ^6 — ^7 +• • — «** 

so erhalten wir ^ c «/x» -. q o;« -» _l o 1 

a? a= ijy • cos X — 0|i • sm t + s^, 1 ^| «^ 

y — /SpsinT + Sd-cosr — SpJ 

Nun sind aber die Gleichungen der Tangente und der Normale in 
dem betrachteten Punkte (x^ y) 

X sin T — Fcos t — (rc sin t — y cos x) — 0, 

X cos r + r sin r — (rc cos r + y sin r) — 0, 

Zufolge der Werte aus Gleichung (16j kann man schreiben: 

(X — Srf) sin T — (F + s^ cos t + Ä^d — 0, 

(X — S^ cos X + (F+ 5p) COST — iSp — 0. 

Diese Gleichungen zeigen, daß der Punkt P(«<i, — 8^ von der be- 
trachteten Tangente und der Normale die Abstände 84 bezw. — Sp 
hat, und damit ist der folgende Timmermann'sche Satz erwiesen: 
Sind für einen beliebigen Punkt Jf einer ebenen Kurve die suk- 
zessiven Evoluten -Krfimmungsradien R^jM^yJR^^ . . . ^ so gibt es 
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in ihrer Ebene einen ansgezeiclmeten Punkt, für welchen die von 
ihm auf die zu M gehSrende Tangente nnd Normale gefUlten Lote 

die Längen B^ — B, + J^ " ' • • ^^^* JB, — -ß* + -ße ^ • • • haben, 
voransgesetEt, daß dUese beiden Reihen unbedingt konyergieren. 

Ist dieaer Punkt ein bestimmter im Endlichen gelegener, so tragt er 

den Namen EurvenpoL 

252. Die Untersuchung der sukzessiven Evoluten und Evolventen 
kann auch in bequemer Weise nach einer anderen Methode ausgefUirt 
werden, deren erste Entdeckung W. P. Hiern^) gebührt^ die jedoch 
erst seit 1869 weiteren Kreisen bekannt wurde durch J. A. Serrets 
Cowrs de coUcuH diffirentid et inUgrcH^ und darauf auch von anderen 
angewendet wurde*); sie beruht auf folgendem: 

Es sei X der Winkel der Tangente der Kurve F mit der o?- Achse, 
dann wird der Abstand dieser Tangente vom Anfangspunkte eine 
gewisse Funktion f{x) von % sein, und die Tangente selbst kann 
dargestellt werden durch folgende, sogenannte magische Gleichung 
der Geraden 

17= ycosr — rcsinr — /"(r) — (17) 

Ist nun die Funktion f gegeben oder beliebig festgelegt, und man 
laßt X von — oo bis + oo variieren, so stellt Gleichung (6) die un- 
endlich yielen Tangenten der entsprechenden Kurve F dar. Man kann 
nun annehmen, daß F selbst durch die Gleichung (17) dargestellt 
werde; variiert man /*, so werden damit samtUche Kurven der Ebene 
dargestellt Um nun die Punktgleichung von F zu erhalten, genügt 
es (17) mit ihrer Ableitung nach r zu kombinieren, also (indem wir 
mit 9 die Differentiation nach % bezeichnen) mit folgender Gleichung 

<3)I7= — ysinr — a?cosinr — /"'(t) — 0. . . . (18) 

Die Gleichung <^{7»0 stellt eine Gerade dar, die durch den Be- 
rührungspunkt der Geraden Z7«- mit ihrer eigenen Enveloppe geht 
und ist zu dieser Geraden senkrecht, folglich ist sie eine Normale 
der Kurve F. Damit ist gezeigt, daß in derselben Weise, wie CT« 
die Kurve F darstellt, die Gleichung <S>U^O die Evolute F^ von F 
darstellt Die übliche Darstellung von F^ würde man also erhalten, 
wenn man Gleichung (18) mit ihrer Abgeleiteten nach % kombiniert, 
also mit der Gleichung: 

<i)«I7=-ycosT + a?BinT — /'"(t)-O. . . . (19) 

1) On ihe magical eqwstUm to the iangetU of a curve (Quart. Jonm. Math. 
VI, 1864). 

2) Vgl. Serret-Hainaok-Scheffers Differential' und Integralrechmmg I 
(Leipzig, 1906) S. 867. 

8) NioolaSdeB, AnäkeUs, ou MSmairee et Notee ewr les diverees parHea 
des maUMmatiques, TU LivraiBon (Äthanes, 1878); Mansion, Noun. Corr. math, 
I, 1874—76. 
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Um aber eine EnrTe F.i^ die Evolyente von F darzustellen, hat man 
die Gleichung (17) mit dt zu multiplizieren und dann zu integ^rieren. 
Bezeichnen wir diese Operation mit ^^\ weil sie der Operation 9 
entgegengesetzt ist, so kann das Ergebnis in folgender Weise ge- 
schrieben werden 

qr^U = ysixit + xcoBt-Jf(x)dt^O] . . . (20) 

mit Variation der Integrationskonstanten stellt diese Gleichung die 

oo^ Eyolyenten Yon F dar; es sind Kurven, welche alle dieselben 

Normalen haben, und yon denen wir im folgenden Kapitel sprechen 

werden. Yerallgemeioem wir indessen die Methode sowie die yorigen 

Resultate, so sehen wir, wenn wir noch ^U anstatt ü schreiben, 

daß die Kurye JP", die m^ Eyolute yon F durch die beiden 

Gleichungen 

iSpwJJ^O, q)«+iJ7-0 («-0,1,2...) . . (21) 

bestimmt wird, die Kurye F.m hingegen, die m^ Eyolyente Ton F, 

durch <5)-m+ij7_o, q>-^U^O («-l,«,8....) . . (22) 

Aus den Gleichungen (17) und (19) geht heryor, daß die Abstände 
des Anfangspunktes yon den beiden entsprechenden Tangenten yon 
F und Ff bzw. f{t) und —f'{t) sind; diese beiden Tangenten sind 
parallel, und ihr gegenseitiger Abstand betragt f{t) +f" (t); dieser 
Abstand ist aber der Krümmui^radius yon F, folglich ist 

R~f(t) + f"(x), (23) 

oder, wenn man will, symbolisch 

R^(<Sfi+<S')f(x)i (280 

hieraus laßt sich ableiten, daß die Kurye konkay oder konyex gegen 
den Anfangspunkt ist, je nachdem das Produkt B-f{x) negatiy oder 
positiy ist.^ Machen wir die SchlQsse in ähnlicher Weise fQr die 
Gleichungen (21) und (22), so erkennen wir, daß der Krümmungs- 
radius JB+m der Kurye F±m symbolisch ausgedrückt wird durch 

ä±«-(<3)±- + ®±«+«)/^(t), (24) 

welches auch der Wert der ganzen Zahl m sein möge. 

258. Von ähnlicher Art wie die soeben gemachten Überlegungen 
sind die folgenden, die uns zur Bestimmung der Kuryen, die ihren 
eigenen Eyoluten ähnlich sind, fahren'). — Wir nennen wieder R 

1) Grane, Über Curven mü gUichartiffm suceessiven Deoehppoidm (Dies. 
Lund, 1S94}. 

S) Diese Aufgabe wurde zuerst yon Eni er gelOst {hvoetiHgaiio euirvarum 
guae evoJuUu nU aitnües producunt, Comment. Petrop. XII, 1760; Ifweetigatio 
curvarum quae simües sint sum evol%^ t>d primü, vel secmdia, vel terHü, vd 
adeo ordinia ci^juscungue, Nova Acta Petrop. I, 1787) nach Prinzipien, die im 
weBentlichen mit den im Texte verwendeten identisdi sind; die hier henntzte 
Form wurde jedoch der Abhandlung von Pniseaz entlehnt, ProbUmes wr les 
divdoppie» et Us divelappanUt des amrbea planet (Lionvillei Joum. IX, 1844). 
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den Erümmnngsradias in einem Punkte der Kurve F, % den Winkel, 
den die entsprechende Normale mit einer festen Geraden bildet, als 
wekhe wir die :)> Achse annehmen können, dt wird dann der Eontingenz- 
Winkel Bein, xmd daher 

J\ ■• —=r- ••••■•.«•■ KAvj 

Ist nun der Ansdnick flir JB als Funktion von r bekannt [R => /'(r)] 
so ist damit, abgesehen von der Lage, die Eorve r bestimmt; 

nämlich ans den Gleichungen 

U — j-=-/*(t), dx^ coBX'dSy dy ^ — smxds 

ergibt sich 

dx^f (t) cos t • dr, dy «• — /* (t) sin t • dx^ 
daher ist 

x^' a+Jf(x)cosx-dXy y — /S — ^/"(r) sinr-dr, . (26) 

(wo a und ß beliebige Eonstanten sind), wodurch die Behauptung 
bewiesen ist. 

Zugleich mit F betrachten wir auch die Eurve I^, die durch die 
Beziehung B^lf{x + X) 

definiert ist, wo l und X beliebige Konstanten sind; für sie bestehen 
dann folgende der Gleichungen (26) analoge Beziehungen 

a;' - «' + ljf(t + l) eoBX'dx, y'^ß'^l ff(t + X) sin r-dr, 

oder 

x'^a' + lff (t') cos (t' - X)dx', y' - /S' - iff (r') sin (r' - X) dx, 

indem man x + X^x' setzt; werden nun noch die Gleichungen (26) 
herbeigezogen, so bekommt man 

-^ — — (o? — a) cos i — (y •— /S) sin A, 

^-y^ « (a? — a) sin A + (y — /S) cos X. 

Aus diesen Beziehungen erkennt man, daß F und F^ auseinander 
hervorgehen durch Ähnlichkeit, verbunden mit einer Verschiebung 
der Ebene; von der letzteren abgesehen kann man sagen: Die Glei- 
chungen B=/(t) und Bä«/(t + ^) gehJJren zwei Eupven an, 
die einander direkt Shnlich sind; insbesondere zwei direkt kon- 
gruenten , wenn 2=sL In ähnlicher Weise läßt sich zeigen, daß 
die Gleichongen B^f{t) und B = lf{t^X) zwei Eurven be- 
stimmen , die invers Uinlick sind, insbesondere invers kongruent, 
wenn 2 = 1. 

Nachdem diese Bemerkungen vorausgeschickt sind, wollen wir 
mit Rk) Ski ^ifc ^® ^ die Eurve F^, der h^ Evolute von F, den 
BySfX entsprechenden Größen bezeichnen. Dann haben wir 

Lorift, Ebene Knrrea. t.Anfl. 11. 17 
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1 ^ 
daher 


^1 ■■ ^1 + 2 > • ' ' y 


T«=T„_i + y, 


Außerdem ist 

^ " dt,' 


IL-"**» 


tn^t + HY' 

dSn'-dRn^i; 


folgUch p tfÄ 




^"^ dt ' 


und daher 


1? -^^ 





Somit iflt gezeigt: Wenn R^f(t) die Gleichung ist, durch welche 
die Eurre F dargestellt wird^ die f&r ihre n*^ Evolute F» sein wird 

der auch R^^ /*(*»> (tn — •* y)- 

Daraus geht dann hervor, daß wenn F und Fn einander direkt oder 
invers ähnlich sind^ die Funktion f der Gleichung genügen muß 

f^"^ (*. - « y) - Ifi^ ± rn). 

oder mit EinfQhnmg neaer Eonstanten 

fW(*)-*/'(«±*). 
Damit haben wir die Differentialgleichung des Problems, um sie zu 
integrieren, sind die beiden Fälle + 'V tmd — t auseinanderzuhalten. 
Im letzteren Falle, wenn also 

/•W(T)-t/'(x-T), (27) 

erhält man nach n-maliger Differentiation 
die vorige Gleichung liefert aber 

folgüch ist P^) (r) - (- l)-*Y(r). 

Die Funktion / genügt daher einer linearen Differentialgleichung von 
der Ordnung 2n mit konstanten Koeffizienten; f muß also die Summe 
von 2n Gliedern sein, jedes von der Form Äe^*^ wo m eine Wurzel 
der charakteristischen Gleichung m'""* (— lyjc* ist^ und Ä eine 
Eonstante; von diesen 2n Eonstanten sind aber nur n beliebig, die 
anderen ergeben sich, indem man auf die ursprüngliche Gleichung (16) 
zurückgeht. — In dem anderen Falle, in welchem 
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rw(r)-*r(« + r), (28) 

sieht man; wenn f(r)^£Ä€^^ gesetzt wird, da£ jedes Glied dieser 
Summe der Gleichung (28) genügen muß; die Ä sind beliebig, während m 
eine Wurzel der Gleichung m** — ke^^ sein muß« Da nun diese 
Gleichung 0, 1, 2 oder 3, reelle Wurzeln und unzählig viele komplexe 
haben kann, so wird eine Funktion, die der Gleichung (17) genügt, 
aus einer endlichen Zahl (0, 1, 2 oder 3) Gliedern von der Form 
^e«** bestehen, und unzähligen von der Form J?«/** 8in(yr + d); in 
dem Falle femer, daß jene Gleichung fQr m zwei gleiche Wurzeln 
hat, werden auch Glieder von der Form e^*{Ä^ + Äj^t) erscheinen. 
Damit kann das Problem als in seinen Hauptzügen gelöst erachtet 
werden, und wollen wir jetzt die erhaltenen Resultate auf einige 
Spezialfälle anwenden. 

I Es sei B-^aef^^ Da/(r)«ae«% so ist f^''^(t)^ a^a€^\ 

Wählen wir also eine Zahl n derart, daß «"«e^**, so können wir 
schreiben /^") (t) — ae^^*"^*) =- f{n + r), daher ist die Kurve ihren 
sämtlichen Evoluten gleich; wählt man hingegen n in der Art, daß 
««— ac**", so hat man Z^*») (r) =- a"e"("+*)= <^f(f^ + ^); daher ist die 
betreffende Kurve auch ihren sämtlichen Evolventen ähnlich. Um zu 

sehen, welches diese Kurve sei, beachten wir, daß ü — ^ =- ac***, 

also s + C'^ — 6***, somit B =- a (s + c), welches eine logarith- 
mische Spirale darstellt (Nr. 192). 

II> Es sei B ^ jB(sin ßt -4- ß'\ Die Konstante ß' kann offenbar 
gleich Null angenommen werden; dann ist 

f(t)~Büaßr, /t.)(T)«^B8in(/jT + n|)-/lY(* + J^)' 

folglich ist diese Kurre ihren sämtlichen Evoluten gleich. Man hat 

ds 3 

j- — J? sin /Jr, also s — — j cos ßt. Da infolgedessen 

Bin ßt « g-; cos /Jr — — ^> 

so schließt man, daß die natürliche Gleichung der Kurve B* + ß^s* » B^ 
sein wird; die Kurve selbst ist demnach im allgemeinen eine Epi- 
zykloide (vgL Nr. 206), dagegen eine gemeine Zykloide, wenn 
ß - 1 (Nr. 202). 

ni. Es sei i? — J.rg^*±e«("-^)], Da in diesem Falle 

g|--^(««*±6«(«-*)), 

so hat man « — J. — T r 

17' 



1 
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Ans den beiden Gleichungen 

ergibt sich dann jR» - m««« « -l^e"« » 

welches die natürliche Gleichung einer Psendozykloide ist (Nr. 211). 

IV. Allgemeiner noch als die logaritiimische Spirale und die 
Epizykloiden ist endlich die Eurve^ deren Gleichung B, — Äef^'' sin nt 

isty und die mit diesen die Eigenschaft gemeinsam hat, allen ihren 
Evoluten ähnlich zu sein. 

254. Auf Kurven, die ihren Evoluten gerader Ordnung gleich 
sind; trifft man auch bei der Lösung folgender Aufgabe*): ,;Eine 
Kurve F zu finden, daß für alle ihre Punkte C die entsprechenden 
Punkte (7, und G^ ihrer zweiten und vierten Evolute auf einer durch 
den Punkt C gehenden Geraden liegen.^ Wenn dies eintrifft, liegen 
auch die entsprechenden Punkte (7«, Cg . . . auf dieser Geraden, während 
die Punkte C^, (7,, C5 . . . auf einer zweiten durch C gehenden Geraden 
liegen, die mit der obigen einen konstanten Winkel bildet Alle 
Evoluten gerader Ordnung werden dann einander ähnlich sein, und 
dasselbe wird von denen ungerader Ordnung gelten. Die natürliche 
Gleichung von F hat eine der beiden Formen 

JB* « 4a6 + (ms + ky, B-'^a^- (ms + *)*. 

Die Betrachtung der Krümmungszentren führt noch zu anderen 
neuen Kurven außer den sukzessiven Evoluten. Häton de la Gou- 
pilli^re nämlich hat Formeln aufgestellt, welche die Koordinaten 
eines Punktes C* liefern, der dem Punkte C von F in der i**^ Evolute 
entspricht, in bezug auf die Tangente und Normale in (7 als kartesische 
Achsen genommen; wenn man aus diesen beiden Formeln Je eUminiert, 
so erhält man eine Kurve, auf welcher die unzählig vielen Punkte 
C|, C,, . . . Cjb; • • • liegen; es ist diese eine der angedeuteten neuen 
Kurven'); eine zweite ist der Ort des Schwerpunktes der Gruppe 
Ci C^ , . .Ck bei Variation des entsprechenden Punktes C) 



1) 6. Pirondini, Note gSomärique (Nouv. Ann. Mathäm. 8. S^r. V, 1886) 
nnd ÄUsune questiani aMe evolwte aucceanve dt una linea piana (Rendic. Acc. 
Napoli 2. 8er. V, 1891). 

2) H&ton de la Gonpilli^re, Des eentree de courbure swseessiva (LionyilleB 
Jonrn. 2. Ser. lY, 1869 oder MSmoiree divers, U äd., PaziB 1909, 8. 88); die erhaltene 
Enrre ist eine logarithmische 8pirale, wenn die Ansgangskurve eine 
solche ist. 

8) 8. die Note H&ton de la Gonpilliäre, Oentres des moyennes distanees 
des centres de eourbure successivs (G. B. GXY, 1892, oder die 0. a. Mimoires 
divers, 8. 46). 
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Viertes Kapitel. 
Yerallgemeineniiigeii der ETolnten und ETolTenten. 

255. Die zwischen zwei Kurven bestehende Beziehung, die man 
dadurch ausdrückt, daB man sagt, daß die eine die Evolute der 
anderen sei oder diese die Evolvente der ersteren, kann von mehreren 
verschiedenen Gesichtspunkten aus betrachtet und venü^emeinert 
werden und ist auch tatsachlich in verschiedener Weise verallgemeinert 
worden. Wir wollen hier einen Überblick über die wichtigsten 
Verallgemeinerungen geben. 

I. Indem man die Evolute einer Kurve F als die Enveloppe aller 
ihrer Normalen auffaßt, so wird man g^anz natürlich dazu gef&hrt, 
die Enveloppe Fa aller derjenigen Geraden zu betrachten, welche F 
unter dem konstanten Winkel a schneiden.*) Daß eine derartige 
Verallgemeinerung der Evolute sich von selbst aufdrangen mußte, 
wird durch die Geschichte bestätigt, indem dieser Begriff kurz nach 
der VeröffentUchung des Harölogium osdUatorium aufgestellt wurde: 
die beiden Abhandlungen, in denen der berühmte Physiker B^aumur 
die Fundamente der Theorie jener Enveloppen legte, tragen nämlich 
das Datum 1709; er stellte darin einen Säte auf, der noch heute als 
der Angelpunkt ihrer Theorie gelten kann*). Die Enveloppen selbst 
erhielten bei ihrem ersten Auftreten den Namen „d^velopp^es impar- 
faites'^'), andere benutzen den Namen „d^velopp^ obliques^^); am 
meisten gebräuchlich ist derNameDeveloppoiden oder Evolutoiden, 
der von Laueret in einer seiner trefflichen Abhandlui^en ang^eben 
wurde.*) 

Der erwähnte Beaumursche Satz kann leicht in folgender Weise 
bewiesen werden: Es sei /'(S, 17) » die Gleichung der Kurve F, 
eine Gerade, welche sie unter einem Winkel ec schneidet, hat zur 
Gleichung 

1) Beispiele : 1. Die sämtlichen Geraden, welche einen Kreis unter konstantem 
Winkel schneiden, umhüllen einen kleineren konzentrischen Kreis; 2. die, welche 
eine logarithmische Spirale nnter konstantem Winkel schneiden, nmhüUen eine 
zweite logarithmische Spirale, da ja diese Knrre die schräge Tr^jektorie eines 
Strahlenbüschels ist. 

2) Methode g^nirdle pour diterminer U paint d'intersection de deux lignea 
infiniment proches, qui rencontreni une eourhe dannSe vers U mime cdU sous des 
angles Sgaux maindres ouplua grcmdea qu'im droit (Mäm. Ac. Sciences, Paris MDGCIX). 
Formides g4n6rah8 powr determiner le point d'interseeHon de detuß lignes droites 
infiniment proches, gut rencantrent %vne courhe queHeonqtte vers le mime caU som 
des angles igaux (Das.). 

8) Fontenelle, HisMre de VJLead, des Sciences, Ann^e MDCCIX, S. 66. 
4) Aoust, Analyse infiniUsimale des eourbes planes (Paris, 1878) S. 77. 
6) Memoire s%»r les divdoppcüdes des caurbes pHanes (M^m. Sayants £tr. 
n, 1811). 
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(:r-|)(l-§fi««) + (y-,)(tg« + |f)-0; . . (1) 

die Erolatoide Fa ist nim die Enreloppe dieser Geraden. Differenzieren 
vir nnn (1) nach |, so erhalten wir 

-(*-|)l«« + y-, ^ (2) 

Kombinieren wir (1) und (2), so bekommen wir 

i + ^V 
« - $ - COS»« —jf~- (tg« + 5f)» 



<»«• 



,-,-cos.«^(|jtg«-l). 



• • 



(3) 



Diese Gleichungen liefern die Koordinaten eines beliebigen Punktes 
T{x^ y) doi* Evolatoide P« aasgedrQckt dorch die Koordinaten des 
entsprechenden Punktes üf (S, 17) der Knrre P. Aus ihnen ergibt 
sich nun , 

(o: ~ 6)^ + (» - i?)» - cos«« L__Vgn.. 

ist nun B, der Krümmungsradius von F im Punkte Jlf, so folg^ 
hieraus, wenn man sich eines bekannten Ausdrucks f&r B, erinnert, daB 

PJf — B, cos a, 

und dies besagt: Ist C das Krflmmungszentmm fflr den Punkt Jlf 
der Kurve P, und fällt man von diesem auf die Gerade, welche die 
Kurve P in Jf unter dem Winkel a schneidet, das Lot, so ist der 
Fußpunkt desselben, der Berührungspunkt jener Geraden mit ihrer 
eigenen Enveloppe Ta* Dieser Beaumursche Satz führt zu einer 
einfachen Punktkonstruktion beliebiger Evolutoiden, wenn man die 
Evoluten kennt. 

256. In der Theorie der Developpoiden findet auch die von uns 
schon bei den Evoluten (Nr. 252) benutzte |,magische Gleichung der 
Geraden'^ eine elegante Anwendung^). Nehmen wir nämlich an, daß 
die Kurve P die Enveloppe der 00^ Geraden sei, welche bei Variation 
von X durch die Gleichung 

1) Mansion, iVmctp«« de 2a ÜMorit des d^ehpp&ides des cawrbes planes 
(Nouv. Corr. math. V, 1879). 
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T = ycoBT — oJBiiiT — f{t) =- 

dargestellt werden, so würde die Punktgleichimg Yon F entstehen, 
wenn man diese Oleichnng mit ihrer Ableitung nach t kombinierte, 

also mit /nf w / \ /\ 

r = — y sm T — 05 cos T — /^ (t) ■" 0. 

Betrachtet man nun die Gleichung 

17= Tcos « + T' sin « — 0, 

so hat man damit die analytische Darstellung der G(eraden, die durch 
den Berllhrungspunkt von T — geht, und mit dieser den Winkel u 
bildet; die Enyeloppe der Geraden {7 — ist also die Evolutoide Fa 
mit dem Winkel u der Kurve n In ähnlicher Weise umhfillt die 

Gerade r= l7cos/l+ ITsin/l - 

die Eyolutoide der Kurve Fa mit dem Winkel /}; der Analogie fol- 
gend können wir sie mit Fa^ß bezeichnen. Setzen wir nun in diese 
letzte Gleichui^ für U seinen Wert, so wird diese zu 

F= Tcos a-cos /J + T sin (« + /J) + T" sin «sin /S — 0. 

Offenbar ist die Funktion V symmetrisch in a und /3, woraus folgt, daß 
man zu der Kurve Fa^ß auch gelangt sein würde, wenn man die Eyo- 
lutoide des Winkels a von der Kurve Fß aufgesucht hätten. Diese 
wichtige Tatsache, die man als den Lancretschen Satz zu be- 
zeichnen pflegt, kann man in die Worte kleiden: Die Evolutoide Fa.ß 
ist identisch mit der Evolutoide Fß^J). Wenn man daher sym- 
bolisch mit Po, ^, /,<!,... die Kurve bezeichnet, die entsteht, wenn man 
die Evolutoide des Winkels a von F, nämlich Fa konstruiert, hierauf 
die des Winkels ß von F«, nämlich Fa,ßj und so weiter, so kann 
man die Winkel a^ ß,y , , . permutieren, ohne daB die entstehende 
Kurve geändert wird. 

Die Gleichung Z7 >— lautet ausführlich geschrieben 

y cos (t -^ «) — a? sin (tr + a) « cos €C'f{t) + sin « • /^ (r), 
oder auch, wenn man 

r -f- « - e, COB U'fiß - «) + sin «./^(e - «) - F(e) 

"^^^^^ yco8e-a;sin0«2^(e). 

Wenn man nun mit Ba den Krümmungsradius von Fa bezeichnet (so- 
wie mit R den von F) und einige der Nr. 252 gewonnenen Resultate 
benutzt, so erhalt man 



1) Einen geometrischen Beweis dieses Satzes findet man in der Note von 
H&ton de la Gonpilli^re, 8ur la thiane des dSvehppaidea (BnlL See. math. 
France V, 1896 — 97). 
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Ba - F(e) + F'iß) - cos a'f(ß - «) + sin a-fiß - a) 
+ eosa^fiß - «) + Bin «./"(e - «) 

-co8«i/(T)+rw] + 8in«^^[r(tr)+rw]. 

Nun ist f(t) + f{x) - JB, folgHch ist 

JBa — B 008 a + -j- BiÄ «; (4) 

diese elegante Beziehung ist anter dem Namen der Habiehschen 
Formel bekannt^). Will man sie mit dem Winkel in Beziehung 
bringen, den die Tangente der Evolutoide (nicht mit der Tangente, 
sondern) mit der Normalen der gegebenen Enrre bildet, so ist nnr 

notwendig, an Stelle des obigen a den Winkel -r- — a zu setzen; sie 
wird alsdann 

i2a » JR sin a + ^ C08 tt (4') 

Die Habichsche Formel ermöglicht es, die natürliche Oleichnng 
Ton Per zu finden, wenn man die von F kennt; man beachte, daß fOr 
r und Fa die Eontingenzwinkel gleich sind, daher ist 

dt — d%a^ 
Da femer im allgemeinen 

so hat man drei Relationen, die zugleich mit (4) und der Kurven- 
gleichung Yon F ein System bilden, aus welchem ^, s^ r, %a eliminiert 
werden können und diunit die gesuchte Gleichung zwischen JRa und Sa 
erhalten wird« 

Wenden wir dieses Verfahren auf die Epizykloide mit der natür- 
lichen Gleichung 

B> + ^V-c> (6) 

an» Wir schreiben diese in folgender Weise 

(?.)'+.••••-'■ 

und erhalten daraus 

, ds 

dt= , =f 

und durch Integrieren 

1 . U8 

T — Tft — — arc sm -i—, 
oder auch, da r« « t + Const., 

1) Les Mondes, XIX, 1869, S. 88. 
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S'^^Biaiiita-t^), (6) 

wo Tq eine neue Konstante ist Nun kann öleichnng (4) geschrieben 
werden als ,. ^,. 

oder mit Anwendni^ von Öleichnng (6) 

Ba'^ C [cos CC • cos ft (t« — T^) + f* sin « • cos fi (ta — »i)]. 

Da femer dSa — Ha * dty so liefert eine neue Integration bei passend 
gewählten Eonstanten 

[iSa =■ c [cos a • sin fi (tr« — tJ^) + fi sin a • cos /i (r« — »o)]- 
Werden die beiden letzten Gleichungen quadriert und addiert, so er- 
halt man Ig + f*«5j-c*(co8«« + ^«sin>a) (7) 

Dies ist die natürliche Gleichung der Evolutoide des Winkels a der 
betrachteten Epizykloide; eine Yergleichung mit (6) belehrt uns: 
Alle ETolntoiden einer Epizykloide sind ihr Uinliche Kurven^) 
Wenn f^ °-* 1 , so stellt (5) eine gemeine Zykloide dar; dann wird 
Gleichung (7) 1^ + ^2 — ^'; daher: Alle Evolntoiden einer gemeinen 
Zykloide sind ihr gleiche Kurven. — In gleicher Weise läßt sich 
zeigen: Alle Psendozykloiden sind ihren ETolutoiden gerader Ord- 
nung Uinlich. 

Kehren wir zu allgemeineren Betrachtungen zurück 1 Wenn in 
der Gleichung (4') R als Funktion von t (a t« + Consl.) gegeben 
ist, so ist sie eine Gleichung zwischen Ra und ta, also die uatür- 
liehe Gleichung von Fa. Wenn man dagegen Yoraussetzt'), daB 
in ihr üa als Funktion von ta gegeben sei; so stellt sie sich als 
eine Differentialgleichung zwischen B und r dar, durch deren Inte- 
gration man eine Kurve F erhält, zu welcher Fa die Evolutoide des 
Winkels a ist, und die man die inverse Evolutoide des Winkels 
a in bezug auf F als Ausgangskurve nennt'); wir wollen diese durch 
das Symbol Fa bezeichnen. Die Gleichung (1) ist nun eine lineare 
Gleichung in B mit konstanten Koeffizienten, kann daher integriert 
werden, und ergibt: 

^-^/Ä.e^*^"^-> (8) 

wo l eine durch die Integration eingeführte Konstante ist; durch 

1) S. die Questiozu 799 o. 800, gestellt von F cur et in den Nony. Ann. 
Math, nnd gelOet von Bonqnet 1867 nnd von Fouret 1880. 

2) S. die Abh. von H&ton de la Gonpilli^re, Beclierthes tur U$ dive- 
loppoides des diverses ordres (Ann. See. Sc. Broxelles II, 1877). 

8) Man kOnnte sie auch Evolyentoide nennen. 
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Variation derselben erhalten wir die unendlich vielen inversen Eyo- 
Intoiden. Aoa leicht begreiflichen Ghründen ist es yorteilhaft (8) in 
etwas anderer Weise zu schreiben, indem man Bj a, X, Ba ersetsEt 
bzw. durch Ra, «i; X^, ü; dann hat man 

t 

^ 008 Oj J 

Analog wird die allgemeine natürliche Qleichung der Eyolutoide Fa^a^ 
des Winkels a^ yon r«, sein 

it. 

oder wegen der vorigen Gleichung 

JB -.—C!^^ fB„,^(MsiH''*Ba^.drfBe^^''^'dt. 

""» COBOj-COBO,^ ^* J 

Fahren wir in dieser Weise fort, so gelangen wir zu dem Schlüsse, 
daß die inversen Evolutoiden Fa^a^^^.a^ die allgemeine natürliche 
Gleichung haben 

Ä, „. „ — *"**"*' /c«0««.-««''._t) 



t 



•dr/V(*««— i-*»««-t)dr JBe*^''^'dt. ... (9) 

Wenn im speziellen ck^ »> Oj >— o, » . . . On; kann man schreiben 



t t t 



^'-^ß'ß' /Be»H...d., . . . (90 



und wenn außerdem a » 



« « * 



welches Resultat im wesentlichen schon im yorigen Kapitel (S. 253) 
gefunden wurde. 

Die allgemeine Formel (9) ist analog zu einer anderen, welche 
die (direkten) Evolutoiden betrifft und die man auf folgende Weise 
erhält: Wir nehmen die Gleichung (4') und schreiben sie in folgen- 
der Weise: 
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•B/^x « B sin ft +-^ cos ft, 

oder Bß^ — e^**«/*«. cos ß^ ^ (B^*«/»*); 

dies ist die natürliche Gleichung der Evolutoide P^, yon F. Dem- 
nach wird , 

die ETolatoide Fp^fi^ des Winkels /3, von Fß^ darstellen; kombinieren 
wir diese Gleichung mit der vorigen, so erhalten wir 

B^^^ - cos ßi'COB /J,- #-**«A ^ (e«(««/«.-*Bft) ^ (JB«»*«/»«)V 

Fahren wir so fort, so erhalten wir als natflrliohe Gleichung Ton 
J>..A...../». folgende 

■B/»u/«»..,/», — «OS A • cos /J, . . . . 008 /J,«-**«/». 

...^(e«(..A—/»ü^(2?<^-A))))], (10) 

welches die angekündigte Formel ist Wenn ßx^^ ß% " ßt"' " ' ß»} 
so wird sie 

IJ^"'- cos" /l •«-«»«/» -^(Be**«/s) ..... (10') 

und wenn überdies ß "0, 

welchem Resultate wir schon im vorigen Kapitel h^egnet sind. 

Die Gleichung (10) ist zwar von eleganter Form, hat aher ge- 
ringen praktischen Nutzen; besser ist es, bei Anwendung auf eine 
Formel zurückzugreifen, die man durch folgenden Kunstgriff erhält. 
Aus den beiden Relationen 

dB, ^^ß 

Bp,-B sin ft + -5^ cos A, .R^,,^.- B^.8in /J,+ -^cos ß, 

erhält man durch Elimination Ton i2^, die dritte 

lifiufi. - eo« ßf CO« /»i 1^ + (tg A + tg A) I7 + U tg A-tg /l,}. 
Setzen wir diesen Wert in 

% /»»/'. = %/». 8™ Ä + -^7^* CO" ft 
ein und fahren in dieser Weise fort, so gelangen wir schliefilieh zu 
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•B/».,/»„....,iJn ■= COS fteOS /J, . . . COS ^n{-^ + Sj ^^^^ 

+ ••+5«-i^ + 5«JB), ai) 

wo 5^^ S^y^.Sn bzw. die Summe der Ghroßen tg/3|, tg/S,^..,, tg/^itf 
die Summe ihrer binären Produkte usw., schlieSlich das Produkt aller 
bedeuten. Wenn insbesondere ßi'^ ß^^^" "^ ßn^ ßf so wird Glei- 
chung (11) 

••■+(")tg— '(i|f+ig«i"B) m 

Um die Anwendung von (11) zu zeigen, woUen wir die Aufgabe 
lösen: „Die n^ inverse Evolutoide eines Punktes aufzufinden, wenn 
ßi9 ßi" ' ßn die gegebenen Winkel sind.'' Da in diesem Falle 

■^ßi,fi*,'',ßn^Of so gibt uns Gleichung (11) zur Bestimmung von 12 
als Funktion von t folgende lineare Differentialgleichung mit kon- 
stanten Eoef&zienten 

da die entsprechende charakteristische Gleichung der Wurzeln — tg ß^, 
"^^Sß^f " " } ""^Sßn ^^^ ^0 haben, wenn die ß alle verschieden sind, 
die entsprechenden Kurven die natürliche Gleichung 

B^^Cue-^^h, (12) 

WO die C beliebige Eonstanten sind. Wenn hingegen ßi^ ß^^ - - - 
rsa ß^^ ß^ 80 erhalt man die Kurve 

R^^Cix'e-^*«^ (12') 

Als zweite Anwendung wollen wir eine Kurve F von der Art 
aufsuchen, daß ihr6 n^ Evolutoide eine ihr ähnliche Kurve sei unter 
der Voraussetzung, daß /J^ =- /S, — /J, —•••=- /J„ =« /J, und daß bei 
der vorausgesetzten Ähnlichkeit einem beliebigen Punkte von F auch 
gerade der Punkt entspricht, den man durch n-malige Anwendung des 
Beaumurschen Satzes erhält Da in einem solchen Falle i2|^) -» fi i2 
ist, so wird die Gleichung (10) zu 

da dies eine lineare Gleichung mit konstanten Koeffizienten in Bif^fi 
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ist, und da oo" — 



coa"/J 



ihre, charakteristische Oleichung ist^ so erhält 



man die aUgemeine natürliche Oleichung der gesuchten Kurven als 

WO YV' ^® ^^ arithmetische Wurzel der Zahl fi darstellt. — In ahn- 
licher Weise laßt sich das allgemeine Problem losen, bei welchem 
die Winkel ß alle verschieden sind, wie der Leser aus der oben 
zitierten Abhandlung von H&ton de la Goupilli^re ersehen kann. 
Eine andere Art, die hier besprochene Theorie zu behandeln, ist 
folgende*): Es sei eine beliebige Kurve C gegeben; in einem be- 
liebigen Punkte C derselben ziehe man die Tangente t und bestimme 
eine Kurve f, welche die Trajektorie des Winkels X aller Oeraden t 
ist Alsdann ist C die Enveloppe aller zur Kurve V unter einem 
Winkel von X schiefen Geraden, mit anderen Worten die Evolutoide 
des Winkels X von f, daher ist umgekehrt V die inverse Evo- 
lutoide in bezug auf denselben Winkel X. Wenn X gegeben ist, 
gibt es noch unendlich viele inverse Evolutoiden von C; durch jeden 
Punkt M der Ebene gehen ihrer so viele, als es Tangenten von ihm 
aus an die Kurve C gibt — TJm analytisch die Beziehung zvrischen 
C und r auszudrücken, bezeichnen wir mit Xj y die Koordinaten eines 
beliebigen Punktes C von C, und mit |, i} die des entsprechenden 
Punktes F von f; x und y wollen wir als in Funktionen des Bogens 8 
der Kurve C ausgedrückt annehmen, und die entsprechenden Aus- 
drücke für S, 17 aufsuchen; ist nun 12 der Krümmungsradius der 
Kurve C| so haben wir 



1^ 
B 



d*x 


d*y 


da* 


da* 


dx 
da 


dy 

da 



(18) 



außerdem ist, wenn wir zur Abkürzung tg l •- t setzen. 



1 


di dn 

da da 

dx dy 
da da 


dxdi 1 dy dri 
da da da da 



(14) 



Ist nun (f die Länge der Strecke zwischen den beiden entsprechenden 
Punkten C und F von C und f, so wird auch q eine Funktion von s 
sein, und wir können schreiben 

(16) 



ft I dx 






1) Yoigeschlagen von H. Herwig in seiner Dissertation, Über Trc^ektorien 
ßu den Tangenten ebener Kurven (Gtöttingen, 1867). 
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• 

Die Bestimmnng der Enrye f ist somit auf die Aofsaehimg der 
Funktion von q znrückgefflhrt Durch Differenzieren der öleichui^ (16) 
erhalten wir 

ds ^ da "^ ds ds "^ ^ da^' da " de "^ da ds '^ ^ da*' ' ^^^^ 

Setzen wir diese Werte in (14) ein und berücksichtigen (13) sowie 
die Identitäten 

/^'o. /^* 1 dxd*x dyd^ ^ 
\ds) "*" Kda) " ^' da da* "*" da da* "" ^' 

so finden wir 

9_ 

B 
r — — 



'+2-J 



oder auch p-rB^-rB-O (17) 

Dies ist eine lineare Differentialgleichung in q und liefert 

g^e'^J^Vje^'^J'^'ds), (18) 

wo a die Integrationskonstante isi Setzen wir diesen Wert in (16) 
ein, so erhalten wir die gesuchte analytische Darstellung aller inyersen 
Eyolutoiden des Winkels l Yon C* Die Eonstante a bestimmt sich, 
wenn man den Punkt der Kurve C kennt^ von welchem die Kurve f 
ausgeht; es ist also der Wert von s, welcher ^ »- macht. 

Nehmen wir z. B. als Kurve C den Kreis x^+ y^*^ 1, so ist 
i2 «- 1; und die Gleichungen (15) und (18) ergeben 

5 — cos s — sinS' (r + ae*j, iy =- sin s + cos5- It + ae^j 

und stellen dann alle inversen Evolutoiden des Winkels X von dem 
betrachteten Kreise dar. 

Es möge bemerkt werden^ daß die vorigen Formeln keine Gültig- 
keit haben für r » -r-; in diesem Falle ist (14) durch folgende Belation 

zu ersetzen dxd^ dydn ^ 

da da "^ da da "^ ^» 

setzen wir diesen Wert in (16) ein, erhalten wir ^ + ^ "~ 0, daher 
Q nm a — s (wo a die Integrationskonstante ist), und somit 

Im speziellen erhalten wir für den Kreis a;' + y' >-* 1 

6 — cos s — (a — 5) sin «, y — sin « + (« — s) cos s, 

welches die bekannten Gleichungen der Kreisevolvente sind (vgL 
Nr. a09). 
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Beyor wir weiter gehen, wollen wir noch bemerken, daß E. Bel- 
trami das Wort Eyolatoiden in einem anderen, noch weiteren Sinne 
gebraucht'); er nennt nämlich Eyolatoiden (Syiluppoide) einer Linie eine 
andere Eorye yon der Art, daß jede ihrer Tangenten yon der 
ersteren Linie nnter einem Winkel geschnitten wird, der eine 
gegebene Funktion der Koordinaten des Schnittpunktes ist. Ist 
jener Winkel konstant, so haben wir wieder die gewöhnlichen 
Eyolutoiden. 

257. II. T. Oliyier hat gewisse spezielle ebene Linien betrach- 
tet*), die er unyollkommene Eyolyenten des Kreises nannte, 
und für welche er eine stereometrische Konstruktion der Tangente 
angegeben hat. Die yon ihm yorgeschlagene Definition läßt sich auf 
beliebige ebene Kurven ausdehnen und führt zu einer neuen Verall- 
gemeinerung der Eyolyenten.*) Es sei F eine gegebene Kurve, auf 
der ein positiyer Sinn festgelegt ist, ein fester Punkt derselben 
und [i eine reelle, positiye oder negative, ebenfalls gegebene Zahl; 
man nehme einen beliebigen Punkt M yon P, ziehe die zugehörige 
Tangente t xmd bestimme auf derselben den Punkt Mq so, daß 

— ^^ »— II wiri Je nachdem nun [i positiy oder negatiy, wird Mq 

auf den ppsitiyen oder negatiyen Teil yon t zu liegen kommen. Der 
Ort Fo der Punkte Mq ist dann eine gewöhnliche (oder yoUkommene) 
Evolyente, wenn f^ » 1, jedoch eine unyollkommene EyoWente, 
wenn f^ 4° 1, genauer eine yerlängerte, wenn | f^ | > 1, eine yer- 
kürzte, wenn | f^ | < 1. 

Nehmen wir, wie yorhin, die Koordinaten x, y des Punktes M 
als Funktionen des Bogens s gegeben an, so werden die yon M^, x^ y^ 
offenbar durch folgende Formeln bestimmt werden 

Wir können nun eine elegante Konstruktion der Normalen in M^ zu 
Pq herleiten; beachten wir nämlich, daß die Normalen n und n^ in 
M und JUq yon F xmd F^ bzw. die Gleichungen haben 

(X-x)|f + (r-y)^-0 (20) 

x-*-<"5;)('+/'3; + »"^?) 
+ (r-»-M.|?)(r+^^i + ..^)-o. (21) 



1) SvXUk teoria deUe aviluppoidi e dtlU stüuppanti (Ann. di Matern. lY, 1861). 

2) Diveloppements de giomitrie d^seriptive (Paris, 1848). 

8) D. Levi, SuOe evolventi ällungate ed accoreiaU deUe linee piane (Atti 
Acc. Torino, IV, 1868—1869). 
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und kombinieren diese miteinander, so erhalten wir die Koordinaten 
Xy Y des Punktes N, in welchem die Normalen sich schneiden. Nnn 
ergibt sich ans (20) und (21) 

nnd diese Gleichung im Verein mit (13) und (20) führt zn 
iX--x)^{l + (i)R% (r~y) {l + l^)B% 

folgUch ist y(X'-xy + (Y-yy - MN^ (1 + fi)JB. 

Demnach: Ist das Erümmungszentrum C für den Punkt M der 

Kurve F gezeichnet, so hat man -^^ ^ 1 + [i und also -^^ » ft. 

Vermittelst dieser Relation kann, wenn man f&r die Kurve JT alle 
Konstruktionen auszuführen weiß, der Punkt N bestimmt werden, 
und somit auch die Normale n^ für Pg. — Beispielshalher sei T der 

Kreis a;* + y* = r*; da a; — r cos — , y «=■ r sin — ; so ei^eben die 

Oleichungen (19) 

a?o — r cos y — [is siup y^ — r sin^ + /*« cos-; 

oder, wenn wir — » oi setzen. 

a^ » r cos CD — /iroi sin cd, y^ » r sin (d + f^roi cos oi. 
Durch Differenzieren bekommen wir 

di y - ftr sin (D, -g^ - a; + f*r cos cd, 

■j-j = — a; — 2f*r cos o, -j-^ «• — y — 2ftr sin a>. 

Sind daher B^ und ^^ Krümmungsradius und Bogen der neuen Kurve, 
so findet man 

oder setzen wir f*r — a, (1 -I- f*)r =» ä, 

Vergleichen wir diese mit den Gleichungen (5) und (7) in Nr. 809, 
so sehen wir, daß diese Kurven von den früher erhaltenen nicht ver- 
schieden sind; demnach sind die verlängerten Kreisevolventen Oliviers 
dieselben wie die früher mit diesem Namen bezeichneten Kurven, 
für sie haben wir hier nur eine andere Erzeugungsweise. 

III. Eine andere Verallgemeinerung der Evoluten ist folgende^): 
Man trage auf der Normalen vom Kurvenpunkte aus zum Krümmungs- 

1) Brieflich mitgetoilt von cand. math. L. Brande an den Übersetzer. 
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Zentrum hin ein bestimmtes Braclistück f^ü des Krümmungsradius ab; 
dieEndpunkte bilden eine neueEurye^ die man die Teil- oder Zwischen- 
eyolute der ursprünglichen nennen kann. Im allgemeinen ist, wenn s 

der Bogen der letzteren, s^ der der neuen Kurve ist, ,- »» j—-, Ist 

y wm f{x) die Gleichung der ursprÜQglichen Kurve, so hat das Krümmungs- 
zenfarum die Koordinaten 

der entsprechende Punkt der Teilevolute aber 
Z. B. für die Parabel y»a;' erhält man 

*i— 1 + X ' ^«■" 2(1 + X) 

eine (rationale) Kurve 3. Ordnung mit Doppelpunkt; im Falle 
l » — 3 aber die Leitlinie, woraus folgt: Der Krümmungsradius ist 
doppelt so groß als das Stück der Normalen vom Kurvenpunkt bis 
zur Leitlinie. Für die Ellipse entstehen als Zwischenevoluten inter- 
essante rationale Kurven 6. Ordnung von einer Mannigfaltigkeit der 
Form, die der ihrer Parallelkurven analog ist Für die Hyperbel 
findet man u. a., daß, wenn sie gleichseitig ist, ü gleich der Hälfte 
des von der Kurve abgeschnittenen Normalenstückes ist, eine schöne 
Analogie zum Kreise. Für die r^nlare Astroide x «- cos' % y '^ sin' 9 
erhalt man 

^ (i — 2)co8'qp-|-8co8qp (X — 2) sin* 9} + 8 Bin qp 

' ^1"" T+x ' ^i— r+x ' 

wodurch u. a. eine rationale Kurve 6. Ordnung dargestellt wird. 
Für Jl » 2, d. L beim Teilen von R im Verhältnis 1 : 2 sowie für 
l -> — 2, d. 1l wenn man ü um sich selbst verlängert, erhält man 

den umbeschriebenen Kreis; für X » — 4, d. h. wenn man -^ nach 

innen abträgt, erhält man die vierblätterige Bosenkurve. — 

Gewisse Zwischenevoluten der Sinusspiralen sind wieder solche 

Kurven. Trägt man z. B. auf der Lemniskatennormale -^ B ab, so erhalt 

man die Hyperbel o;' — y' >-* -^9 woraus die einfachste Konstruktion 

des Krümmungszentrums folgt. Trägt man nämlich den Winkel 
zwischen Vektor und 2;-Adise nach unten ab, so erhalt man auf der 

Normalen den Punkt, der um -^R vom Kurvenpunkt entfernt ist. 

Die gemeine Zykloide liefert die transzendenten Zwischenevoluten 

Lori», Ebene Kurren. S. Aufl. IL 18 
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für — 1 < 1 < entstehen Eurren mit Schleifen^ fOr 1 — 1, y ^ 0, 
d. h. die a;-Acli8e halbiert alle K Schließlich^ was nicht zu rer- 
wundem (ygl. S. 67): Alle ZwischeneTolaten der logarithmischen 
Spirale sind wieder solche Kurven. 

Ans diesen wenigen Beispielen geht schon zur GenQge hervor^ daß 
die Bedeutung der Zwischeneyoluten darauf beruht, daß sie in den 
meisten Fällen die einfachste Konstruktion des Erfimmungszentrums 
liefern, wenn man die Normale zeichnen kann. 

258. tW. Denken wir uns einen biegsamen und undehnbaren 
Faden um eine Kurve geschlungen, dessen eines Ende in einem Punkte 
derselben befestigt ist, während das andere Ende in der Richtung der 
Tangente gespannt wird, und wickeln diesen Faden ab, so beschreibt 
das andere Ende eine der gewohnlichen Evolyenten der Kurve. Eine 
ganz andere Kurve aber entsteht, wenn beide Enden des Fadens auf 
zwei verschiedenen Kurven befestigt sind und der Faden durch einen 
Schreibstift so gespannt wird, daß immer beide Teile desselben die 
beiden Kurven berühren* An Stelle der zweiten Kurve kann auch 
ein Punkt treten; dann entsteht folgende 

Aufgabe: „Ein Faden von der Länge { sei mit dem Ende F auf 
einer Kurve A, mit dem anderen in einem Punkte ihrer Ebene 
befestigt; die Kurve L aufzufinden, die ein Schreibstift M beschreibt, 
wenn er sich so bewegt, daß er immer beide Teile des Fadens ge- 
spannt erhälf^^). 

Auflosung: Für eine beliebige Lage von M seien OM und PM 
(Taf Y, Fig. 54) die beiden geradlinigen Teile des Fadens; sie 
geben zugleich mit dem Bogen FP — s die Gesamtlänge des Fadens, 

folglich ist 

* OM+MP + s^l] 

nehmen wir nun als Anfangspunkt, nennen a;, y die Koordinaten 
von P, und X, T die von M, so haben wir 

y Z« + y» + |/(X - a:)« + (r - y)« - Z - 5. . . (22) 
Da aber die Gerade PM Tangente an ui im Punkte P ist, so ist 

i^l-y'' (23) 

wo y', die Ableitung von y nach x, sich aus der bekannten Gleichung 
von A berechnen läßt Nun kann man aus (22) und (23) X und Y 
in Funktionen von o;, y ableiten; setzt man noch zur Abkürzung 
(l — sy — (aJ* + y*) =- ft, so erhält man 

X-x-^, r-y-Jy' (24) 



1) Diese Frage und ihre Lösung finden sich in der Abh. von Pietro Maggi, 
Intamo una tnaniera piü generale d'evoluie ed evolventi, ed intomo un eistema 
di rette nello epano (Awi, Sciense Regno Lombardo-Yeneto, VIII 1888 und IX 1889). 
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welche Gleichungen znr Bestimmung der Kurve L dienen können^ 
wenn Ä und gegeben sind. — Bevor wir hieraus einige Fol- 
gerungen ziehen, wollen wir bemerken, daß, wenn man, auf der Ver- 
längerung Jf P, MK - MO nimmt, PJV - P Jf + MN = PJIf + Jf 
B I — s wird; daher sind die Koordinaten von JV 

oder, wenn wir die Ableiiningen nach x durch Strichel bezeichnen, 

-rj-*-« „ , (»-«)y' 

X + -j-i y + —7—; 

infolgedenen lautet die Oleichong der Geraden ON: 

i-'-^ « 

Nachdem dies festgesetzt, wollen wir die Tangente in Jlf an die 
Kurve L aufsuchen; es genügt hierzu, ihren Neigungskoeffizienten zu 
bestimmen« Nun ergeben die Gleichungen (24) 

daher ist 

oder, wenn fCbr fi sein Wert gesetzt wird: 

Da die rechte Seite dieser Gleichung reziprok und entgegengesetzt dem 
Neigungskoeffizienten der durch Gleichung (26) dargestellten Geraden 
ON ist, so folgt, daß die Gerade m, Tangente der Kurve L in Jf 
nichts anderes ist als das von M auf ON gefällte Lot; diese Tangente 
ist ako Höhe im Dreiecke NMO^ und da dieses gleichschenklig, 
halbiert sie auch den Winkel NMO. Die Tangente an L bildet also 
mit den beiden geradlinigen Teilen des Fadens gleiche Winkel^). 
Infolgedessen bildet auch die Normale n mit PM und MO gleiche 
Winkel; erstere Gerade ist nun Tangente der Kurve A] denken wir 
uns also als leuchtenden Punkt, die Kurve L als spiegelnd, so 
wird J. die Enveloppe der reflektierten Strahlen sein, oder anders 
ausgedrückt, A ist die Brennlinie durch Reflexion oder Katakaustik 
von L, oder umgekehrt L ist also die Antikanstik von A in bezug 
auf als leuchtenden Punkt Konstruiert man die Ellipse E mit 
den Brennpunkten und P, die durch M geht, so ist auch fflr sie 

1) Dies ergibt sich auch darans, daß man ein unendlich kleines Teüchen 
der Kurve als EUipBenbogen ansehen darf. 

18» 
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m die Tangente in M, folglich berühren sich die beiden Kurven L 
und E im Punkte N, Man kann daher die Kurve Fals Enveloppe 
der Ellipsen betrachten^ deren einer Brennpunkt 0, deren anderer 
ein Punkt P von J. ist; und deren große Adise gleich der Differenz 
zwischen der Gesamtlange P des Fadens und der Lange des Bogens 
der Kurve ui, gemessen vom festen Punkte F bis zum yariabeln 
Punkte P. Diese Betrachtungsweise hat Veranlassung gegeben, die 
Kurve L ab die elliptische Evolvente von A, diese dagegen als 
elliptische Evolute von L zu bezeichnen« 

Durch Anwendung der obigen Sätze laßt sich zeigen, daß auch 
die elliptische Evolute einer logarithmischen Spirale in bezug auf das 
Auge als Punkt wieder eine logarithmische Spirale ist; es genügt 
hierfür, sie als schräge Trajektorie eines Strahlenbüschek aufzufassen. 

259. V. Statt die Enveloppe aller Normalen einer Kurv« zu 
betrachten, kann' man auch die Enveloppe des vom Berührungs- 
punkte ausgehenden und in bezug auf zwei feste Punkte zur Tangente 
konjugiert harmonischen Strahles betrachten; man erhalt dann eine 
Kurve, die G. Salmon Quasi-Evolute genannt hat^) — Von noch 
größerer Allgemeinheit ist folgende Konstruktion: In der Ebene der 
Kurve f sei ein Kegelschnitt K gegeben; man lasse jedem Punkte M 
von r den Punkt M' entsprechen, in welchem die Tangente ^ in Jf 
an r die Polare von M in bezug auf K schneidet; der Ort f der 
Punkte Jtf heißt dann die Halphensche Evolute nach dem Geometer, 
der sie zuerst betrachtet hat'). Yerßihrt man mit f gerade so wie 
mit r, so erhalt man eine zweite Kurve f", dann eine dritte V"' usf. 
Auch für diese Reihe von Kurven gilt dasselbe wie für die Evoluten 
(Nr. 252), daß, wenn f algebraisch ist, von einem gewissen Elemente 
an die Ordnungen und Klassen zwei arithmetische Progressionen mit 
derselben Differenz bilden. 

Wenn wir, um es einfach zu machen, mit P — 0, £ » die 
Gleichungen von f und K in homogenen Koordinaten Xi,x^yX^ be- 
zeichnen, so haben die beiden Geraden, deren Schnitt der Punkt itf^ 
ist die Gleichungen 

r,x^ + AZ, + r,Z3 = o, k^x^ + -k; j, + -fi^Xa -o, 

wo Xi, X^y X3 die laufenden Koordinaten, F^ . . . JT^ . . . . die Werte 
der Abgeleiteten von F und K im Paukte M{Xi,x^fX^) bedeuten. 
Die Koordinaten von M' werden dann gegeben durch die Relationen 

r, r, r. 



X ly X ^jX ^ r= 



K^ K^ E^ 



(25) 



1) Analytische Geom, der Mh, i^fenen Kurven, Deutsch y. Fiedler, II. Aufl. 
(Leipzig, 1888) S. 114. 

2) 8. die Abb. Sur une sMe de cowrhea anahguee amx dkvdoppUe (lioa- 
yilles Joum. 8« Sär. II, 1876). 
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dar, • Fl + da;^ • r, + diCj • r» — 
^1 ^ ^ 



Man beachte auch, daB, weil 

x^r^ + x^r^ + x^r^^o, 

ft^^ ^ ^ ^ 

und da 

a^Xi + a;i2S; + r»8^8 = 0, dx^K^ + dx^K^-i-dx^'K^^O, 
so besteht die Beziehung 



dXi dx^ dx^ 



8 



«8 ar, 



A r, 



8 



A 






ond noch zwei analoge. Znfolgedessen können die Gleichungen (25) 
durch folgende ersetzt werden^ die in der Praxis meistens bequemer sind 



«i' 



^' 



Derselbe Geometer hat noch einen Spezialfall der obigen Kon- 
struktion betrachtet^): Wenn nämlich der K genannte Eegekchnitt 
sich auf einen Kreis reduziert mit dem Mittelpunkte und dem 
Radius Null, so ist der Punkt Jf' nichts anderes als der Schnitt der 
Tangente t mit der in zum Vektor OM errichteten Senkrechten. 
Die Kurve f heißt in diesem Falle die Tangentielle von f in 
bezug auf den Punkt 0. Nehmen wir als Pol, nennen q^ o die 
Polarkoordinaten von M, q', a' die Ton M' und fi den Winkel der 
Tangente i mit dem Vektor OM, so haben wir 

(»i-^tgf*; 



es ist aber bekanntlich 




und daher 


1 dQ 


oder auch 


Ql d(0\Qj 


außerdem ist 


1 * 

©i = CD + 2 • j 



Diese beiden Gleichungen können zur Auffindung der Gleichung von f 

dienen^ wenn man die von f kennt Ist z. B. f die Ährenkurre 

(Nr. 187; Bd. I, S. 367) mit der Gleichung 

a 

— = COS a CD, 

SO erhält man ab Gleichung ihrer Tangentielle 

— =- Sm/iCD - COSf*^CDi- ^j, 

daher ist diese Tangentielle eine der ursprünglichen gleiche Kurve. 

1) Halphen, J^ltude awr les points singuliera de eourbes algibrigues planes, 
Äppendice au TraiU de eourbes planes de G.Salmon (Farii, 1888) S. 89. 
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Wenn f eine algebraische Kurve n^ Ordnung ist» definiert durch 
die Gleiehnng /'C«, y) - 0, (26) 

80 ist es leicht die Ordnung von V zu finden. Sind nämlich a, ß die 
Koordinaten Ton 0, so entsteht die Oleichnng von f durch Eli- 
mination Ton Xy y aus (26) und den beiden folgenden 

(^-^)Ä + (^-y)|J-0' (27) 

(Z-«)(a;-«) + (r-/J)(y-/J)-0 (28) 

Die auf einer gegebenen Geraden Ax + By + (7 — gelegenen Punkte 
Ton r' erhalt man, wenn man diejenigen Wertepaare 2, Y aufsucht^ 
die den obigen Gleichungen und 

^a?+-By-fC-0 (29) 

genügen. Um ihre Anzahl zu bestimmen, beachte man zunächst, daß, 
wenn man X, T aus den Gleichungen (27) (28) (29) eliminiert, man 

^'"^^ (^^ + 5y+0[(y-/J)|^-(:c-«)|£| 

+ [(x-«)« + (y-/J)«](^|^-B|0-O. . . (30) 

Die Anzahl der gesuchten Wertepaare X, Y ist also gleich der An- 
zahl der (variabeln) Schnitte der Kurven (26) und (30), ist daher 
im allgemeinen gleich n{n + 1). Wenn aber z. B. der Anfmig ein 
yiel&cher Punkt Ton der Ordnung r fQr f ist, so ist er ftbr die 
Kurre (30) im allgemeinen ein (r — l)-facher, ruft daher in der Ord- 
nung n' von r' eine Verminderung von r{r — 1) hervor, ausgenommen 
wenn dieser vielfache Punkt sich in befindet^ wo er fCbr die Kurve (30) 
von derselben Vielfachheit ist, ako eine Yermindenmg um r> bewirkt. 
So wird z. B. ein Doppelpunkt von V im allgemeinen eine Vermin- 
derung von zwei Einheiten hervorrufen, wenn die Doppelpunkts- 
tangenten getrennt sind, jedoch von drei Einheiten, wenn sie zusammen- 
fallen. Dies alles zeigt, wenn f außer dem r-fachen Punkte 
d Doppelpunkte und Tc Spitzen hat, 

n' - n{n + 1) - r« - 2d - 3t. 

Um dieser Relation eine einfeichere Form zu geben, beachten wir, 
daß die Klasse v gegeben wird durch 

V - n(n + 1) - r{r - 1) - 2d - 3*; 

zieht man die beiden Gleichungen voneinander ab, so bekommt man 

n' — V — 2n — r, oder n' =» v + 2n — r, 

und dies ist die gesuchte Formel. 
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Fünftes Kapitel. 

Die Parallelkurven. 

260. Behalten wir die in Nr. 252 eingeführten Bezeichnungen bei 
and erinnern uns der daselbst gemachten Betrachtungen , so werden 
wir leicht erkennen^ daß die Gleichung 

y cos r — a; sin r — /* (r) — c (1) 

bei Variation der Eonstanten c, oo' Eurren darstellt, die mit der 

^"^^^^ ycoB%-x sinr -/^(r) = 

dargestellten Eurre ihre Normalen gemeinsam haben; in entsprechen- 
den Punkten sind daher ihre Tangenten paralleL^) Wir wollen sie, 
indem wir die Ton Leibniz') vorgeschlagene Benennung adoptieren, 
die Parallelkurven der Kurve F nennen.^) Es ist einleuchtend, 
daß jede Parallelkurve von F auch als die Enveloppe eines Kreises 
von konstantem Radius c, dessen Mittelpunkt die Kurve F durchlauft, 
aufgefaßt werden kann^); die Untersuchung der Parallelkurve ist also 
ein Spezialfall des Problems der Enveloppen und kann daher durch 
Differentiation und Elimination gelöst werden. Wenn man jeder 
Kurve einer Ebene die zu ihr in einem gegebenen Abstände parallele 
Kurve entsprechen laßt, so erhält man eine besondere Art von 
Berührungstransformation, die S. Lie Dilatation genannt hat^); in 
ihr entsprechen den Punkten Kreise, den Geraden wiederum Gerade. 
Die Originalkurve und ihre Parallelkurven haben dieselben Brenn- 
punkte gemeinsam. Ist F algebraisch, so sind es auch alle ihre 
Parallelkurven. Sind n und v Ordnung und Klasse von F, d und 8 
die Zahl ihrer Doppelpunkte bzw. Doppeltangenten, h und x die ihrer 
Spitzen und Wendepunkte, und sind n', v'y d\ d', %', »' die ent- 

1) Vgl. J. Bertrand, Cdlcul diff^enüel (Paris, 1864) S. 12 und 83. 

2) Generalia de natura Unearwn^ anguUKpu conitaetus et oectdi provocoHonilms 
aliisque cognatis et eorumtuibuanonnvUis (Acta eradit. 1692; Leibnie, ed. Gerhardt, 
V, S. 280). Eine Andeutong über den Begriff von ParaUelfcorven findet man schon 
bei A. Dürer (1626); vgl. 8. Günther, Geschichte des mathem. Unterrichte (Berlin, 
1887) S. 862. 

8) Andere ziehen den Namen äquidistante Kurven yor. 

4) Daraus kann man folgenden Satz ableiten: „Unterwirft man die Kurve F 
einer Translation, indem man einen ihrer Punkte einen Kreis durchlaufen läßt, 
so ist die Enveloppe von T eine ihrer Parallelkurven** (S. Roberts, On the 
erder and einfftdaritiea of the paraXUl of an algebraie curve, Proc. London math. 
Soc. III, 1869—1871). — Ebenfalls kann die Parallelkurve durch den Mittelpunkt 
eines auf F rollenden Kreises von festem Radius beschrieben werden, somit als 
spezielle Rollkurve aufgefaßt werden. 

6) Lie- Schef fers, Geometrie der BerÜhrungstransfarmationen L (Leipzig, 
1896) S. 14. 
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sprechenden Zahlen für die Parallelkurve Py so sieht man leicht ein, 
daß im allgemeinen 

v' - 2v, *' = 2*, «' c- 2«. 

Darch Anwendung der Plückerschen Formeln ergeben sich daraus 
die Werte f&r die anderen Charakteristiken^ z. B. n' — 2(n + v). Diese 
Zahlen erfahren jedoch Modifikationen, wenn F durch die Ereis- 
punkte (sagen wir f-msl) hindurchgeht und die unendlich ferne Ge- 
rade (ß-msl) berühren^); in diesem Falle findet man nämlich 

n'-2n + 2v — 2/'-2sr; v'-2v; n' « 2»; 

*'-6v + 2i;-6/'- e^f; f'^2v-2g] g'-^2g. 

Bemerkenswert ist der Fall v^f+g, dann werden diese Formeln 

n' - 2n, v' - 2v, *' «- 2Jc, «' - 2x, f - 2f, g' « 2g, 

d'^n^ + 2d, d'-v« + 2*, 

bei deren Untersuchung Gayley zu der Vermutung gelaugte, daB die 
Kurve F' (wie es eintritt, wenn F eine Gerade oder ein Kreis ist) 
in zwei zerfiele, welche dieselben Charakteristiken hatten wie F; 
aber neuere Untersuchungen') haben bewiesen, daß diese Vermutung 
unbegründet ist und E. K5stlin^) bewies, daß die algebraischen 
Kurven, deren Konehoiden in bezng auf O zerfallen, die Polar- 
reziproken in bezu^ auf einen Kreis vom Mittelpunkte O von Kurven 
sind, deren Parallelkurven zerfallen und als Lagueresche Bichtongs- 
kurven angesehen werden kSnnen (vgl. Nr. 160, L Bd. S. 436). 

Zwischen den Längen entsprechender Bogen zweier Parallelkurven 
besteht eine sehr einfache Beziehung, die A.L. Crelle durch Rechnung 
nachgewiesen hat^), die man aber auch durch eine sehr einfache 
geometrische Überlegung nachweisen kann, die zugleich zu einer 
Quadraturformel führt, die man demselben G-elehrten verdankt. 

Betrachten wir nämlich (Taf. V, Fig. 55) zwei aufeinander- 
folgende Punkte M und N der Kurve F und die ihnen entsprechen- 
den Jf' , N^ der parallelen Kurve F'. Die Geraden Jf Jf ' und NN' 
sind dann sowohl zu F, als auch zu F' normal. Setzen wir nun 

MN = ds, M'N' - ds', die Fläche MNN'M' « d^ und den Winkel, 

1) S. die schon zitierte Abh. yon A. Cajlej, On evolutea and parallel Curves 
(Qnart. Jonm. Math. XI, 1871; Math. Papers YIII, S. 81), daselbst die Parallel- 
kurven aach in einer beliebigen projektiven Maßbestimmung betrachtet. 

2) A. Ferrari, Intomo alla spezzamento deUe linee paraXlele alle curve piane 
algebriche (Rend. Acc. Lincei, V. Ser., XIV, 2. Sem. 1906); H. Wieleitner, 
Spezielle ebene Kurven (Leipzig, 1908) S. 116. 

8) Über die ebenen algebraischen Kwrven insbesondere dritter Ordnung, deren 
Konehoiden zerfallen (Württemberg. Mitt., II. Reihe, X, 1908). 

4) Mimoire sur le parallüisme des eowrbes et surfaces courbes (Ann, de Math^m. 
Xn, 1821); vgl. Magnus, Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen aus der ano- 
lytiscJien Geometrie der Ebene (Berlin, 1888) S. 689. 
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den Jf JfcT mit einer festen Geraden bildet, — Vy so dürfen wir den 
entsprechenden der Geraden Nif mit v + dv bezeiclmen. Ziehen 
wir nun die Parallele NP zn Jf JIT, so ist «^ PNN' — dv] das Viereck 
MNPM' kann nun als Rechteck angesehen werden, und der 
Bogen PN' ab Kreisbogen mit dem Mittelpunkte N Ist nun der 
Abstand der beiden Parallelkuryen c, so haben wir 

PN' - M'N- MN-- ds' -ds^ cdv, dA^ Pl&che MNN'M' 
- Eeohteck HNPif + Sektor PNN - CÄ5 + | e^dv\ 
durch lotegrieren erhält man nun 

s' — s + cv + Const.\ A^ CS + Y c*v + Gowst. . . (2) 

Dies sind die gesuchten Beziehungen; die erste gibt uns den Bogen 
der Parallelkurve I* ab Summe des entsprechenden Bogens Ton T 
und eines Kreisbogens, die zweite dient zur Bestimmung der Flache 
des krummlinigen Vierecks, das von zwei entsprechenden Bögen von 
r* und P', sowie den gemeinsamen Normalen in den Endpunkten 
begrenzt ist. 

Wenn man die natürliche Gleichung einer Kurye T kennt, ist es 
leicht, die ihrer Parallelkurre I* zu finden; da nämlich T und V die 
nämliche Evolute haben, so ergeben sich bei Anwendung Ton Formel 
(8) in Nr. 251 folgende Beziehungen 

setzt man zur Abkürzung c — c' — a, so ist i2' » i2 + ^ ^uid die erste 
Gleichung wird 

oder W-l+|5 

hieraus geht hervor, daß man ab natürliche Darstellung der Kurve P 
folgendes Gleichungspaar ansehen kann 

B'-JJ + a, s'^8 + aß^ (2') 

261. Die Parallelkurve einer Geraden besteht aus einem Geraden- 
paar parallel zur gegebenen Geraden in gleichem Abstände; die eines 
Kreises aus einem Paar konzentrischer Kreise. Neue Kurven erhalten 
wir dagegen in den Parallelkurven der Kegelschnitte. Betrachten 
wir zunächst die Ellipse 

S+S-i (») 

Da man jede Parallelkurve derselben ab Umriß der Projektion einer 
Ringfläche (Toms) ansehen kann, wenn diese von einem unendlich 
fernen Punkte auf eine beliebige Ebene projiziert wird, so ist sie 
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Toroide genannt worden^). Um ihre Oleichong zu finden, betrachten 
wir einen der sie umhüllenden Kreise, der durch die Gleichung 

(x-ay+iy^ßY^c' (4) 

dargestellt sein möge, wo die a und ß der Gleichung genügen müssen 

S+S = l (5) 

Die Gleichung der Toroide wird man erhalten, wenn man diese 
Gleichungen mit den Ableitungen nacha und ß von folgender kombiniert 

(«-«)«+ (y-^)«-c»+x[^ + j;-l]-0, 

WO X ein noch zu bestimmender Parameter ist. Da nun diese Ab- 
leitungen sind . .^ 

so hat man 



Setzt man diese Werte in (4) und (5) ein, so erhält man 

(x+ay^ {x+by ^' (X+aV (i+&V ' ■ * ^ ^ 

nun ist die Aufsuchung der Toroidengleichung auf die Elimination 
Ton X aus diesen beiden Gleichungen zurückgeführt*); ausgeführt ist 
diese Rechnung von Gatalan (o. a. 0.) und Gayley*) und ergibt 
folgendes Resultat: 

(ic» + y« - a* - 6« - c^y (a^y^ + Va? - aV - Vc^ - a^Vy 

+ 4a«6«c»(a;«+ y*- a«~ 6»- c«) - 27a*&V 

+ 18a»6 V (o:» + y« - a» - 6» - c») (a»y« + 6 V - a^i? - &^c» - a^fe«) 

+ 4(ay+&V-aV-6V-a«6«)»-0. ... (6) 

Die Toroide ist demnach eine Kurve achter Ordnung, sym- 
metrisch in bezug auf beide Achsen der Ellipse. Sie besteht aus zwei 
Tollig getrennten in sich geschlossenen Zügen, einem äußeren und 
einem inneren. Der äußere Zug yerlauft immer stetig, bei kleinem e 
nähert sich seine Gestalt der Ellipse, bei größer werdendem c einem 

1) E. Catalan, Swr la tor&ide (Nouv. Ann. Matbäm. III, 1844); dort wird die 
Entdeckung des ZuBammenhanges zwischen dem Ereisringe und der Parallelknrve 
der Ellipse dem FleurSt. Dänis zogeschrieben, und die Wahl des Namens der 
betr. Kurve anf diesen Znsammenhang znrückgefQhrt. — Der Beweis ist leicht: 
Man betrachte den Kreisring als die Parallelfl&che eines Kreises K^ also als die 
Enveloppe der Kugeln von gleichem Radius, die ihren Mittelpunkt auf jBl haben; 
K projiziert sich als Ellipse, die Kugeln als Ejreise. 

8) VgL A. Ganchj, Notes sur divers thSorhnes reloHfs ä la rectificcUian des 
courbes et äla rectification des surfaces (C. R. XVUF, 1841). 

8) Sur la courbe paralUle ä Vellipse (Ann. di Matem. XIII, 1860). 
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Kreise. Der innere hat je nach der G-röße Ton c ganz verschiedene 
Gestalt: wenn 1. c < — , so ist er ellipsenahnlich. 2. c « — , ellipsen- 
ähnlich mit zwei dreifachen Pnnkten auf der großen Achse^ die aber 
äußerlich nicht erkennbar, sich nur durch eine scharfe Biegung yer- 

raten. 3. b>c> —, mit zwei Doppelpunkten auf der großen Achse 

und vier reellen Spitzen. 4. c^^b, vier Spitzen und ein Be- 
rührungsknoten im Mittelpunkte. 5. a > c > &, yier reelle Spitzen. 
Dieser Fall ist in Fig. 56 auf Taf. Y dargestellt 6. c » a, yier 
Spitzen und ein Berührungsknoten, aber mit der kleinen Achse 

als Doppeltangente. 7. a < c < -g-, vier Spitzen und zwei Doppel- 
punkte auf der kleinen Achse. 8. c » y, zwei dreifache Punkte wie 

im Falle 2. aber auf der kleinen Achse. 9. C'^ j-, die Kurve hat 

wieder ellipsenahnliche Gestalt, die bei wachsendem c in Kreisform 
übergeht. In den letzten Fallen, wenn 2a > c > 2&, wird der Zweig 
sogar die Ellipse schneiden^); wenn c » 2a berührt er sie, und wenn 
c>2a liegt der innere Zweig ganz außerhalb der Ellipse. 

Die Gleichung (6) ist so kompliziert, daß sie wenig geeignet ist, 
für die Untersuchung der Toroide benutzt zu werden. Besser ist es 
schon die Gleichungen (5') nach x und y aufzulösen, wobei man 
folgende beiden Ausdrücke erhält 

ako eine parametrische Darstellung. 

Auch folgende analytische Darstellung kann man anwenden. Es 
sei P| (Xi, ffi) ein Punkt der Ellipse, P (x, y) der entsprechende der 
Toroide; da die Strecke P^P^c und normal zur Ellipse ist, so 
bestehen folgende Gleichungen: 

und daher ist 

Nehmen wir das + Zeichen, so erhalten wir den äußeren Kuryenteil, 
das — Zeichen, den inneren. Zu beachten' ist noch, daß die x^, y^ 



1) Daß sich zwei parallele Enrven schneiden, und daß die eine Spitzen 
hat, während die andere kontinuierlich yerlänft, erscheint geradezu paradox. 
Dieser Widerspruch klärt sich dadurch auf, daß die ParaUelkmren ihrer innem 
Natur nach Tangentengehilde sind; für eine Exure als Tangentengehilde aber 
ist eine Spitze keine Singularität, weil ja in einem solchen Punkte die 
Tangente sich kontinuierlich weiter bewegt. (Anm. d. Übers.) 
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■Pf/' 
durch die Gleichung -V + ^r =" 1 miteinander TerknQpft sind; daher 

kann man setzen x^'^ acoBoOy y^ — bsinco; und dann schreiben 

5cco8o ac sino» 



ya'Bin'© + 6* cos'o ya'Bin'o» + &'co8'o 

Aus dieser parametrischen Darstellung kann man ebenfalls entnehmen, 
daß die Toroide 8 Doppelpunkte hat: vier liegen im Endlichen, zwei 
auf der o?- Achse, zwei auf der y-Achse, von diesen beiden Paaren ist 
höchstens eins reell; die anderen vier liegen im Unendlichen, zwei 
fallen mit den unendlich fernen Punkten der Ellipse, zwei mit den 
Ereispunkten zusammen. Sie hat ferner 12 Spitzen: acht von diesen 
sind immer imaginär, vier können reell sein; sie liegen an den Stellen, 
wo der Krümmungsradius der Ellipse gleich c ist. Sie hat keine 
Wendepunkte, aber zwei Doppeltangenten, die nur dann reell sind^ 
wenn die Doppelpunkte imaginär, und zugleich die Spitzen reell sind. 
Aus dem Obigen folgt dann: Die Toroide ist Ton der vierten Klasse 
und Yom Geschleckte Eins. Dasselbe ergibt sich, wenn man die 
Tangentialgleichung der Kurve bestimmt. Hierzu benutzen wir die 
Gleichungen, die entstehen, wenn man die (5') nach x, y auflöst; diese 
liefern dann als Gleichung der Tangente im Punkte (1) 

xya^c^ - ;L« + yi/A« - 6«c» - (i 4 0«) l/a« - 6«; 
daher sind die Koordinaten u und v der Tangente 

Durch Elimination von X ergibt sich dann 

[(a»-c«)t;«+(6«-cV-l]»-4cV+0- • • (W) 
als Tangentialgleichung der Toroide; sie ist bedeutend einfacher als 
die Punktgleichung ^). Überhaupt lassen sich die Parallelkurven 
bequemer vermittels Linienkoordinaten untersuchen; insbesondere 
eignen sich für die der Kegelschnitte die bekannten Unverzagt- 
Schwer ingschen Linienkoordinaten'). 

Wenden wir auf die Toroide die Grelleschen Sätze (S. 280) über die 
Rektifikation und Quadratur der Parallelkurven an, so erkennt man: 
Die Differenz zwischen der Länge des äußeren und des inneren 
Zweiges der Toroide ist gleich 4^c, wenn 2c ihr gegenseitiger Ab- 
stand ist; die von ihnen umschlossene Fläche ist gleich einem Becht- 

1) Weitere Eigenschaften der bezüglichen Kurven findet man in einer 
Abh. Yon F. Gomes Teixeira, 8ur les courbes parcdUUs ä Veüipse (M^m. coor. 
par. TAc. de Belgiqne LYIII, 1898). 

2) E. Schwering, Die Parällelkurve der Ellipse ah Kurve vom Bange 
Eins, unter Anwendung eines neuen Linienkoordinatensystems (Progr. Brilon, 1878) 
und Theorie und Anwendung der LinienkoordincUen (Leipzig, 1884) S. 69. 
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eck, desflen Linge gleich dem Umfange der gegebenen Ellipse, dessen 
Breite gleieh 2o isi^) 

Wechseln wir in den Formeln (7) nnd (8) das Vorzeichen^ so 
bekommen wir die analytische Darstellung der Parallelkarye der Hy- 
perbel; die früheren Doppeltangenten werden dann za Asymptoten 
der Enrye« Eine ähnliche analytische Darstellung hat die Parallel- 
kurve der Parabel, welche Ton der sechsten Ordnung und yierten 
Klasse ist Die bezüglichen Rechnungen auszuführen, wollen wir dem 
Leser überlassen. 

262. Eine Eurrenfamilie, bei welcher die Untersuchung der 
Parallelkurven leicht wird, ist die der Epi- bzw. Hypozykloiden.*) 
Benutzen wir nämlich die Gleichung (4«) aus Nr. 204, so sehen 
wir, daß die Parallelkurre zu der durch diese Gleichungen für den 
Fall &»>r dargestellten Epizykloide, die Enveloppe des Kreises: 

X — ^^^ r cos n^ -f r cos (n + 1)^1 

+ [y — ^^-^^ sin nif + r sin {n+ 1)^1 — c* 
ist; kombiniert man diese mit ihrer Ableitung nach ^, so erhält man 
X — — '— r cos n^ — r cos (n + 1)^ T c sm — „^— ^, 

y -■ ^^^ r sin ntl; — r sin (n + 1)^ ± c cos ^J" ^, 

wodurch die fragliche Kurve dargestellt wird. Führen wir komplexe 
Variabeln ein, so erhalten wir 

n 

Erinnern wir uns nun der in Note 2) S. 101 erwähnten Gleichung, 
so ergibt sich: Die ParaHelkurven der gemeinen Epi- oder Hypo- 
cykloiden sind Zykloiden zweiter Ordnung. 

Ein besonderes Interesse bietet der Fall der yierspitzigen Hypo- 
zykloide oder regulären Astroide, der zu einer wichtigen Folgerung 
führt, zu deren Nachweis wir folgende Bemerkungen vorausschicken. 

Zwei beliebige sich schneidende Geraden können immer durch 
Gleichungen von der Form 

y — ±a:tga 

dai^estellt werden. Es sei femer 

xcoB q> + y 8ia<p —p => 



1) Di enger. Über die Sektifikation und Quadratur der Toraide (Arch. 
Math. Phys. IX, 1847). 

2) 8. einen Aufsatz von Andibert im Intermidiaire m, 1896, S. 72—78, 
wo die Rektifikation dieser Kurven behandelt wird. 



1 



(13) 
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die Gleichung einer beliebigen Qeraden, ans welcher die beiden obigen 
eine Strecke von der Länge { ausschneiden. Es ergibt sich dann 
leicht, daB ^ ;co8(y + g)cog(y~«) , 

^ ™ sin 2a ' 

daher kann die rcfn diesen Geraden eingehüllte schiefe Astroide an- 
gesehen werden als definiert durch die Gleichung (rgL Nr. 251) 

2 cos (o + a) cos (o — a) 
^ • ^ ^ Bin 8« 

oder die äquivalente 

a; cos 9> + y sin 9 = . [cos 2q> + cos 2a]. (11) 

Differenzieren wir diese, so bekommen wir 

X Bin q>-y cos q>^^^^j^^2q>f (12) 

und kombinieren wir sie mit 'der vorigen: 

X — 2Bia2a \j ^" ^ ""¥ C0s3g> + COS 2acos g>J 

y " 8 sin 2a [- | 8"^ 9> - ]^ sin 3g? + COS 2a.sin g>] 

Aus dieser parametrischen Darstellung der schiefen Astroide erhält 
man folgenden Wert fOr den Differentialquotieoten des Bogens 

j- — a . o (cos 2« — 3 cos 2©), 

d<p 2 sin 2a ^ ^^' 

und nach Integration 

Differenzieren wir Gleichung (12) von neuem, so erhalten wir 

X cos q> + y Bin q>^ 2^S^ ^^« 2g>; 

daher wird der Krümmungsradius der schiefen Astroide gegeben durch 

* " 2^Ji (^^ 2a - 3 cos 2q>) (16) 

Setzen wir nun 2^ » cd + ^ ^uid wählen den Anfang und den posi- 
tiven Sinn in geeigneter Weise, so können die Gleichungen (14) und 
(15) ersetzt werden durch 

^ = 2^2i(^^^^ + ^^^^)y fi-4-j^(3cos«ö-«öcos2«). (16) 

Da nun diese R und s in Funktionen der unabhängigen Yariabeln m 
geben, so ist das System derselben äquivalent mit der natürlichen 
Gleichung der schiefen Astroide (welche man eben durch Elimination 
von (D aus (16) erhalten würde). Beachten wir nun, daB die Glei- 
chungen (16) von folgender Form sind: 

JB — Ä; sin CD + a, s^ jQc cos od — ato), . . . (17) 
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80 entsteht die Frage, ob zwei Gleichungen vom Typne (17) immer 
eine Astroide darstellen. Um diese zu beantworten, beachten wir, 
daß die Gleichungen (17) sich mit (16) identifizieren, wenn man setzt 



hieraus ergibt sich 



^""asina«' ^""atgaa» 



COS 2« =- ^ , Z — -^ — 3 ' > 

und diese Gleichungen liefern für a und { nur dann reelle Werte, 
^"""^ l*|>3|a| (18) 



Wir können daher schließen: Die Gleichungen (17) stellen nur dann 
eine Astroide dar, wenn die Konstanten a und k der Bedingung (18) 
genfigen. Wenn dies nicht zutrifft, so stellen die Gleichungen (17) 
eine Eurre dar, die nicht mehr in reeller Weise wie die Astroide in 
Nr. 106 (Bd. I, S. 265) erzeugt werden kann; sie soll ab Parastroide 
bezeichnet werden^), und kann auf reelle Weise durch ein Verfahren 
konstruiert werden, das wir jetzt darlegen wollen: Betrachten wir 
die reguläre durch folgende Gleichungen dargestellte Astroide (s. die 
Gleichung (16), in welchen ia»^ it zu setzen ist) 

JK — Y ^"^ ®y ^ "• T ^^^ ®> 

und benutzen die Formel (2), so erhalten wir für die Parallelkurye 
derselben ^^ ^^ ^ 

B — -^ sin «ö + öt, s — — cos «ö — ~. . . (19) 

Folglich: Die Pandlelkurve einer regnlftren Astroide ist im all- 
gemeinen eine Parastroide. Aus der Gleichung (18) ersieht man, 
daß sie nur dann eine Astroide ist, wenn 

Somit ergibt sich die Notwendigkeit, die Tragweite eines Ton 
Salmon dargelegten Satzes*) einzuschränken, wie aus der aufinerk- 
samen Prüfung der angewandten Begründung hervorgeht. Überdies 
verlangen die auf S. 280 aufgestellten Formeln, daß die fragliche 
Kurve von der 12« Ordnung sei; nun zeigt uns die geometrische 
Überlegung leicht, daß die Parallelkurve der regulären Astroide aus 
zwei kongruenten Kurven besteht; jede von diesen gehört teils dem 
äußeren, teils dem inneren Zweige an, wie es Taf V, Fig. 57 zeigt 

268. Wir schließen dieses E[apitel mit einem Satze, der die 
Theorie der Parallelkurven mit der Betrachtung gewisser Hüllkurven 

1) G. Loria, Lea eourbes parälUUs aux asUr&Sdea sont-eÜes touQOwra des 
astSro^ides? (Math^sis, 2« S^r. X, 1900) ; vgl die daraaf folgende NoU mr XaMrM^ 
et 868 eaurbee paraJUles yon J. Nenberg, wo auf ältere Arbeiten von A. Mann- 
heim und M. d'Ocagne über dasselbe Thema hingewiesen wird. 

2) Salmon-Fiedler, Hintere ebene Kttrven, 11. Aufl. (Leipzig, 18S2) S. 129. 
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in Zusammenliang bringt nnd folgendermaßen lautet: Die HfllllLlirve 
Hr der Kreise, deren Zentrum auf einer Kurve r liegt und die 
einen festen Kreis mit dem Zentrum O und dem Radius r berfilireni 
ist die ParallelkuTTe der analogen HiillkurTe Hot bei der r s ist, 
d. h. der Hüllkurve der Kreise, deren Zentrum auf f liegt, und die 
alle durch den festen Punkt gehen. 

Beweis: Hat eine Kurve die folgende parametrische Darstellung 

so kann ihre Parallelkurye im Abstände n dargestellt werden durch 

Sind nun i, 17 die parametrischen Ausdrücke der Koordinaten eines 
beliebigen Punktes von f, so haben die 00^ im Satze genannten 
Kreise offenbar die allgemeine Gleichung 

oder emfEM^her 

6a; + ijy - ?^i±|^=^ - r >/{M^ .... (21) 

Um deren Enveloppe zu erhalten, differenzieren wir diese nach dem 
Parameter X und erhalten 

Ans dieser Gleichong ist nun l za eliminieren, doch ist die Elimi- 
nation nur aosfOhrbar, wenn die Fmiktionen $, ij spezifiziert sind. 
Jedoch kann man die parametrische Darstellnng der Enveloppe erhalten, 
wenn man die Gleichnng (21), (22) nach x nnd y auflöst^ sie liefern 

*"8«»j'-S'»j)'' VvW 

Qoadiiert nnd addiert man diese beiden, so erl^t man 

folglich x'+y'-r' __ i(Mv'-Vn)(r+V^Tn') 

Infolgedessen werden die vorigen Ausdrücke fClr x, y za 






(28) 
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Dies ist die parametrische Darstellung der betrachteten Hüllkorre. 
Setzt man nun die beiden ersten Glieder gleich <p(A) bzw. ^{X), so 
sieht man, daB die Gleichungen (28) Tom Typus der Gleichung (20) 
sind, wenn u^r gesetzt wird, und somit ist der Satz bewiesen^). 

Eeunt man statt der parametrischen Darstellung von f ihre kar- 
tesische Gleichung /*(!, rj) » 0, so ist die parametrische Darstellung 
von Hry ^io 6Üie nicht schwere Berechnung zeigt. 



vfi"-R" yp+7 iM\\m' ^« 



m^m 






(24) 



Wenden wir den obigen Satz und die Gayleyschen Formeln (S.280) 
an, so lassen sich die Plückerschen Charakteristiken von Hr finden, 
wenn man die von Hq kennt Ist z. B. f ein Kreis, so ist Hq 
(s. Bd. I, S. 150) eine Pascalsche Schnecke bzw. eine Eardioide.^ 



Sechstes EapiteL 

INe Radialen.') 

264. Nach dem Vorschlage von B. Tucker^) bezeichnet man mit 
dem Namen Radiale einer ebenen Kurve F den Ort F^ der End- 
punkte der von einem festen Punkte ausgehenden und mit den 
Krümmungsradien der Kurve F äquipoUenten (d. h. gleichen und 
gleichgerichteten) Strecken. Aus dieser Definition ergibt sich: 1. daß 
die Radiale fttr eine Kurve eine ahnüche Bedeutung hat wie der 
Hodograph^) für eine Bewegung; so wie dieser eine graphische Dar- 
stellung der Änderungen der Geschwindigkeit liefert, so gibt diese 

1) G. Loria, Sopra eerti invüuppi di cerchi (Math. Annalen LXIY, 1907). 

2) 8. die S. 160 Bd. I zitierte Difls. von Lo seh and, oder Math. Ann. LXIY, 1907. 
8) G. Loria, Intomo düe radiäU deUe cwrve piane (Bendic. Circ. matem. 

Palermo XYI, 1902) und La radiale di una ewrva älgebrica (Peiiod. matem. XYII, 
1901). Die Anwendbarkeit der YektoranalyBiB znr ErforBchnng der Eigenschaften 
der Radialen wurde von G. Bnrali-Forti (SuUe radiaii; Bend. Circ. matem. 
Palermo, XYI, 1902) bewiesen; während die Nützlichkeit der magischen Glei- 
chnng der Geraden (vgl. Nr. 252) von F. Ernst im Aufsätze Die Radiale einer 
ebenen Kurve (Arch. Math. Phys.,^ m. Reihe, XIY, 1908) herrorgehoben wurde; so 
hat Ernst mehrere schOne S&tze über diese Kurvenklasse entdeckt. 

4) On radial eurves (Proc. London Math. Soo. I, 1866). 

6) R. W. Hamilton, EUmento of Quatemiana London, 1866) S. 100. 

Lori», Ebene KarroL S. Aufl. IL 19 
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ein Bild davon, wie sich die ErQmmnng der Eurye ändert; 2. daß, 

wenn man den festen Punkt verlegt, die Radiale ihre Größe und 

Lage beibehält, also nur eine Verschiebung in der Ebene erleidet 

Es sei nnn ^, v ^ ^. 

A^, ») - (1) 

die auf ein gewöhnliches kartesisches System bezogene Gleichung der 
beliebigen Kurve F. Wir nehmen an, daß die Funktion f partielle 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung besitze, und bezeichnen 

diese bzw. mit /i> /s» Ai>As ""/n ^^^ /sr -^^^ bekannten Formeln 
(s. S. 249) ergibt sich dann, daß die Projektionen der Strecke 
zwischen dem Punkte P(Xy y) von F und dem entsprechenden Erüm- 
mungszentrum C{Xi, ffi), also die Größen x^ — x und y^ ~ y die Pro- 
dukte sind aus f^ bzw. f^ und dem Quotienten 

m /u /i 

fn fu f, (2) 

fi f, 

Sind nun a, ^ die Koordinaten des festen Punktes 0, und x^, y^ die 
des Punktes Pq auf Fq, welcher dem Punkte P(x, y) auf F entspricht, 
so ist offenbar 

und daher zufolge der vorigen Gleichung: 

«0 -« + (/i' +/;'): ^, Vo- ß + (fi* + f/) ' ^ , ■ ■ (8) 

wenn wir die in (2) vorkommende Determinante der Einfachheit halber 
mit ^ bezeichnen. Für jedes Wertepaar x, y, welches der GL (1) 
genügt, liefern uns diese Gleichungen die Koordinaten des entsprechen- 
den Punktes der Radialen; man würde also durch Elimination von 
X und y aus den drei Gleichungen (1) und (8) zu Gleichungen der 
Radialen gelangen. Diese Elimination ist nicht im allgemeinen aus- 
führbar, aber auch ohne sie auszuführen kann man den Grad der 
resultierenden Gleichung, d. L die Ordnung der Radiale bestimmen für 
den Fall, daß / eine rationale algebraische Funktion von ti^ Grade ist. 
Betrachten wir nämlich eine beliebige Oerade g in der Ebene, deren 
Gleichung Ax + By + C^O, 

sein möge. Wenn g den Punkt Pq enthält, dessen Koordinaten durch 
(8) gegeben sind, so hat man 

(Ä<, + Bß + C)J + (^Af, + Bf,)(f,* + f,')-0, . . (4) 

Dies ist aber die Gleichung einer Kurve, im allgemeinen von der 
Ordnung 3(n — 1), die die gegebene abo in 3n(n ~ 1) Punkten 
schneidet, in der Weise, daß die entsprechenden Punkte der Radiale 
zugleich auf die Gerade g fallen. Dies berechtigt uns zu dem Schlüsse: 
INe Radiale einer algebraisclien Kurve n^ Ordnung ist im all- 
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gemeinen von der Ordnung 3n(n » 1). Beispiele: Die Radiale eines 
Eegelschnittes ist im allgemeinen eine Enrye sechster Ordnung; 
welches Besnltat schon von Tack er gefanden wurde (ygL Bd.I; S. 268); 
die einer Earve dritter Ordnung ist von der Ordnung 18; usw. 

Die gefundene Ordnungpszahl 8n(n — 1) erfahrt jedoch betracht- 
liche Änderungen, wenn die Originalkurve yielfiEtche Punkte enthält 
Nehmen wir nämlich an, daB diese im An&nge einen jhfachen Punkt 
habe, so kann man schreiben 

wo p>l und /^*> (*-!>> l> + l».--i •*) eine binäre Form vom 

Gerade Jo in x,y ist; /^) » stellt dann die Gruppe der p Tangenten 

im Anfangspunkte dar. Setzen wir nun diesen Wert von f in die 

Gleichungen (3) ein und ordnen nach fidlenden Potenzen Ton x^ y, so 

erkennen wir, daß die Gh-uppe der Glieder niedrigsten Grades gegeben 

wird durch 

fXp) fip) f(p) 

' 11 ' u '1 



(Äa + Bß + C) 



f^^ rf^ ff 

fp) fp) 



Wenden wir jetzt den Eulerschen Satz über die homogenen Funktionen 
an und führen an der obigen Determinante einige tibUche Trans- 
formationen aus, so kann dieser Ausdruck nach und nach in folgenden 
umgewandelt werden 

f?} Pf} xf^} + yftl 






II 



11 



f^ /ä> xffi + yff} 



Sl 



It 



St 



Aa+Bß+0 



fp) fp) 

fip) fip) 

'11 ' it 

fip) m 

' fi ' n 










ff ff-^xf^^'^yff) 



JL.^{Aa + Bß + C)f^) 



fip) fip) 

'11 '18 

fip) f(P) 

' f 1 ' M 



Aus diesem Ausdrucke geht hervor, dafi der Anfangspunkt fOr die 
durch Gleichung (4) dargestellte Hilfskurve ein Punkt von der Yiel- 
fachheit j> + 2(p — 2)»8p~4 ist, und daß die Tangenten dort 
an diese Kurve insgesamt bilden: 1. die j> Tangenten an die gegebene 
Kurve F; 2. die Hessesohe der von diesen gebildeten Gruppe. In 
dem allgemeinen Falle, daß alle Tangenten an F im Anfangspunkte 
getrennt sind, sind in diesem Punkte p (Sp -- 4) + jp — 8j> (p ~ 1) 
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Schnitte der Hilfiskurye mit F yereint, daher: Jeder jp-fache Punkt 
der Originalkarve mit lanter getrennten Tangenten verursacht bei 
der Ordnung der Radiale eine Verminderung von Ap {p ^ 1) Ein- 
heiten, um auch in dem Falle^ daß Ton den Tangenten mehrere 
zusammenfallen, den Einfluß zu bestimmen, ist dieselbe Methode an- 
zuwenden, die das Verhalten der Hesseschen iti einem vielfachen 
Punkte der Fundamentalkurve aufdeckt^ und es ist zu beachten: 1. daß 
ein «-faches Element (s<p) einer Grruppe von p Elementen einer 
Form I. Spezies ein 2lp ^ l)-faches für die Hessesche der Gruppe ist; 
2. daß die Hessesche einer Gruppe von p zusammenfassenden Ele- 
menten unbestimmt ist. 

Wenden wir das Vorige auf den Fall p =» 2 an, so bekommen 
wir: Jeder Doppelpunkt mit getrennten Tangenten bewirkt bei der 
Ordnung der Radiale eine Verminderung um sechs Einheiten^). Hat 
aber die Originalkurve im Anfangspunkte eine Spitze, mit der rc-Achse 
als Spitzentangente, so sieht man leicht ein, daß die Hilfskurve (4) 
ebendaselbst einen dreififtchen Punkt hat, in welchem zwei Tangenten 
mit der Spitzentangente zusammenfallen; daraus ergibt sich eine Ver- 
minderung der Ordnung um 8 Einheiten. Hat nun die Original- 
kurve d Doppelpunkte und k Spitzen, so erhalt man fOr die Ord- 
nung fir der Radiale 

nr =• 3n(n - 1) - 6d — 8*. 

Nun ist bekanntlich die Zahl der Wendepunkte u? einer Kurve n^' 

Ordnung ^ « 3n(n - 2) - 6d - 8*, 

folglich ist Hr — «? •=• 3n, oder tir •=• 3n 4- «;. 

Das heißt: Die Ordnung der Radiale einer algebraischen Kurve ist 
im allgemeinen gleich der dreifachen Ordnung, vermehrt um die 
Zahl der Wendepunkte dieser Kurve. Erinnern wir uns noch des 
in Nr. 251 gefundenen Satzes, so können wir auch sagen: Die Radiale 
einer algebraischen Kurve ist von derselben Ordnung wie die Evolute. 

1) Eine Bestätignng dieses Resultats ist folgende: Man denke sich eine 
Knrve T, die ans v Kniren r^, r,, . . ., F^ besteht, deren Ordnungen bzw. n^, 
ti^, . . ., tiy seien und keine vielfachen Punkte haben. F ist dann als Kurve von 

der Ordnung n^n^-^-n^-] 1- n, mit ün.-nj^ Doppelpunkten (», jk^l, 2, 

. . ., v)^ zufolge des obigen Satzes muß dann die Radiale von F von der Oid- 

nung sem ^^^^ +»s +• . .+nj(t4 +«,+.. .-fn^- 1) - G^^i«* 
— 8(nj +nt'\ «y)'- »(»»i +*S + \-n^- B^**^*** 

i 

und dies Resultat mußte eintreten^ da die Radiale von F nichts anderes ist als 
die Gesamtheit der Radialen von r^ , P, , . . . , T,. 
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Ist die Kurve F rational nnd hat die gewSlmliclien singolaren 
Punkte von der Yielfachheit PifP^^p^ • • . ; so ist 

^ ^.•(P,-- 1) ^ (n- l)(n- 2) 

i 
Die Ordnung der Radiale F^ wird abo sein 

3n(n - 1) -^3pi{pi - 1) - 3«(« - 1) - 3(n - l)(n - 2) 

=-6(n-l); 

folglich: Die Radiale einer rationalen Kurve n^ Ordnung ist im 
allgemeinen von der Ordnung 6 (n — 1) ^). Diese Zahl erfahrt aber 
Abänderungen, wenn die Kurve mit der unendlich fernen Geraden 
besondere Beziehungen hat; um dies an einem Beispiele zu zeigen, 
betrachten wir die durch 

fl; = |(ir), y^ni'^) (5) 

dargestellte Kurve, wo | und rj ganze Polynome n^° Ghrades sind; 
diese Kurve hat ihre sämtlichen Schnitte mit der unendlich fernen 
Geraden in einem Punkte vereinigt, und ist allgemeiner als die Pa- 
rabelen höherer Ordnung. Als parametrische Darstellung der ent- 
sprechenden Radiale findet man leicht 

die Radiale ist also eine rationale Kurve nur von der Ordnung 3(n~ 1); 
für n^2 erhalten wir: Die Radiale einer gewSlinlichen Parabel ist 
eine Kurve dritter Ordnung. 

Schließlich möge noch hervorgehoben werden, was sich aus der 
Definition der Radiale leicht ergibt: Den Wendepunkten nnd den 
unendlich fernen Punkten der Originalknrve entsprechen die unend- 
lich fernen Punkte der Radiale; auch analytisch läßt sich dies mit 
Hilfe der GL (3) nachweisen. 

265. Aus den obigen Entwicklungen ersieht man schon, daß 
die Untersuchung der Radiale einer durch eine kartesische Gleichung 
gegebenen Kurve — selbst wenn man sich auf algebraische Kurven 
beschranken wollte — mühsame Forschungen erheischt, und daß die 
Bestimmung ihrer Gleichung im allgemeinen unausführbare Elimi- 
nationen erfordert, oder in den günstigeren Fallen sehr mühevolle. 
Es dürfte sich daher folgende Bemerkung als nützlich erweisen: Im 
allgemeinen ist es mSglich, durch eine begrenzte Anzahl wohl be- 
stimmter Operationen die Gleichung der I^idialen einer Kurve in 
Polarkoordinaten zu finden, wenn man deren natürliehe Gleichung 

1) YgL das Beispiel der Kegelflohnitte I. Bd., S. 26S. 
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kennt Es sei diese^ wenn wie sonst s den Bogen, R den ErQm- 
mnngsradins bedeutet, 

«-9>(JB) (6) 

Ist nun d der Winkel der Normalen im Punkte P der gegebenen 
Eurre (also die Gerade, auf welcher der Krümmungsradius in P liegt) 
mit einer festen Geraden, z. B. der o;- Achse, so hat man 

R — -j-f oder d« — 12 • dB. 
Aus der Gleichung (6) folgt nun 

daher JB-dO - 9>'(JB).dJB, 

bzw. e ^Jts^^M. 

Bezeichnen wir nun mit (», m die Polarkoordinaten des dem Punkte P 
entsprechenden Punktes P^ der Radialen, und kommen überein, als 
Pol immer den gemeinsamen Ausgangspunkt der die Radiale er- 
zeugenden Strecken zu nehmen, so wird offenbar (» — 12 sein und 
CD — 0; deswegen ist die Polargleichung dieser 

«= r?^Mi^, (7) 

wobei zu beachten ist, daß die Integrationskonstante nur Einfluß auf 
die Lage der dargestellten Kurve hat 

Für den Krümmungsradius 12^ der Radiale ergibt sich leicht eine 
Formel aus dem Ausdrucke desselben in Polarkoordinaten 



._ [•■+(^)*i 



'^^{£j^^-dh 



q' 



Da nämlich für die Radiale (^ — 12, oo «— 6, so hat man, wenn wie 

gewohnlich 12^ und 12^ die Krümmungsradien der ersten und zweiten 

Evolute sind, 

dQ dB j. ^ , d\ d^B p. 

daraus folgt (B^ + B,V n 

^«^ B^ + %B^^-BB^ ^' 

Beispiele. Wenden wir obiges Rechnungsverfahren auf spezielle 
ebene Kurven an, so erhalten wir Satze, die uns Beziehungen zwischen 
Kurven ganz verschiedener Natur enthüllen: die hervorstechendsten 

1) Dem Yerfassei brieflieb mitgeteilt von E. Cesäro im J. 1902. Vgl. auch 
Sncharda, Oonstruetion de Ja normale et du centre de courhure de la radiaie 
d^une courbe plane guelcongue (BnU. international Ac. Sciences, 17, Prag 1897). 
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Resultate, zu denen man auf diese Weise gelangt; mögen hier Platz 
finden. 

I« Wir betrachten eine beliebige Epizykloide, etwa die durch 
die natürliche Gleichung s* . B^ . /qn 

ä^+b^^^ W 

dargestellte. Dann ist > ^ 

Differenzieren wir und setzen dann an Stelle von ds seinen Wert 12 • dQj 
so haben wir 72 

folglich ist die Polargleiclumg der Radialen 



ha Q 

— = arc cos -r> 
a 

ho 
a 



oder (> — 6 • cos — (9) 



Da nun diese (vgL Nr. 188) immer eine Rhodonee darstellt, so ge- 
winnen wir als Resultat: Die Radiale einer beliebigen Epizykloide 

ist eine Rhodonee. Ist das Verhältnis - rational, so sind die beiden 

Kurven algebraisch; die zweite ist Ton der Ordnung a + b, wenn 
a und b beide ungerade sind, andernfalls yon der Ordnung 2(a + V) 
(Bd. I S. 863). Z. B. die Radialen einer Eardioide, einer dreispitzigen 
Hypozykloide und einer regulären Astroide (Kurven von der Ord- 
nung 4, 4, 6) haben bzw. Polargleichungen von folgendem Typus 

(> — & cos ^, Q^b cos 3©, (> — 6 cos 2m 

und sind von der Ordnung bzw. 4, 4, 6. 

II« Wir betrachten mit E. Gesäro^) die Kurven mit folgender 

natürlichen Gleichung >^ XciiJ 

«-/— 7-F= (W) 






Bei Anwendung des dargelegten Verfahrens erhalt man 

de- "" 



■vm- 



Nun ist die rechte Seite ein binomisches Differential, das immer 
integrierbar ist; setzt man nämlich 



(f)'-!-»'. 



1) Sm^ une elaese de courbes fianea remarquahle$ (Nonv. Ann. Mathäm. 8« S^r. 
XIX, 1900). 
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80 findet man ^A « ^ . ^^ 

daher a^^^ «^« 4.« *, 

ö — — arc tg y, 

wenn man, was ja erlaubt ist, die Integrationskonstante gleich Null 
setzt. Setzt man f&r y seinen Wert wieder ein, so ergibt sich, dafi 

die Polargleichnng der gesuchten Radiale ist. — Die durch diese 
Gleichung dargestellten Euryen sind (soweit uns bekannt) in ihrer 
Allgemeinheit noch nicht untersucht worden; wenn man jedoch den 
Eonstanten X und /t spezielle Werte zuerteilt, so können sowohl die 
Gleichungen (10) als auch (11) schon bekannte Kurven darstellen^ 
von denen wir die hauptsachlichsten anfahren wollen. 

a) /i — -- 2, A — 1; Gleichung (10) stellt dann eine Zykloide 
dar, (11) wird zu (» — a cos cd; folglich: Die Radiale einer Zykloide ist 
ein Kreis, bei welchem der feste Punkt, von dem die den EjrümmungB- 
radien äquipoUenten Strecken ausgehen, auf der Peripherie liegt. 

b) /i»l, ^'^'öy alsdann gehört (10) einer Kettenlinie an, 

und (11) wird zu (» — — j-; vergleichen wir dies mit Gleichung (8) 

auf S. 383, I. Bd., so schließen wir: Die Radiale einer Kettenlinie 
ist eine Kampyla des Endoxns. 

C)/i«-2, 1«»1; (10) stellt dann eine Kettenlinie gleichen 

Widerstandes dar (vgl Nr. 285), während (11) übergeht in p — — — , 

d. h. o; — a. Die Kettenlinie gleichen Widerstandes hat als Radiale 

eine Gerade. 

2 1 

d) fi»y, X^j] dann stellt (10) eine Parabel, (11) die 

Kurve q — — — dar, welches eine Multiplikatrix ist (vgl. Bd. I 
S. 381). 

4 1 

e) /* — -r-, i *" g^; (10) stellt dann eine gleichseitige Hy- 
perbel dar; (11) gibt mit einer leichten Yeianderung 

Q^ cos* 2© — a*; 
beim Übergang zu kartesischen Koordinaten wird diese 

(x'^y^^^a^a^ + yy, 
die eine Kurve 6. Ordnung mit als vierfachen Punkt darstellt. 

fli« Die Originalkurve sei die durch folgende natdrliche Glei- 
chung definierte Traktrix 

B^aVe^-l (12) 
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Schreiben wir diese, wie folgt 

80 erhalten wir daraus .dB 

d 



dB 



a 






Hieraas ergibt sich dann, daß 

(» -» a • tg (D (13) 

die Gleichung der zugehörigen Radiale sein muß; diese stellt nun, 
wie ons S. 198, Bd. I lehrt, eine Eappa- Kurve dar, wir erhalten also 
als Resultat: Die Radiale einer Traktrix ist die Kappa-Knrve^). 
IV. Die Gleichung j^+n^^^ (14) 

stellt, wenn das Verhältnis der beiden positiven Zahlen m, n rational 
ist, eine Parabel höherer Ordnung dar (Nr. 116; Bd. I S. 305), wenn 
es aber irrational ist, eine W- Kurve von Klein und Lie (Nr. 225)- 
Im ersteren Falle kann man m und n immer als ganz und relativ 
prim annehmen; in jedem Falle aber kann (14) durch folgende beiden 
ersetzt werden, . . ^ . 

wo X ein beliebiger Parameter ist; daraus folgt nun 

^ l>X'' ~"'[(m+ n )«X*"4-n«]» , 
mn (m -|- n) ' 

zufolge der allgemeinen Relation ds — 12 • d6 wird diese Gleichung 
nach einigen Reduktionen zu 

dB V^-^dX 



V 



Setzen wir hierin m+n « 

SO ergibt sich ^ cj^t 

und daher 6 » arc tg /t 

oder !Hl5jl«»tge. 

Eliminieren wir mit Hilfe dieser Beziehung den Parameter X aus dem 
Werte fOr JR, ersetzen JR durch q^ 6 durch o, so folgt 



n — I 



pn^ U + n*^V /15\ 

^ m(m-fM) cos'e 



1) Obige Bechnniig kann mit geringen Abändenmgen auch fdr eine Pseudo- 
angewendet werden. 
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als Polargleichnng der Radiale der betrachteten Kurven. Die ent- 
sprechende kartesische Gleichnng ist 

(«'+y*)*" "" Lw(m + n)J \m+n/ 

Wenn das Verhältnis mm rational ist, so stellt diese Gleichung eine 
Kurve von der Ordnung 2fn + n dar, wenn n>fn] wenn hingegen 
n <m, so läßt sich die ganze Gleichung durch of*"** dividieren, und 
wird nach Abscheidung dieses Faktors vom Grade 8m; folglich: Die 
Radiale der Parabel j/^-^^'^p^otr ist eine Kurve, deren Ordnung 
gleich der größeren der beiden Zahlen 2m -{-n und 2ni ist. 
Z. B. ftlr die gewöhnliche Parabel ist die Radiale von der dritten (s. o.), 
für die semikubische (j/^ -» px*) von der vierten, fElr die kubische 
(f/" — p'^x) von der sechsten Ordnung. 

IT* Föhren wir eine ähnliche Rechnung wie die obige fOr die Kurve 

af»y"«a"*+" (16) 

aus, so bekommen wir die Polargleichung der Radialen ab 

— tgoj -cob'o 

Aus dieser ergibt sich, daß, wenn m, n ganze, relativ prime Zahlen 
sind, diese Kurve algebraisch und von der Ordnung S(fn + n) ist 
Die Radiale der durch ar"'|/» = a"'+" dargestellten Hyperbel ist eine 
Kurve von der Ordnung 3 (nt -}- ^)* 

an» Ähnliche andere Sätze würde man erhalten, wenn man 
die dargelegten allgemeinen Betrachtungen auf die Kurven anwendet, 
bei denen der Bogen proportional einer Potenz des Krümmungsradius 
ist; es ist leicht einzusehen, daß ihre Radialen Spiralen höheren 
Grades sind^). 

266. Das obige Verfahren zur AufEmdung der Radiale einer 

Kurve, deren natürliche Gleichung man kennt, läßt sich umkehren 

und führt zu dem umgekehrten Probleme der Radialen, nämlich 

die Aufsuchung derjenigen Kurven — Antiradialen wollen wir 

sie nennen — die eine vorher bestimmte Kurve als Radiale haben. 

Ist nämlich eine Kurve gegeben, die in Polarkoordinaten dargestellt 

wird durch ^. . .-q. 

»-AW; (18) 

so erhält man, wenn man co » 0, (f^R setzt und differenziert 
de^f(R)'dR. 

1) Eine Bemerknng von G. Pirondini. — Die Radialen der DelaunaTSchen 
Kurven (Nr. 214) findet man aQBf&hrlich untersucht in dem AufsatBe von 
F. P. Bnffini, Intomo aüe r<idiale deUa linea generaia cUü fuaeo di una eonioa 
la quäle rotoli sopra una retta (Bend. Acc. Bologna 1901—1902). 



Sechstes Kapitel: Die Radialen. 299 

Multipliziert man mit R und beachtet^ daß 2Z*d9»d5, so ergibt 

sich schließlich /* ^ 

s=fB-fiIC).dB, (19) 

und dies ist die natürliche Gleichung der Antiradialen der Kurve (18). 
Suchen wir z. B. die Antiradiale einer beliebigen Geraden 

iccosa + ysina—p — 0; 

wir transformieren diese Gleichung; indem wir Polarkoordinaten ein- 

führen^ und bekommen 

CD =a a + arccos — • 

Da nun hier f(fi) — a + arccos— > so liefert uns die Gleichung (19) 



s 
daher ist 






oder auch ^ ^ 



2 ' 

vergleichen wir das Resultat mit der Gleichung (21) in Nr. 286, so 
ergibt sich: Die Antiradiale einer beliebigen Geraden ist eine Eetten- 
linie gleichen Widerstandes. 

Die Antiradiale eines Kreises ist eine neue Kurve, die man schon 
untersucht hat^). 

SeUußbemerkungen. L G. Pirondini hat vor kurzem ein Ab- 
leitungsgesetz für Kurven ausgedacht und angewendet, das ähnlich 
dem zur Radiale führenden ist, so daß er die entstandenen Kurven 
als Pseudoradialen bezeichnete'). Es lautet: Durch einen festen 
Punkt der Ebene einer Kurve f ziehe man die Radienvektoren q gleich 
den Krümmungsradien R von F und so gerichtet, daß ein Bogen s^ der 
Kurve f^, welche der Ort der Endpimkte dieser Vektoren ist, gleich 
wird dem entsprechenden Bogen s von f. F^ ist dann die Pseudo- 
radiale von F. Die Beziehung -zwischen F und Fj ist also eine solche, 
daß die entsprechenden Bogen gleich lang sind, und die Krümmungs- 
radien der ersteren gleich der Radienvektoren der zweiten. 

IL Die erste der zu Anfang von Nr. 264 (S. 289) angeführten Eigen- 
schaften der Radialen teilen diese mit einer anderen Kurve f^, die 
man aus F auf folgende Weise erhält: Man verbinde einen festen 
Punkt der Ebene von F mit einem beliebigen Punkte P der Kurve 

1) C. Mineo, Le anUrcuUdU del cerMo (Rend. Circ. matem. Palenno, XXIY. 
1907). 

S) Propnetä carcOteriatiehe di älcune linee plane e a doppia cwrvaiura (Le 
matematiche pure ed applic. 11, 1908). 
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und trage auf OP von ans die Strecken OP^ gleich dem Erümmnngs- 
radioB von F in P ab; der Ort der Punkte P^ ist die Eorve f^ 
Es ist leicht zn zeigen^ daß, wenn V algebraisch und yon der Ordnong 
n ist, r^ auch algebraisch nnd im allgemeinen yon der Ordnong 
2n(^n—2) ist. Diese Zahl erniedrigt sich aof die Hälfte^ wenn f den 
Ponkt ab Symmetriezentrom hat. Wir wissen z. B., wenn das 
Zentrum einer Ellipse V ist, dann ist f^ eine Kurve 8. Ordnung 
(s. Bd. I S. 288). Sie erniedrigt sich weiterhin um 2r (3r--2), wenn 
ein r-facher Punkt von V ist. Usw. 

Ist die Polargleichung von f als (» = f{p) bekannt, so erhält man 
abbald daraus die von f^ als 

Ist z. B. r die logarithmische Spirale p » c • e^ * ^^^, so erhält man 
ffir r^ die durch 

dargestellte Kurve, die wiederum mit F identisch ist; damit ist die 
Zahl der Fälle, in denen sich jene wunderbare Spirale in sich selbst 
reproduziert (S. 67), wieder um einen vermehrt. — Diese neuen Radialen 
sind bis jetzt nur für den Fall der Ellipse untersucht worden. 



Siebentes KapiteL 
Die Brennlinien^). 

267. In einer Ebene sei ein einfach unendliches System 5 von 
leuchtenden Strahlen gegeben, die ein bestimmtes Gesetz befolgen; 
wir können sie entweder als parallel, oder in einem Punkt zusammen- 
laufend, oder allgemeiner als eine gegebene Linie A berührend, oder 
ab zu einer anderen A' (der Evolvente von A) senkrecht stehend an- 
nehmen. Es sei dann in derselben Ebene eine Kurve F gegeben, die 
entweder ab spiegelnd oder Grenze eines lichtbrechenden Mediums 
angesehen werde. Dann verwandeln sich die Strahlen des Systems 5 
in die eines anderen 5', die dann ihrerseits eine andere Kurve B 
tangieren bzw. zu einer anderen B' (der Evolvente von B) normal 
sind. B heißt dann die Brennlinie (Kaustika) von F und ge- 
nauer — um eine übliche, von Johann Bernoulli^) vorgeschlagene 

1) AnsfOhrliche bibliographische Notizen über diese Kurven finden sich in 
der Diaseriatio maOhematiea de wwenienda aeqwxtUme causticarum (Lngd. Batav., 
1887) von G. J. Matthes; außerdem in einigen Artikeln als Beantwoitong einer 
von A. Gornn im IntennSdiaire gestellten Frage (II, 1896, S. 208 n. 881; VI, 
1899, 8. 101). 

2) S. die Abh. Lineae eyehiddUs, evolutae, antevoUUae, eausUeae, anHeauHi- 
eae, pmeaustieae (Acta erad. Mai 1692; Joh. BemauUi Opera I, 8. 491—802). 
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Benennang zu benntzen — die Eatakaastika^ wenn F spiegelnd, 
Diakaastika, wenn F als brechende Kurve gedacht wird^). Der 
gewöhnliche Fall ist der, daß 3 ein Strahlenbüschel mit endlichem 
oder auch unendlich fernem Scheitel ist, und diesen Fall hatte auch 
Tschirnhausen im Auge, der — wenn man Ton einigen unbestimmten 
Äußerungen Ton Maurolico^) absieht oder von solchen in der Optik 
Barrows^) — als der erste bezeichnet werden müßte, der die Idee 
der berühmten Kurven, denen dies Kapitel gewidmet ist, gefaßt hat^), 
„wenn er sie nicht 1678 in Paris durch Huygens kennen gelernt 
hat"*). 

Die älteste bestimmte Spur derselben findet sich in einem Briefe 
Tschirnhausens an Leibniz vom 7. April 1681, in welchem er 
diesen fragt, ob er sich schon mit der Kurve beschäftigt habe, die 
durch die Schnitte (paralleler) Lichtstrahlen entstehe, nachdem diese 

1) Außer diesen Kurven hat Bemoulli noch zwei andere Kurven betrachtet, 
deren Definition folgende ist: „Wenn alle Strahlen eines Systems S durch einen 
Punkt F gehen, und es ist FM einer derselben, MP der von der Kurve F 
reflektierte Strahl, wobei M der Einfallspunkt und P der Berührungspunkt mit 
der Kaustika ist; ist ferner P^ der su P symmetrische Punkt auf dem aus- 
tretenden Strahle, und P, der Punkt des Einfallsstrahles, der von M denselben 
Abstand hat, wie P, so heißt der Ort der Punkte P^ die Antikaustika, der 
von P, die Perikaustika von r/* Diese Bemerkung steht in Zusammenhang 
mit der anderen, daß man jede beliebige KurYe.(ausgeifommen die^Gerade) ansehen 
kann als durch Reflexion oder Refraktion aus einer anderen geeignet gewählten 
entstanden; die Aufsuchung der letzteren bildet das „inverse Problem der Kau- 
stiken": diesem ist eine Abhandlung gewidmet von G. W. Strauch, Dm um- 
gekehrte Problem der Brennlinien (Wiener Denkschriften, XX, 1869). — Die oben 
definierten Kurven sind nicht die einzigen, die ihre Entstehung der geometrischen 
Optik verdanken; wir f&hren noch die von Leibniz als Acampta, Aclasta 
und Synacampta bezeichneten an (vgl. den Anhang zu einem Briefe an 
Joh. Bemoulli vom 7. Januar 1764, Leibniz^ ed. G^hardt, III, S. 7S4) sowie die 
von Mairan betrachteten (Quatrihne partie des Becherdies fhyHeo-nuUih^atiques 
aur la riflexion des corps, M^. de Paris, 1740} und von Fönten eile angegebenen 
(Historie de VAccul. des Sciences^ 1740, S. 89—102); eine derselben nannte er 
courbe r^fractoire ou anaclastique, eine andere courbe r^flexoire 
ou anaoamptique. Die Anaklastika Mairan s ist eine Kurve 4. Ordnung, 
ähnlich der Konchoide des Nikomedes; ihre Gleichung ist 

m^-n* , (a'-g')(a? + &)*-a'6« 

Bei der Untersuchung dieser Kurven bediente sich Mairan gewisser erzeugender 
Kurven, die von ihm ,,courbes des s^cantes ouvertes en äventail^^ bzw. 
„courbes säcantes ferm^es en ^ventail" genannt wurden, und die nichts 
anderes als zentrische Kegelschnitte sind. 

8) Macri, CommemorcusümedellVCentenariodi Francesco Maurolieo (Messina 
MDCC(DXCIV), S, 111. 

8) Montucla, Histoire des MoMnuitiques U. Nouv. ^d. (Paris, 1799) S. 889. 

4) Vgl. den § 9 des Werkes von Weissenborn, Lebensbeschreibung von 
F. TT. von Tschimhausen (Eisenach, 1866). 

6) So M. Cantor, Vorlesungen III. (S. Aufl., Leipzig 1901) S. 148. 
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eine Beflexion an einer Kurve erlitten haben, wobei er hinzafQgte, 
daB jene geometrisch sei, wenn diese es ist^). Leibniz antwortete 
unterm 18. Mai desselben Jahres'), indem er erklärte, daß er die ihm 
vorgelegte Frage wohl nicht richtig yerstanden habe, da es iVini 
schiene, daß die Schnitte der reflektierten Strahlen keine Kurve 
bildeten, sondern die ganze Ebene bedeckten. In der Erwiderung, 
geschrieben von Paris unterm 27. Mai 1682'), wurden dann die Gesetze 
über die Brennlinien dargelegt, die Tschirnhausen in den Ada 
erudüorum vom Noyember 1682 unter dem Titel Inventa nova, exhibita 
Parisiis Societaii regiae Scientiarum veröffentlichte; die hauptsächlichsten 
von ihnen finden sich auch in einem Briefe von Leibniz an denselben 
Tschimhausen.^) Nächst Leibniz ist Johann Bernoulli deijenige, 
der die Theorie mit größerem Erfolge bearbeitete^); ihm verdankt 
man die Betrachtung solcher Strahlen, die in einem besonderen Punkte 
zusammenlaufen, den Begriff der Diakaustik, sowie die Bestimmung 
der Brennlinien spezieller Kurven; durch ihn erlangte die Theorie der 
bezüglichen Kurven schon einen solchen Grad der Vollkommenheit, 
daß die Geometer längere Zeit hindurch dieses Thema lallen ließen, 
da es keine Früchte zu bringen versprach, die der Mühe lohnten. 
Der von Tschimhausen und später von anderen angewendete Kunst- 
griff bei der Bestimmung der Brennlinien durch Reflexion besteht 
in der Betrachtung dev ,Jjänge des reflektierten Strahles^; darunter 
versteht man die Länge l der Strecke zwischen dem Einfallspunkte 
und demjenigen Punkte, in welchem der Strahl die von ihm umhüllte 
Brennlinie berührt. Für diese Lauge erhält man nämlich einen sehr 
einfachen Ausdruck in dem Falle, daß die Lichtstrahlen parallel sind. 
Diese kann durch folgende Rechnung erhalten werden« 

^"'^ m,v)'0 (1) 

die Gleichung der spiegelnden Kurve F in rechtwinkligen kartesischen 
Koordinaten. Nehmen wir den unendlich fernen Punkt der Ordinat- 
achse als leuchtenden Punkt, so wird o; — | «— die Gleichung eines 

beliebigen Lichtstrahles, (^ — 6) + (y — • i?) 37= 0, die der ent- 
sprechenden Normalen sein, und demnach 

(«-5)[l-(5f)] + 2(y-i,)^-0 .... (2) 



1) Leibnig, ed. Gerhardt, lY, (Halle a. S. 1869) S. 484. S) Das. 

8) Das. 8. 487. 4) Das. S. 491. 

6) Die bezügl. Arbeiten finden sich in Joh. Bemauüi Opera, in Abschnitten, 
die man leicht yermittelst des Index rerum bei dem Artikel CaiMÜea auffinden 
kann. An diese knüpfen sich einige Schriften Jacob Bernoallis, die in Jacdbi 
Bernoulli Opera 8. 478, 649 u. 1077 stehen. YgL auch de l'Höpital, Mithode 
facüe pour diterminer Üb points des eaustigues par rifiracUon usw. (Mäm. de Paris, 
X, 1666—1699). 
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die des reflektierten Strahles. Die Eatakaustika, die ja die Enyeloppe 
dieser Strahlen ist, hat zur Gleichnng das Resultat der Elimination 
Ton i nnd i}, ans (1), (2) nnd der Abgeleiteten von (2), also der 
Gleichung ^ . 

-(^-5)^ + (y-.?) ^' • • ■ • (3) 

werden nnn die Gleichungen (2), (3) nach x — i, y — fi aufgelöst, so 
erhalt man , ,j ^^ 

^-6--a5' y-^-— ^, .... (4) 

wodurch die Koordinaten x, y eines beliebigen Punktes der Eata- 
kaustika in Funktionen der Koordinaten i^rj des Einfallspunktes ge- 
geben sind. Aus ihnen ergibt sich 

Ist nun B der ErömmangBradiaa und x der Reflexionswinkel, so hat 
man j^ 



him 



JB .. b * f cos T «- 7 9 

und daher ?-|Bcost (5) 

Dies ist die angekündigte Beziehung; sie sagt aus: Ist Jf(g, i]) ein 
Punkt der spiegelnden Kurve und C das zugehSrige Kribnmungs- 
zentrum, so findet man den entsprechenden Punkt JPix^y) der 
Brennlinie für parallele Strahlen, indem man dem Mittelpunkt der 
Strecke MC auf den reflektierten Strahl projiziert^). 

Wenden wir die erhaltenen Resultate auf spezielle Kurven an, 
so erhalten wir interessante Resultate, wie folgende Beispiele zeigen. 

a) Die spiegelnde Kurve sei ein Kreis |' + ^' — a' Betrachten 
wir (Taf. Y, Fig. 58) einen beliebigen in M parallel mit der 
y- Achse einfallenden Strahl iy der die rr- Achse in N schneidet und 

1) Weitere Einzelheiten insbeflondere über die quadratiBche YerwandtBcbaft 
Bwischen dem System der leuchtenden Punkte und der Bildpnnkte, über das 
umgekehrte Problem aus B die Eunre F sn finden, sowie über die Krümmung 
der Brennlinien findet der Leser in der neueren Arbeit von E. Stübler: Über 
Brennlinien durch Befiexion (Zeitschr. für math. u. nat. Unterr. 89. Jahrg. 1908, 
S. 131—144); insbesondere sei dort der Satz bemerkt: In den Berührungspunkten 
von B mit F verhalten sich die Krümmungsradien wie 8 : 4. 
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den entsprechenden reflektierten r. Projizieren wir nnn die Mitte Q 
des ßadios OM anf r als P; so ist P ein Punkt der Katakaostik, 
ist nun H die Mitte der Strecke MN, so ist offenbar MH^ MP, 
folgUch laßt sich die Katakaustik des Kreises punktweise konstruieren, 
wenn man auf jedem reflektierten Strahl Tom Ein&llspunkte aus ein 
Viertel der auf dem einfallenden Strahle abgeschnittenen Ereissehne 
abträgt« — Die analytische Darstellung der fraglichen Kurve erhalt 
man leicht, indem man entweder obige Konstruktion in Formeln 
kleidet, oder die Gleichung (4) benutzt^). Setzt man i^a cos ip, 
fl ^ a BiRfpf so findet man auf die eine oder andere Weise 

fl? — ^ (3 cos q> + cos 3g)), y = — (3 sin g) + sin 3g)), 

und diese Gleichungen zeigen: Die Katakaustik eines Kreises mit dem 
Radius a für parallele Strahlen ist eine gemeine Epizykloide, die 

entsteht, wenn ein Kreis mit dem Badios -j auf einem andern mit 

dem Badius ^ roUt«) (rgl. S. 95—96). 

b) Eine neue bemerkenswerte Kurve erhalt man, wenn man Ton 
der Parabel , ^ ^ 

ausgeht') Dann liefern uns die Gleichungen (4) 

eliminiert man |, ij, so gelangt man zu 

Mpy^ - x(2x - 9i>)«, 

als Gleichung der gesuchten Katakaustik. Diese laßt sich jedoch 
noch auf eine andere Weise darstellen, die ihre interne Natur klar- 
legt. Aus der letzten Gleichung erhalten wir nämlich f&r das Bogen- 
diffierential und den Krümmungsradius 

ds 2x + Sp ü (2« + 8p)». 

j~~ ^ > dt =» TT 5 

durch Elimination von x erhalt man dann 

1) Die Tangentialgleichang der fraglichen Brennlinie findet Bicb bei J. Booth, 
A tretxUae on same neu? geometriccU methods L (London, 1873) Gap. XIII. 

8) Diese elegante Folgenmg, sowie die vorige Ponktkonstraktion der Kau- 
stika wurde von de La Hire entdeckt imd in der Abb. Examen de Ja eowrbe 
formte par les rayons riflichM dans un gpuirt de cerele (Mäm. Acad. Sciences, 
depnis 1666 jnsqn'ä 1699, Paris 1780, S. 894—810) dargelegt. Daselbst ist 
übrigens irrtümlich folgende, vonTschimhansen angegebene Eonstroktion bewiesen: 
Man beschreibe einen Kreis, der den zu den Lichtstrahlen senkrechten Radios OA 
des gegebenen Kreises znm Durchmesser hat, nehme anf jeder Ordinate die 
Mittelpunkte D des Segmentes BC, das von beiden Seiten begrenzt wird; diese 
bilden die Katakaustik des gegebenen Kreises. 

8) Vgl. N. Fuß, De navis quibusdam eausticae parabcHae proprieMibua 
Nova. Acta Petr. Vm, 1712). 
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i /^ dB 

8 ^ 



1 /% an 



ab natürliche Gleichung. Die Brennlinie der Parabel ist also (den 
Entwicklungen in Bd. I, S. 476 zufolge) eine Sinusspirale mit dem 

Index » -g ; infolgedessen kann die fragliche Kurve in Polarkoordinaten 
durch 11 

Q ' = a ■ cos f — g^ 0) j oder a =« p cos" j 

dargestellt werden. Diese Kurve ist uns daher schon früher als 
Trisektrix von Gatalan (Bd. I; S. 91) begegnet. 

C) E. Kostlin hat gezeigt^), daB die Brennlinie der dreispitzigen 
Hypozykloide für parallele Strahlen stets eine reguläre Astroide von 
konstuiter Größe ist. 

d) Nehmen wir ab spiegelnde Kurve die Zykloide 

S — a arc cos -^^ — y2afj — iy*, 
80 findet man als Gleichung der Brennlinie: 

und nach Elimination von i, 17 

a: — Y arccos — ^ — yay — y«. 

Die Brennlinie einer Zykloide ist also eine andere Zykloide, bei 
welcher der Durchmesser der rollenden Kreises gleich dem Radius 
des die ursprüngliche erzeugenden Kreises ist Dieses Resultat 
verdanken wir Joh. BernouUi. 

e) Wir betrachten die logarithmische Kurve, dargestellt durch 

a ^ a 

und ein System von Lichtstrahlen, die parallel zur ^-Achse einfallen. 
Der Strahl y ^h wird alsdann refleÜdert in die Gerade mit der 
Gleichung ^ 

Differenzieren wir nach h, so erhalten wir k^y + a. Durch Eli- 
minieren von h findet man dann die Gleichung 



1) Mitteil. d. inath.-nat. Yeieins Wfirttemberg Bd. 8, S. 88. 

Lorift, Bbene Kurren. S. Aufl. IL 20 
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die eine Eettenlinie darstellt. Folglich: Die logariilimisclie Kurve 
y » a log - hat für parallel der x-Aelise einfallende Strahlen zur 

Katakanstik die Eettenlinie ^ =- 2^ \e ' + « ' / )• 

f ) Die Brennlinien der schiefen Parallelprojektionen der Loxo- 
drome eines geraden Ereiskegels sind Enryen Yon derselben Art') 

268. Wir kehren zu allgemeinen Betrachtangen zurück nnd be- 
merken zunächst, daß die Gleichung (6) nnr ein Spezialfall der Be- 
ziehung ist; welche die Länge l des einfallenden Strahles mit der 
Länge V des reflektierten oder gebrochenen Strahles yerknüpft, in 
dem allgemeinen Falle , daß der leuchtende Punkt in endlicher Ent- 
fernung liegt. Bezeichnen wir den Einfalls- und den Brechungswinkel 
bzw. mit fi und fi' und das konstante Verhältnis ihrer Sinus (den 

sog. Brechungskoeffizienten) mit —,, so lautet die allgemeine Be- 
ziehung • , , • r, 

wozu bemerkt werden möge, daß im Falle der B>eflezion n -f m' « 
und fi + (i'^O, Der Hauptsache nach findet sie sich in den Werken 
Joh. BernouUiSy in dieser Form jedoch in der Sammlung van Auf- 
gaben und Lehrsättsen aus der analytischen Geometrie (Berlin 1833, 
S. 467) Yon Magnus. Den Beweis wollen wir uns schenken, da das 
Feld ihrer Anwendbarkeit kein großes ist; desgleichen den Beweis 
f&r die Relation 

die den Bogen s der reflektierenden Eurve, der begrenzt ist von den 
Punkten, die Yom leuchtenden die Abständen I^ und l^ haben, mit dem 
entspredienden der Eaustik verknüpft.') 

Ein neuer mächtiger Antrieb zum Studium der Eaustiken ging 
1808 Ton Malus aus durch seine berühmte Memoire sur VOpiique 
(Journ. de T^cole polyt. YII). Es ist hier nicht der Ort, auf die 
bewunderungswürdigen ßesultate derselben einzugehen, zumal sie 
größtenteils die Verteilung der Lichtstrahlen im Räume betreffen und 
somit mehr Beziehung zur Geometrie der Oberflächen und der Linien- 
kongruenzen als zur Geometrie der Ebene haben, auf die wir uns 
hier beschränken müssen. Nnr eine Ausnahme soll gemacht werden, 
und zwar wegen eines Satzes, dem man die Einführung eines neuen 
Begriffes verdankt, der so fundamental ist, daß er eine radikale 
Änderung in der Theorie der Eaustiken hervorgerufen hat 

1) Briefliche Mitteilung (1901) von Oberlehrer J. FinsterbuBch in Zwickau. 

2) S. die S. 808 a. Abh. y. Stübler, S. 187. 

8) Magnus, o. a. 0. S. 648. Im Falle n-f n'>»0 geht (7) auf die Bemoulli- 
8che Gleichung asurück. 
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Wir betrachten zu dem Zwecke die Kurve A'^ zn der alle ein- 
Mlenden Strahlen normal sind; i'y f{ seien die Koordinaten eines be- 
liebigen Punktes derselben^ x^ y die des entsprechenden der Knnre F^ 
welche die brechenden Medien trennt Wenn wir dann mit i, tj die 

laufenden Koordinaten bezeichnen und -^^p setzen, so werden die 

Gleichungen des einfallenden Strahles, der Normale zur Kurve F und 
des austretenden Strahles bzw. von folgender Gestalt sein 

1? - y - *' (5 - «), iy - y - - i (I - a:), 1? - y = * (I - a;); 
da nun der einfallende Strahl durch den Punkt (|', ff) der Kurve A' 

geht, BO ist ,r_y_jr(|r_^), 

wahrend die Gleichung 

das Grundgesetz ausdrückt, welches die Erscheinung der Refraktion 
beherrscht. Mit Berücksichtigung der vorigen Gleichung kann nun 
diese geschrieben werden 

f» — — ■ ^ f» 



sie stellt den austretenden Strahl dar und wird offenbar befriedigt 
durch die Koordinaten |, tj eines Punktes N, von der Art, daB 



Schreiben wir diese Beziehungen folgendermaßen: 

(I - xy + (, - y)» - ;;.((!' - xy + (V - yy); 

so sehen wir, indem |, tj die laufenden Koordinaten sind, daß die 
erste dieser Gleichungen einen Kreis K darstellt, dessen Zentrum im 
Inzidenzpunkt liegt, und dessen Radius das Produkt aus dem Brechungs- 

koefüzienten — und dem Abstände jenes Punktes vom leuchtenden 

Punkte ist. Die zweite Gleichung entsteht dann durch Differenzieren 
der ersten nach x, N{i, tf) ist demnach der Berührungspunkt des 
Kreises K mit der Kurve B', die von allen diesen analog konstruierten 
Kreisen umhüllt wird. Der austretende Strahl enthält sowohl diesen 
Punkt N als auch den Mittelpunkt (x, y) von K, er ist daher normal 
zu diesem Kreise, also auch zu der umhüllten Kurve; letztere ist also 
normal zu allen austretenden Strahlen, mit anderen Worten: B' ist 
eine Evolvente der Kaustik A. Die Kurven B'; die Evolventen der 

20* 
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Brennlinien B, tragen den ihnen yon Quetelet^) gegebenen Namen 
sekundäre Kanstiken (Nebenbrennlinien). Ans allem diesen er- 
gibt sich nnn folgender Satz Ton Oergonne: Die Kaustik B einer 
beliebigen (spiegelnden oder brechenden) Knrve r für solche Strahlen, 
die eine Knrve A berfihren (oder zu einer Knrve A', der ETolyente 
von A, normal sind), ist die Evolute der sekundären Kanstik.') 
Zufolge dieses Satzes zerföllt die Untersuchung der Brennlinie in 
zwei TeilO; nämlich 1. die Untersuchung der Enyeloppe des nach 
einem bestimmten Gesetze yariabeln Kreises und 2. die der Evolute 
einer gegebenen Eurve^ und diese beiden können sowohl geometrisch, 
ab auch analytisch ausgefElhrt werden. 

Wenden wir den soeben bewiesenen Satz von Gergonne an für 
den Fall der Refraktion ^ wenn die Brechungskurve eine Gerade ist 
und die Strahlen von einem Punkte ausgehen, so finden wir, daß die 
sekundäre Eaustik eine Ellipse ist; ist dagegen die brechende Kurve 
ein Kreis; so ist sie ein Gartesisches Oval"). Die Diakaustik einer 
Geraden ist also die Evolute einer Ellipse^); die eines Kreises ist 
im allgemeinen die Evolute eines Cartesischen Ovales^), liegt aber 
der leuchtende Punkt auf der Peripherie des Kreises, so ist die Dia- 
kaustik eine Kardioide, welcher umstand schon dem Job. Bernoulli 
bekannt war. 

Der Satz von Gergonne, der auf die Existenz der sekundären 
Elaustiken hinweist, bedeutet einen Höhepunkt in der Geschichte der 
Theorie der Brennlinien; die späteren Arbeiten haben zu den be- 
kannten Resultaten nur weniges von Bedeutung hinzugefCLgt: einige 
wandten auf diese Kurven die Methoden der natürlichen Koordinaten 
an^), andere suchten den Zusammenhang mit einer anderen Klasse 
von Kurven, nämlich den Fußpunktkurven''), wieder andere stellten 
Beziehungen auf zwischen den Kaustiken und der Theorie der Be- 
wegungen^), noch andere beschäftigten sich mit den Sätzen über ihre 

1) Demonstration et cUvelqppements des principes fondamentaux de la Morie 
des eaustiques sSeondaires (Mäm. Acad. Bälgique Y, 1889). 

2) Gergonne, Swr les causttqvtes planes (Annales de Math. XY, 1824 — 26). 

3) Salmon-Fiedler, Höhere ebene Kurven, IL Aufl. (Leipzig, 1882) 8.127. 

4) Dieser spezielle Satz wurde von Gergonne schon 1820 bewiesen {De 
la manüre dont les poissons notu voyent et dont nous les voyons, Annales de 
Math. XI, 1820 — 21); ein direkter analytischer Beweis steht in SchlOmilch, 
Compendiwn d. höh. Änalysis (6. Aufl. Braonschweig, 1881) I, 8. 182. 

6) Auch dieser Satz ist Siteren Datums als der von Gergonne, indem er 
sich schon in den Becherches d'andlyse swr les eaustiques planes Ton C. Sturm 
findet (Ann. de Math. XY, 1824—26). 

6) Habich, Sur un systhne particulier de coordonndes. Application aux 
eaustiques planes (Ann. di Mat. 2. Ser. II, 1868—69). 

7) Ygl. Em. Weyr, Über die Identität der Brennlinien mit den Evoluten der 
Fufipunktkurven (Zeitschr. Math. Phys. XIY, 1869). 

8) G. Eoenigs, Legons de cinSmatique (Paris, 1897) S. 166. 
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Rektifikation.^) Viel zahlreicher jedoch sind die Schriften; die sich 

mit der Bestimmung nnd Untersuchung der Brennlinie spezieller 

Eurren befaßt haben: unter ihnen n^ die Memoir i4pon C(mstics 

von A. Cayley herror (Phil. Trans. CXLVII, 1857 und CXVII 1867), 

worin der Fall, daB die betrachtete Kurve eine Gerade oder ein Kreis 

sei, erschöpfend behandelt ist. Nicht zu vergessen seien auch die 

Arbeiten, in denen die Katakaustik einer Kardioide bestimmt wird'), 

sowie der Beweis, daß jede Kurve, die eine Polargleichung von 

der Form , , . ... 

a« — p"(cos wa))±^ 

hat, zur Katakaustik eine Kurve von folgender Oleichung hat') 

Q ^ a cost *|>(D • sin qa>. 

Nennenswert sind auch die Arbeiten 6. F. Steiners^), die sich die 
Bestimmung der Plückerschen Charakteristiken der E[atakaustiken 
einer algebraischen Kurve, deren Charakteristiken bekannt sind, zur 
Aufgabe gestellt haben; sich stützend auf die fundamentalen Be- 
trachtungen Björlings in der Arbeit Über entsprechende SinguiarU 
täten in algebraischen Ebenen Suroen (Nova Acta Beg. Soc. üpsal. 1879) 
gelangt der Verfasser zur Losung dieses Problemes, nicht ohne be- 
merkenswerte Benutzung von Resultaten, die an speziellen Kurven 
erhalten sind; die uns gesteckten Grenzen verbieten uns, mehr als 
diesen Hinweis auf jene Forschungen zu geben. 

269. Der Begriff der K^ustik erhielt eine bemerkenswerte Ver- 
allgemeinerung^), die wir hier nicht unbeachtet lassen dürfen. — In 
einer Ebene sei eine Kurve F und ein Büschel paralleler Lichtstrahlen 
gegeben. Man betrachte einen beliebigen dieser Strahlen a; Jf sei 
der Einfallspunkt, fi der Winkel, den er mit der Tangente ni an F 
in M bildet (Taf. V, Fig. 59), durch M ziehe man aLsdann eine 
Oerade Z^, die mit m einen Winkel /i' bildet derart daß immer 

f.'9 (7) 

Ist 9 "« 1; SO ist die Enveloppe der Strahlen h die gewohnliche E[ata- 
kaustik der Kurve P, hat q einen beliebigen Wert, so heißt die 
Enveloppe die Kaustikoide. Bemerkenswert sind die HUle p = — ^ 

1) A. Genocchi, Intomo aiUa rettifieoLgione e aÜe proprietä ddU eausHche 
secondarie (Annali di Matern. VI, 1864). 

8) A. H. Gurtis, Geomeiriedl proof, {hat ihe causUc by reflexian of a eardn 
iaid produced by rays proeeeding from iis ciup ia an epicycloid (MesB. Mathem. 
2. Ser. Xn, 1882). 

8) Lord M*Laren, On the reflexion-^xnuHes of symetrical ewrves (Froc. R, 
Soc. Edinbonrgh XYII, 1889). 

4) Über die KatcücausHken algebraischer ebener Kwnen (Dissert. Lnnd, 1896). 

6) Grane, Über Kwrven mit gleichartigen sukzessiven Developpoiden (DiBsert. 
Land, 1894). 
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und p — — 2; im ersteren Falle ist h die Halbienrngsliiiie des Winkels 

(a, m), im zweiten dagegen die Halbierungslinie des Winkels (&, m\ wie 

es die Figoren 60, Taf. V nnd 61, Taf. VI zeigen. 

Die bequemste analytische Darstellung der Eaustikoiden erhalt 

man, wenn man die Kurve P als durch die Oleichung einer beliebigen 

ihrer Tangenten, in der Art wie in Nr. 252 dargestellt^ ansieht, also 

durch -,, V 

y cos r — fl? sm T = -T (r). 

Setzen wir r =- — ^ und -F (ö — |^) — f(ß)} 80 können wir sie 

schreiben auch als a . • n ^/an 

fl? cos + y sin ö — f(0). 

Wir bezeichnen nun mit y cos a — :r sin a — die Oleichung der 
durch den Anfang parallel zu den einfallenden Strahlen gezogenen 
Geraden. Die allgemeine Oleichung der Geraden b ist o£fenbar yon 
der Form 

(x - feoB e + f Bind) cos l + (y - fsin - /* cos 0) sin A - 
oder xQOBX + ysmX-^ f(ß) cos (X - 0) + ^(0) sin (A - 0). . (8) 
Da nun ft — — a, ^'« X — 0, so wird die Oleichung (7) zu 

e — a 1 

und diese ermöglicht uns, aus der Gleichung (8) zu eliminieren; 
man erhält 

xcoBl + ysinl^f (^ + «) • cos ^jf^ 

+ ''C-T-t + -)"TF^ <•> 

Dies ist die „magische Gleichung^ einer beliebigen Tangente der Eau- 
stikoide und kann somit als analytische Darstellung der Eurre selbst 
angesehen werden. Setzen wir im speziellen q ^ 1 und verwandeln 
der Bequemlichkeit halber il in 0, so erhalten wir 

+ y sin =. /^ [-^J'^OB -y- + f ^-^j.sm -^, 
oder auch 

a; C08 + y sin e - 2 ^[/•(l±^).Bm «T-^J; 

nun entsteht diese Gleichung durch Differenzieren folgender Gleichung 

nach / j. \ _ 

a; sin — y cos = 2/* (^y^Vsin ^-^, 

demnach stellt die letzte Gleichung die Evolyente der durch die Yor- 
letzte dargestellten Kurve dar, also der sekundären Eaustik yon P; 
die Existenz dieser Eurve ist somit von neuem dargetan und außer- 
dem eine bequeme analytische Darstellung derselben gezeigt worden. 
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Schliefilich soll eine einfache Anwendung der Qleichong (9) gemacht 
werden, nämlich für den Fall, daß F ein Kreis mit dem Zentrum 0, 
dem Radius a sei. Dann ist f(ß) » a, folglich wird Gleichung (9) 

o; cos il + v Sin il = a COS . ' « 

die (nach Nr. 258) interpretiert aussagt: Alle Kaustikoiden eines 
Kreises sind Epizykloiden, die algebraisch sind oder nicht, je nach- 
dem Q rational oder irrational ist. 



Achtes KapiteL 

Fußpnnktkurven, fifegenfbßpnnktkuryen und Podoiden. 

270. Gegeben eine Kurve F und ein fester Punkt P, man falle 
Yon diesem auf alle Tangenteu von F das Lot, die Fußpunkte dieser 
Lote bilden dann eine neue Kurre, die man die Fußpunktkurve 
oder Pedale yon Pin bezug auf P nennt. Der Begriff rührt von Mac- 
laurin^) her; der Name jedoch wurde ihr yon O.Terquem gegeben.') 
Wenn man dagegen den Punkt P auf alle Normalen yon F pro- 
jiziert, so erhält man die Fufipunktkurye der Eyolute von F in bezug 
auf P; sie heißt die Gegenfußpunktkurve oder Kontrapedale') 
und kann punktweise konstruiert werden, indem man durch P die 
Parallelen zu den Tangenten zieht und ihren Schnitt mit der jedesmal 
zugehörigen Normale bestimmt. Wenn man zu jeder Kurye in der 
Ebene die Fußpunktkurye bestimmt hat, so hat man damit eine spe- 
zielle Berflhrungstransformation ausgeführt, die S. Lie die Fußpunkt- 
transformation^) genannt hat; sie kann als das Produkt einer 
Liyersion und einer Polarität in bezug auf einen Kreis aufgefaßt 
werden.^) 

Um die Natur dieser Transformation besser zu kennzeichnen*) 
nehmen wir als Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinaten- 

1) Phü. Trans. R. Soc. London 1718 und 1719: C^eometria organica (London, 
1720) S. 96 ff. Bilden die dorcli P gezogenen Geraden einen konstanten, aber 

von -— Terscliiedenen Winkel, so bat man dagegen eine schiefe Fußpnnkt- 

knrye; ygL Barisien, Aire de Ja podaire oblique de la d^eloppSe öbUque de 
Vellipse (Nony. Ann. Math. 4« Sär. L 1900). 

8) Nouv. Ann. Math. Y, 1848, S. 2B9. Alte und neue Konstruktionen für 
Fufipttviktkurven findet man bei £. Janisch (Arch. Math. Phys., 8. Reihe, IX, 1870). 

8) Graig, The counter-pedal eurface of ihe Eüipeoid (Amer. Jonm. Mathem. 
IV, 1882). 

4) Siehe S. L i e und G. S c h ef f e r s , Geometrie der Berühnmgstransfomuttionen L 
(Leipzig, 1896) S. 17. 6) Daselbst S. 27—29. 

6) Für das Folgende s. G. Loria, Le treuformazione pedaAi ed antipedaU 
nel piano e neUo spaeio (Period. matem. XXII, 1907). 
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Systems und nennen die Plückerschen Koordinaten einer beliebigan 
Geraden g der Ebene g; 17. Dann hat der Fnßpnnkt P des yon'O 
anf g gefällten Lotes die Koordinaten 

* — TO"" ^ — rf? ^^ 



Lösen wir anch |^ 17 auf; erhalten wir 



1» V'^'^ZTTZi> • • • • (2) 



als Koordinaten durch P (o?; y) zur Geraden OP gezogenen Senkrechten. 
Die Gleichungen (1) und (2) liefern die analytische Darstellung der 
Fußpunkttransformation und ihrer ümkehrung und zeigen^ daß es 
sich um eine birationale Verwandtschaft zwischen den Punkten P 
und den Geraden g handelt um sie naher kennen zu lernen^ lassen 
wir erstens den Punkt (x, y) die Gerade g 

Eic + Hy+l-O 

durchlaufen. Die entsprechendexi Geraden umhüllen dann die Kurve 

H6 + Hiy-(|« + i7«)-0, (3 

d. i. eine Parabel mit als Brennpunkt und g als Leitlinie. — 
Zweitens lassen wir die Gerade (|, 17) um den Punkt (Xy 7) rotieren; 
die entsprechenden Punkte beschreiben dann die Kurve 

Zrc + Ty - (a;» + y*) - 0, (4) 

d. L den Kreis mit dem Durchmesser OQ, Die beiden homaloiden 
Kurvensysteme bestehen also: das eine aus Parabeln mit dem Brenn*- 
punkte Oy das andere .aus allen durch gehenden Kreisen; die 
Jacobische des ersten besteht also aus dem Punkte und den beiden 
Kreispunkten I und Jy die des zweiten aus der unendlich fernen Geraden 
und den beiden Ol und OJ, Mit Benutzung dieser Bemerkungen und 
der bekannten Beziehungen, die die Plückerschen Charaktere zweier 
Kurven^ die sich in einer quadratischen Korrespondenz entsprechen, 
miteinander verknüpfen, ist es leicht die Eigenschaften der Fußpunkt- 
und Gegenfußpunktkurve einer Kurve F, deren Plückersche Zahlen 
bekannt sind, zu ermitteln. Ist nämlich 

n die Ordnung, v die Klasse 

d die Zahl der Doppelpunkte, d die der Doppeltangenten 

8 die der Spitzen 6 die der Wendepunkte 

von r und bezeichnen wir die entsprechenden Zahlen der Antipedale V 
durch einen Strichel, so finden wir v^ » 2n, und daß P' sowohl die 
unendlich ferne, als auch die Geraden Ol und OJ zu n-fachen 
Tangenten hat und d Doppeltangenten und 8 Wendetange];iten hat. 
Wenden wir nun eine der Plückerformeln an, so ergibt sich 

n' - 2n(2n - 1) - 2 (S ^^^^^^^+ d) - 3« - n« + n - (2d + 3s); 
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jedoch ist v — » (» — 1) — (2d + 3«) und daher 

und da nun 

2d' + 3s' - (2» + v) (2» + V - 1) - 2d 

2d' + 2fi' = (2n + V - 1) (2n + V - 2) - V + 2n - Ä - 2, 
80 folgt 8'^2v + 8, d' ^ ^^^ + ^^ (2n + i>~i) _ ^ _ 3 (3y ^ ^) 

Damit sind die Charaktere der Gegenfdßpnnktknrye alle bestimmt. 
Welche Modifikationen eintreten, wenn F durch den Pol oder die 
fjreispunkte geht (ygL Nr. 278), dies zu untersuchen überlassen wir 
dem Leser.^) 

Setzt man z. B. Yoraus, daß F eine Ellipse mit dem Mittelpunkt 
sei J dann ist F' die sogenannte Talbotsche Kurve'), eine rationale 
Eurre sechster Ordnung und vierter Klasse, die sechs Spitzen und 
vier Doppelpunkte besitzt und die unendlich ferne Gerade sowie die 
Geraden Ol, OJ ab Doppeltangenten hat. Ist 

- + ^*-l 

die Gleichung Yon F und setzt man zur Abkürzung 

a« + 6« - 2s», a« - 6* - 2cP, 
so ist die Gleichung yon F' 

[S(a^x^ + 6V) - 4 (s* + 3d^)Y + [9(s« + ZcP) a^n^ + 9 (s» + 3e?) bY 

- 8(P (s* - 9d*)P - 0.») (5) 

Ändert man das Vorzeichen von h\ so erhalt man die Gleichung der 
ersten negativen Fußpunktkurve der Hyperbel, die im Falle & « a 
die Polargleichung , , 

Q '=-a '«COsf— j^CDj 

hat und daher eine Sinusspirale ist.^) 

In ähnlicher Weise läßt sich zeigen, daß die Fußptmktkurve in 
bezug auf den Pol einer Kurve von der Klasse v, im allgemeinen 

von der Ordnung 2v und dem Geschlechte o i"* '"^^ ö,/,/ 

1) Ein anderes mehr analytiseheB Yerfahren, tun diese nnd vervrandte Fragen 
zn lOsen, findet sich in der Dissertation von A. Res an, Om fotpunktkurvers 
harakterea (Lnnd, 1884). 

2) Znr Erinnenmg an den englischen Geometei, der ihre Rektifikation mittels 
elliptischer Integrale ansfOhrte (Ann. de Math^m. XIY, 1828—1884, S. 880). 

8) B. Tortolini, Sopra Veguojnone di tma curva del sest^ ordine, the «* ineontra 
in vn problema rtguarcUmte VeUisn (GreUes Jonmal XXXIII, 1846); invüuppo 
tPuna perpendieolare condotta a un diametro deW eUisae du' estremüä di guesto 
diametro (Konv. Ann. Mathäm. Y, 1846). 

4) Ann. de Mathäm. Xn, S. 321 nnd XIII, S. 116 nnd 142. — Ein anderes 
Beispiel einer speziellen negativen Fnfipnnktknrre findet sich in der Abh. von 
F. Rnffini, Delle Unee piane algebriche le podaU deUe qudli poasano eseere eurve 
che Jumno potente in ogni punto del loro piano (Mem. Accad. Bologna Y, Ser. lY 1896). 
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als ff- fache Pankte hat. Sie ist daher im aUgemeinen yon der 
Erlasse v(v+l) und hat Sv(y^i) Wendepunkte und v(y^l.^ 
(v^ — Sv — 6) Doppeltangenten. Die Modifikationen^ die diese Zahlen 
erleiden^ wenn F die Geraden Ol, OJ, IJ berührt oder andere 
besondere Geraden als singulare Tangenten hat, sind leicht anzugeben 
(Tgl. Nr. 278). 

Beispiele: a) Setzt man voraus , daB die gegebene Kurve noch 
die Ellipse ^t «^s 

a» ^ 6» ^ ^ 

sei und daß a, ß die Koordinaten des festen Pols seien, so wird die 
Fufipunktkurre folgendermaßen dargestellt werden: 

[^ + y'-{ax + ßy)y^a^(x^ay + b'(y^ßy. . (6) 

Die Fußpunktkurve ist also eine bizirkulare Kurve vierter Ordnung 
mit dem Pol als Doppelpunkt. Geben wir dem b^ das entgegengesetzte 
Vorzeichen, so erhalten wir die Fußpunktkurve der Hyperbel Be- 
sonders bemerkenswert ist der Fall, daß P auf eine Achse oder in 
das Zentrum des Kegelschnittes fallt; im letzten Falle ist die Kurve 
eine Boothsche Lemniskate (vgl. Bd. I, S. 133). 

Liegt aber P auf einer der Geraden, welche ein Brennpunkt des 
Kegelschnittes mit einem singularen Punkt verbindet, so ist die 
Fußpunktkurve eine (imaginäre) Kurve dritter Ordnung, die 
sonderbare Eigenschaften besitzt.*) 

b) Die Fußpunktkurve einer Parabel ist eine zirkuläre Kurve 
dritter Ordnung^), in speziellen Fällen eine Slusesche Konchoide (Bd. I, 
S. 74), eine Ophiuride (S. 50) oder eine Edssoide (S. 89). 

c) Die Fußpunktkurve eines Kreises ist eine Pascalsche 
Schnecke (Bd. I, S. 147). 

d) Fußpunktkurven der dreispitzigen Hypozykloide sind im I. Bd. 
S. 167 ff. behandelt; die der vierspitzigen resp. der Astroide ist eine 
rationale Kurve 8. Ordnung mit der Polargleichuog^) 

Q = a-cos (D-sin m — ft-cos to — c-sin o», 

wenn h und c die Koordinaten des Poles sind. Die kartesische 
Gleichung der fraglichen Fußpunktkurve ist nämlich das Resultat der 
EUmination von q> aus den Gleichungen 

* 4. y «a g-fe y-^e 



C08 q> sin (p ' sm qp cos tp 

sie ist daher 



1) Vgl. S. Roberts, On Ühe pedaJs of eonic sectians (Proc. London math. 
Soc. m, 1869—1871). 

2) W.Blascbke, Arch. Math. Phys., III. Reihe, XIY, 1908, S.168. 

8) E. N. Barisien, Podarie riapetto aHa pardbola (Period. matem. XYI, 
1900—1901). 

4) Mitgeteilt von Leop. Brande an den Übersetzer. 
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('->)'^»-^)--[ ,;Vi?j:'J - 

und wenn man 

x — h^Q ooB CD, y — c^ Qsm<o 

setzt, 80 erhalt man die obige Oleichnng. Im Speziellen erhalten 
wir die Eaferkurre (Bd. I, S. 272) oder das Yierblatt (Das. S. 365). 

e) Die Fußponktkarre der Ereuzkurve -| -| — i — -i in bezug auf 

den Anfangspunkt ist die Kurve 8. Ordnung {a^ + y*) (^ + y* ~ ^*)' 
» 27 a^a^y^ mit vier auf einem Kreise gelegenen Spitzen und einem 
isolierten Punkt im Zentrum. 

f) Die Fufipunktkurve der Toroide (Nr. 262) in bezug auf den 
Mittelpunkt ist eine Kurve 8. Ordnung, die F. Oomes Teixeira^) 
ausf&hrlich untersucht hat. 

g) Wenn Pj die Fußpunktkurve von F in bezug auf P ist, so kann 
man natürlich in derselben Weise auch die von F^ in bezug auf P kon- 
struieren als F|, sowie die Fußpunktkurve T, von F^ usw.; die so 
entstandenen Kurven heißen die zweite, dritte . . . Fußpunkt- 
kurve. — Betrachten wir z. B. die Sinusspirale mit der Gleichung 

p« cosmo) «=- ö*, 

so erhalt man als Oleichung der n*^ Fußpunktkurve in bezug auf 
den Pol m m 

Q »»»""■* -COS ( rO>l="fl "»*•-*, 

weshalb die erhaltene Kurve wiederum eine Sinusspirale ist.*) Z. B. 
ist die Fußpunktkurve der Lemniskate, die ja eine Sinusspirale mit 
dem Index m » — 2 ist (Bd. I, S. 467), eine neue Sinusspirale mit 
dem Index w = - -f- (Bd. I, S. 481). 

271. Wenn F eine geschlossene und überall konvexe Kurve ist und 
der Punkt P innerhalb derselben liegt, so besteht zwischen den 
Flachen ^ und ^^ der Fußpunktkurve und der Gegenfußpunktkurve 
von F eine bemerkenswerte Beziehung, die 1881 von E. Gatalan 

1} Tratado de las curvas usw. 8. 809 ff. Obras lY, S. 868. 

8) unter den Kurven, deren Bakzessive Fußpunktkurren za wichtigen 
Folgerungen führen, tritt besonders die gleichseitige Hyperbel hervor; nimmt 
man als festen Punkt das Zentrum der Kurve, so erhält man Linien, die seit 
1847 von W. Roberts als Verallgemeinerungen der Bemoullischen Lemniskate 
betrachtet wurden (s. die Abh. OinircAiaation d^une proprüU de la lemniecaU^ 
Liouvilles Joum. XII, 1847); er schuf dadurch eine bedeutende Erweiterung des 
Talbotschen Satzes (vgL C. Sturm, JDiwhonsiraium de deux ihSorhnee sur la 
Umniseate; Annales de Math. XIY, 1888 — 1824), die besagt: „Multipliziert man 
die Differenz zwischen dem unendlich langen Bogen der gleichseitigen Hyperbel 
x^^y^'^a* und ihrer Asymptote mit der L&nge des Quadranten der Lemniskate 

(a;*4-y")* — 2a*(«*--y') — 0, so erh&lt man — — .** 
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entdeckt wurde ^), die sich 1894 bei E. Tsurnta*) wiederfindet und 
auf welche im folgenden Jahre einige Mitarbeiter des Iniermediaire des 
malMmaticiens stießen, als sie einige Yon E. Barisien') ausgesprochene 
Sätze yerallgemeinerten. Um diiese Beziehung zu erhalten, machen 
wir zweckmäßig Yon der „magischen Gleichung^' der Tangente Yon P 
Anwendung, indem wir diese so schreiben: 

fl? cos g) + y sin g) — 1> =» 0, (7) 

wo p eine gegebene IWktion Ton q> ist. Es ist klar, daß q> und p 
die Polarkoordinaten eines erzeugenden Punktes der Fußpunktkurre 
yon r in bezug auf den Anfangspunkt sind; daher hat man 

wobei das Integral auf den ganzen Umfang yon F auszudehnen ist. 
Differenzieren wir (7)^ so erhalten wir 

— xsinip + y cos 9? — 1>' = 
oder auch x cos fy + g)j + y sin fy + (p\ —p' — 0; 

da diese eine Normale der Eurye F darstellt, so ist klar, daß -0 + 9> 

und p' die Polarkoordinaten eines beliebigen Punktes der Gegen- 
fußpunkikurye sind. Infolgedessen ist 

und daher A -A^^\J{p^ -p'^'dq>. (8) 

Bezeichnen nun p, m die Koordinaten eines Punktes yon F, so er- 
kennt man alsbald, daß die Relationen bestehen 

|i — p cos (cd — g)), |i' — p sin (cd — g)), 
oder auch p^ +i>'* « p*, cd — g) — arc tg^; 

daraus folgt dm • ^y° i» j.5« '^V} 

daher äj - ^^^r^' ^^er p»dcD - (p» + pii")-dg>. 

Wird nun die Fläche der Eurye F mit C bezeichnet, so erhält man 

C'-\J{p'+PP')d^>, 

1) Vgl. die Müangts mathSmatigues (Mäm. Soc. Li^ge, S« S^r. Xm, 1886) 
S. SSO. 

8) Oounter peddls (MeBs. math., 8. Ser. XXm, 1894). 
8) IfUernMiaiire n, 1896, S. 107—109 und 344—846. 
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wobei das Integral sich über die ganze Knnre F zu erstrecken Hai 
Integriert man teilweise^ so erhalt man 

der integrierte Teil wird aber zn Null^ wenn das Integral sich über 
die ganze Ennre erstreckt, demnach ist 

C-iJ(p*-p'^'dq> (9) 

Ein Vergleich der beiden Gleichungen (8) nnd (9) ergibt dann 

C^A-A^, (10) 

welche Beziehung folgender Satz ausdrückt: Die Differenz der FUchen- 
inhalte der Pnßpnnktkurve und Gegenftißpimktkiirve einer ge- 
scUossenen, überall konvexen Kurve T in bezug auf einen inner- 
halb T gelegenen Punkj; P ist gleich der Fläche der Kurve T selbst 

Als Beispiel nehmen wir für F eine Ellipse mit den Halbachsen 
a, }> (< a) und als P einen ihrer Brennpunkte; dann ist bekanntlich die 
Fußptmktkurve ein Kreis mit dem Radius a, also A^ %(jf\ da 
C^=^ab%y so ist die Flache der Gegenfußpunkikurve gleich 9ca(a — &), 
ist also an Inhalt gleich einer Ellipse mit den Halbachsen a und a — &. 

Auf die Flache der Fußpunktkurve einer geschlossenen und kon- 
vexen Linie bezieht sich auch ein bemerkenswerter Satz, den J. Steiner 
entdeckt hat^) um diesen darzulegen, erinnern wir zuiuichst daran, 
daß man nach diesem Geometer unter dem Krümmungs Schwer- 
punkt einer Kurve denjenigen Schwerpunkt versteht^ den die Kurve 
haben würde, wenn die Dichtigkeit ihres ümfanges nicht gleichmäßig, 
sondern der Ejrümmung proportional wäre. Ist daher 8 der Bogen, 
12 der Krümmungsradius der Kurve F, so werden die Koordinaten 
x^y yo ^^^ Krümmungsschwerpunktes gegeben sein durch 

/yj_ds 






r da ^ ^« r 



B 
R 



wobei die Integration sich über alle Punkte von F zu erstrecken hat. 

äs 
Führen wir noch den Kontingenzwinkel dt '»-^ ein, so daß also t 

den Winkel der Normalen mit der a> Achse bezeichnen würde, so können 

wir einfacher schreiben: 

/x ' dt fy-dt 

^^^'jdT' y^^~/dr' 



1) 8. die berühmte Abhandlung Vom Krümmu/ngaschwerpwnkU ebener Kwrven 
(Grelles Jonm. XXT, 18S8; GesammdU Werke II, S. 97). Allgemeinere S&tze ent- 
halt die neue Abh. von M. PeliSek, Über die Beeiehungen gicieehen den Bogen- 
längen der BoUkurven und der Fuflpunktkurven (Ball, intern. Acad. Sciences Bo- 
heme, 1909). 
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Da nim nach der Annahme F eine geschlossene Kurve ist, so ist 
fdt =- 2x, also 

Nehmen wir nnn die Eurre F als durch die magische Gleichung 
ihrer Tangente dargestellt an 

a? cos T + y sin T — f{x) — (12) 

und kombinieren diese Oleichung mit ihrer Abgeleiteten 

— 0? sin T + y cos T — /* (t) «i 0, 
so bekommen wir 

fl? = /*• cos r — /*• sin T, y — /*• sin r + /*• cos t, 

und dann werden die Gleichungen (11) zu 

2xXq ^ff' cos r • dt —ff- sin t • dt, 
2xy^ ™Jf' sin r • dr 4- /*/*• cos t'dt. 

Integrieren wir aber teilweise 

Jf- sin r • dr — /*• sin r — //• cos t • dty 

Jf' cos r • dr — /*• cos r H-J/- sin t • dr, 

so verschwinden; da die Integration sich über die ganze Eurre er- 
strecken soll; die integrierten Teile^ und es bleibt nur 

xx^ ^ff' cos t • dt, xy^ ^Jf' ^^^ ^ ' ^'^' 
Betrachten wir nun, nachdem dies yorausgeschickt; einen beliebigen 
Punkt P (a, ß) in der Ebene der durch Gleichung (12) definierten 
EurvC; so hat das von P auf die durch diese Gleichung dai^estellte 
Gerade gefällte Lot die Länge 

l ^ a cos r + /J sin T — /" (t) 

und bildet mit der o; -Achse den Winkel »^ + ^* Demnach wird die 

Flache S der Fußpunktkurve yon F in bezug auf P gegeben durch 

S =- 2^ /(« cos r + /3 sin T — /*)* • dt, 

wobei die Integration sich wieder über alle Punkte von F zu er- 
strecken hat. Daraus folgt 

25*— cf fcoB^t'dt -f ß^fsvD^t'dt + 2a/j/sinT-cosr'dr 

— 2a ff cos tdt — 2ßff sin t - dt +Jp • dt. 
Nun ist 

cos*r.dr =--^r + — g— j; 1 B\n'tdt^^\t 1— j, 



/^ 



, COB 2t 

sin t • cos T • ar =» ^ — * 
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wenn wir daher zwischen r » r^ nnd t ^t^+ 2x integrieren, erhalten 
wir bzw. die Resultate tc, tc, 0. Daher können wir schreiben 

2S^x(a^+ß*'-2ax^'-2ß[xo)+fp'dt, . . . (13) 

Ans dieser bemerkenswerten Formel ei^eben sich mehrere Folgerungen. 
Schreiben wir sie in folgender Weise 

a«+ />»- 2ax,--2ßx, + ^'^l''^^ ^0, . . . (14) 

so erkennen wir: Diejenigen Punkte, in bezug auf welche die Fläche 
der Fußpunktkurve einer gegebenen geschlossenen und konvexen 
Linie konstant ist, liegen auf einem Kreise, dessen Zentrum der 
Krfimmungsschwerpunkt jener Linie ist. — Wir schreiben nnn die 
Gleichung (13) in folgender Weise: 

Da die Fläche S ihren kleinsten Wert erhält, wenn der Punkt P 
mit dem Erümmungsschwerpunkte M zusammenfallt, so ist dieses 

und daher wird die Gleichung (13') zu 

5-JPJtf^+5o. 

Dies besagt: Die Fläche der Fußpunktkurve einer geschlossenen 
konvexen Linie in bezug auf einen Punkt P ihrer Ebene ist gleich 
der Fläche der Fußpunktkurve in bezug auf den ErOmmungs- 
schwerpunkt, vermehrt um die Fläche des Halbkreises, der den Ab- 
stand dieses Punktes von P zum Radius hat Wenn z. B. die be- 
trachtete Kurve ein Kreis mit dem Zentrum C und dem Radius r 
ist, so ist die Fläche der Fußpunktkurve eines beliebigen Punktes P 
gleich der Fläche des gegebenen Kreises vermehrt um den Halbkreis, 
dessen Radius PC ist; im speziellen, wenn P auf der Peripherie 
liegt, ist die Fläche der Fußpunktkurve, die eine Kardioide ist, 
(vgl. Bd. I S. 147, 152) gleich \xr\ 

272. Andere Formeln, die sich auf die Fläche der Fußpunkt- 
kurven beziehen, erhält man unschwer, wenn man die Kurve F, von 
der man ausgeht, als durch eine Polargleichung dargestellt annimmt, 
also durch q » fip), wobei man den festen Punkt als Pol nimmt. 
Wir wollen allgemein mit p^; G>m die Koordinaten des Punktes M^ der 
^t«n Fußpunktkurve (S. 315) F« bezeichnen, der dem Punkte M{q, m) 
von r entspricht^ und mit Am die Fläche dieser Fußpunktkurve. Da 
der Winkel OM^M ein rechter ist^ so geht der Kreis mit dem Durch- 
messer OM durch Jf^; betrachten wir ein ebensolches Punktepaar 
Jlf' , M\ von Fund F^, so erkennt man, daß der Kreis mit dem Durch- 
messer OJf' durch M\ gehen muß. Wenn nun Jf' dem M unendlich 
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nahe kommt, so wird auch JT^ mit M^ zusammeDrücken, und die 
Gerade M^W^ wird sowohl mit der Tangente in Jf | an F^^ als anch 
mit der Tangente in Jf^ an den Ereis OM^M zusammenfallen. Dem- 
nach berührt die Tangente ^ in Jf ^^ an P^ den Ereis OM^M, infolge- 
dessen geht die Normale in Jf^ zu F^ durch den Mittelpunkt C der 
Strecke OM}) (Vgl. hierzu die Fig. 62, Taf. VI.) Der Fußpunkt M^ 
des Yon auf die Tangente des Ereises über OM in M^ gefällten 
Lotes gehört also der zweiten Fußpunktkurve P, an. Ahnlich findet 
man den Punkt Jf, usw., alle die dem Punkte M entsprechenden 
Punkte der sukzessiven Fußpunktkurven. 

Ist nun (Taf. VI, Fig. 62) [i der Winkel, den die Tangente in 
üf an P mit dem Vektor bildet, so hat man bekanntlich, 

*8A*=-P=3^> o<l®' ft = arctg~, ... (15) 

wobei die Akzente immer die Ableitungen in bezug auf (d bedeuten. 
Außerdem ergibt sich aus der einfachen Betrachtung der Figur, daß 

^ « ffli — 0) + y , 

daher , , 

do dm 

und wegen der obigen Gleichung (15) 

d« "" g'-re* ^^ 

Überdies hat man pi <— p sin ft, und deshalb wegen Gleichung (15) 

Vg +g ' 
Eombiniert man die Gleichungen (16) und (17), so bekommt man 
folgenden Ausdruck für die Ableitung der Fläche der ersten Fuß- 
punktkurve ^ ^ ,da>,_g^ gH2g^~gP" 

d« ^ 2 *i d© "" 2 (g"+g**) ' 

Ebenso findet man 

©, =■ 2 (©i — ö) + ©, p, »- pi sin iiy 
oder zufolge des Vorhergehenden 

Oj— 2 (ft — I) + 0), p,« p sinV- 

Ihnlich findet man dann, daß im aUgemeinen 

©m — m (^ — y) + ö, p««psin"^. • ♦ . (18) 

1) J. Bertrand, CcUcul diffirentiel (Paiis, 1864) S. 10 und 73; G. Peano, Äp^i^ 
ccusioni geometriche del calcölo infinitesimale (Torino, 1887) S. 91; Lie- Sehe ff eis, 
a. a. 0. S. 17. 
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und daher ist , , , , ,• „ 

als bemerkenswerter Ausdraok fOr die Mache der m^ Foßpnnkt- 
kurve. Diesen z. B. f&r die Sinosspiralen anzuwenden, überlassen 
wir dem Leser.^) 

278. Die Reihe der aufeinander folgenden Fußpunktkurven einer 
gegebenen Kurve F kann man auch rückwärts fortsetzen und somit 
die Kurve F.« betrachten, von welcher F die m** Fußpunktkurve 
sein würde. Sie wird als die m^ negative Fußpunktkurve be- 
zeichnet, und auf sie kann man auch die Gleichung (19) anwenden, 
wenn man das Vorzeichen von m wechselt. Insbesondere handelt es 
sich meistens um die erste dieser Kurven, die man schlechthin als 
die negative Fußpunktkurve von F bezeichnet. Ein Beispiel 
hiervon liefert uns die Trisektrix von Gatalan (Bd. I, S. 90), welche die 
negative Fußpunktkurve einer Parabel in bezug auf den Brennpunkt 
ist. Es ist klar, daß F^i die Enveloppe derjenigen Geraden ist, die 
in den Punkten von F auf den Verbindungslinien mit dem festen 
Punkte senkrecht stehen. Hieraus ergibt sich ein einfaches Ver^ 
fahren, die Gleichung der negativen Fußpunktkurve zu erhalten für 
eine Kurve F, die durch die Polargleichung q » f((D) dargestellt ist^ 
unter der Aimahme, daß der feste Punkt mit dem Pole zusammen- 
fallt Da in diesem Falle 

a? cos © + y sin © — f(m) — 

die allgemeine Gleichung der genannten Senkrechten ist, so hat man 
nur aus dieser und ihrer Ableitung, — XBiaa} + y cos o •— f(a)) — 0, 
CO zu eliminieren, um die Enveloppe zu erhalten. 

Man hat weiterhin auch bemerkt, daß das analytische Problem 
der Auffindung der Gleichung der negativen Fußpunktkurve nicht 
verschieden ist von dem, die Parallelkurve zu bestimmen. Um diese 
Beobachtung zu beweisen, betrachten wir eine beliebige Kurve F mit 
der Gleichung f(x, y) » 0, sowie diejenige r', die man erhält, wenn 
man die vom Anfangspunkte aus gezogenen Vektoren von F verdoppelt; 

dann ist die Gleichung von P offenbar /*( y, ^ =» 0. Die Parallel- 
kurve von P im Abstände h ist die Enveloppe des Kreises (X — x)* 
+ (r— yy — V] wenn man nun a? — 25, y^2fi setzt, so wird ihre 

1) Betreffs weiterer EntwiokelTmgezL über dieBen G^gexiBtand sehe man die Note 
von E. N. Barisien, Sur Ua podairea aueceasivea cP%ine courbe (Nonv. Ann. Math^m. 
8« S^r. XIV, 1896) und für die Untersnchung einer speziellen Klasse von Fn6- 
punktknrven die Abh. von F. F. Bnffini, DeOe petUUi deüe parabdle cubiche 
divergenH (Mem. Accad. Bologna 6. Ser. Y, 1896). 

Lorift, Ebene Knxren. S. Anfl. II. ^1 
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Gleichung das Besnltai der Elimination von |, 17 ans den drei 
folgenden Gleichnngen sein 

/•(g,i2)-0, (Z-26)« + (r-2i2)«»*S ^^-Z^. (20) 

Nnn ist aber die negative Fußpunktkorre von F, wenn der Pol im 
AnfiEmgspnnkte liegt, die Enreloppe der 00^ durch die Gleichung 

dargestellten Geraden, wobei der Pankt (x, y) auf F variiert; dem- 
nach ist deren Gleichung das Resultat der Elimination von x,y aus 
den dreien 

f(x, y) - 0, (Z - 2«)« + (r- 2yy - (2» + Y«),, 

X-ix r-2y l . . (21) 

~E. ^r- 

dx Wy 

Vergleichen wir die beiden Systeme (20) und (21) miteinander, so 
sehen wir sogleich, daß das letztere aus dem enteren hervorgeht^ 

indem man h an Stelle von |/JP+ TP setzt; daher kann man folgen- 
den Schluß ziehen: Es sei eine ebene Kurve F gegeben; man kon- 
struiere eine zweite P^ indem man die von einem festen Punkte JP 
ausgehenden Vektoren von P verdoppelt Hat man nun die Glei- 
chung der Parallelkurve von P im Abstände k geflinden, so erhSlt 
man die der negativen Fußpunktkurve von F in beng auf JP, 

wenn man in Jener Gleichung h durch Vä?*-}-!/* ersetzt^) 

Die Definition der negativen Fußpunktkurve einer Kurve F ab 
Enveloppe aufgefaßt ist so ein&ch, daß sie uns gestattet, durch 
geometrische Überlegungen ganz leicht viele von den Eigenschaften 
jener Kurve abzuleiten, insbesondere wenn F algebraisch ist; dies soll 
im folgenden gezeigt werden.^ 

um anzudeuten, daß die Ausgangskurve von der Ordnung n sein 
soll, wollen wir sie im folgenden mit F^ bezeichnen und ihre negative 
Fußpunktkurve in bezug auf den Pol mit 11. Bemerken wir 
zunächst, daß einem r-ÜEM^en Punkte von P" eine r-fache Tangente 
von n entspricht, insbesondere einem Doppelpunkte von F^ eine 
Doppeltangente von JT, einer Spitze aber ein Wendepunkt. — Greifen 
wir in der Ebene der beiden Kurven einen beliebigen Punkt P heraus 
und beschreiben über OP als Durchmesser einen Kreis, so wird dieser 
die F** in 2n Punkten schneiden; jeder von diesen ist Ausgangspunkt 
einer durch P gehenden Tangente von n\ somit gibt es 2n Tangenten 

1) Dieser Satz ist Ton Strebor (d. i.W. Roberts) ausgesprochen in der Note: 
Thioreme swr le courbes planes (Nout. Ann. Math^m. XIX, 1860). 

2) A. Arne seder, Theorie der negativen Fufipunktkurven (Arch. Math. Phya« 
LXIV, 1879). 
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derselben^ die durch P gehen ^ und da es andere nicht gibt^ so folgt: 
Die negative Fußpnnktknrve J7 von T^ ist im allgemeinen von der 
Klasse 2 it. Ans den gemachten Überlegongen geht auch hervor^ 
daß; wenn P ein %-facher Punkt von P** wäre und diese e-mal durch 
die unendlich fernen Ereispunkte ginge, die Klasse von JT auf 

2(n — i) — i sinken würde. Wenn z. B. n gerade und i — Jfc « ^ 

wäre, so würde die Klasse der negativen Fußpunktkurve »-^ sein, 

was im Falle n^2 offenbar zutrifft. 

Es sei U ein unendlich femer Punkt von JT**, der nicht mit einem 
der Kreispunkte zusammenfallt; das von U auf P ü gefällte Lot fällt 
dann mit der unendlich fernen Geraden zusammen, daher wird diese 
eine Tangente von JT, und sie ist dies so oft, als es unendlich ferne 
Punkte auf F^ gibt, die nicht Kreispunkte sind. Demnach: Wenn 
T" i-mal durch jeden der Kreispnnkte geht, so hat ihre negative 
Fußpunktkurve J7 die unendlich ferne Gerade als (n— 2 i)- fache 
Tangente. Wenn in diesem Falle P ein i-facher Punkt von P" ist^ 
so schneidet die Gerade, welche ihn mit einem der Kreispunkte ver- 
bindet, außerdem die Kurve JT" in n — i — f Punkten Q] die von Q 
auf PQ gefällten Lote fallen bekanntlich mit diesen Geraden selbst 
zusammen; daher: Die negative Fußpunktkurve einer Kurve mit 
/!ß-fachem Punkte P, die i-mal durch jeden der beiden unendlich 
fernen Kreispunkte geht, hat die Geraden, welche P mit den Kreis- 
punkten verbinden, als (n^As — i)- fache Tangenten. 

Wir beschreiben den Kreis über OP als Durchmesser, wo P zunächst 
beliebig ist^ und betrachten zwei seiner Schnittpunkte üf^ und M^ mit 
der gegebenen P*. PM^ ^ t^ und PM^ ^ t^ werden dann Tangenten 
der negativen Fußpunktkurve von F" sein. Stellen wir uns nun vor, 
daß dieser Kreis sich in der Weise verschiebe, daß Mj^ und üf, 
zusammenrücken, dann kommt ^ der ^ unendlich nahe, und der 
Punkt P, in welchem sich t^ und ^ schneiden, strebt dahin, mit dem 
Berührungspunkte der Geraden ^ mit ihrer eigenen Enveloppe zu- 
sammenzufallen, d. h. mit einem Punkte von 77. Greifen wir daher 
auf P** beliebig den Punkt P^ heraus und beschreiben den Kreis, der 
durch geht und P" in P^ berührt, so ist der zweite Endpunkt M 
des durch gehenden Durchmessers ein Punkt der negativen Fuß- 
punktkurve von J'" in bezug auf 0, und die Gerade P^^M ist die 
zugehörige Tangente. (S. Fig. 63, Taf. VI.) Damit haben wir eine 
Punktkonstruktion für die negative Fußpunktkurve 77. 

Es sei t eine der von an I^ gezogenen Tangenten, T der zu- 
gehörige Berührungspunkt; die in T zu ^ errichtete Senkrechte n 
wird dann eine Tangente von 77 sein. Konstruieren wir jetzt den 
Berührungspunkt nach dem oben angegebenen Verfahren, so sehen 
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wir, daß er ins Unendliche fallt. Die negative Foßpnnktkurye bat 
also so viele Asymptoten, als es Tan^nten vom Pole O an die 
Fnndamentalknrve gibt; sie entsprechen den Normalen der Fnnda- 
mentalknrve selbst. Ist P" eine allgemeine Eorve ihrer Ordnung, 
und gehört der Punkt dieser nicht an, so ist die Zahl der Asym- 
ptoten n{n — 1), und da in diesem Falle die unendlich ferne Gerade 
eine n-fache Tangente von 77 ist (s. oben), so hat diese insgesamt 
n(n + 1) Schnitte mit der unendlich fernen Geraden; das zeigt, daß 
die negative Fnßpnnktkurve einer Knrve von der Ordnung n im 
allgemeinen von der Ordnung n(n -^ 1) ist Die Veränderungen, die 
diese Zahl in speziellen Fällen erleidet, lassen sich leicht durch ein- 
fache Modifikationen der hier angewendeten Schlüsse ermitteln. 

Wenn ein durch gehender Kreis P" sowohl in Jf als auch 

in M berührt, so ist der dem Punkte diametral gegenüberliegende 
Punkt P ein Berührungspunkt der negativen Fußpunktkurve II so- 
wohl mit der Geraden PJIf , als auch mit PJf ; demnach ist P ein 
Doppelpunkt von JT. Die Kurve n hat also so viele Doppelpunkte, 
als es doppeltbertthrende Kreise J^ gibt, die durch O gehen, ähnlich 
erkennt man, daß 11 so viele Spitzen hat, als es Schmiegungskreise 
von P« gibt, die durch P gehen. Wenn insbesondere I^ eine 
rationale Kurve ist, die zum Punkte P keine spezielle Lage hat, so 
hat die Kurve 11 4(n — l)-(2n — 3) Doppelpunkte und 6(n — 1) 
Spitzen« 

Nehmen wir z. B. an, daß P" ein zentrischer Kegelschnitt sei'), 
so wird die negative Fußpunktkurve J7 im allgemeinen sechster Ord- 
nung sein, von der vierten ESasse und mit vier Doppelpunkten und 
6 Spitzen; Doppeltangenten derselben sind die unendlich ferne Gerade 
und die Geraden, welche den festen Punkt mit den Kreispunkten 
verbinden. Ist aber P* eine Parabel, so ist ihre negative Fußpunkt- 
kurve auch von der vierten Klasse, aber nur von der fünften Ord- 
nung; sie hat 4 Spitzen; der unendlich ferne Punkt der Parabelachse 
ist für sie ein Wendepunkt mit der unendlich fernen Geraden ab zu- 
gehöriger Tangente, usw. 

274. Wenn man den Ort der Punkte au£sucht, die symmetrisch in be- 
zug auf die Tangenten einer Kurve P zu einem festen Punkte sind, so 
erhält man eine neue Kurve, die offenbar homothetisch zur Fußpunkt- 
kurve von P in bezug auf den Punkt ist, indem das Homothetie-Ver- 
hältnis gleich 2 ist. Sie heißt die Podoide von P in bezug auf 0}) 



1) A. Ameseder, Negative Fuftpwnkthurven der KegeUchmUe (Arch. Math. 
PhyB. LXrV, 1879). 

2) H. Brocard, Notes de bibliographie des courhea glomitriques (Bar le-Dnc, 
1897) S. 221. 



'('Il+»fc0 
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Wenn man als Anfang nimmt nnd /'(^;y)"-0 als Gleichung von 
Fj 80 ist die der Tangente im Punkte x, y 

WO "K, Y die laufenden Koordinaten sind. Sind nun ^; y^ die des 
entsprechenden Punktes M der Podoide^ so wird die Gleidiung der 
Geraden, welche die Strecke OM senkrecht halbiert , 

sein; diese fallt aber nach der Annahme mit jener Tangente zu- 
sammen, daher muß 

und folglich 

, '('%+'%) If „ '(•U*'li) if. (22) 

Diese Gleichungen stellen analytisch die podoidale Transformation 
dar.O 

Bei dieser entspricht, in gleicher Weise wie bei der Fußpunki- 
transformation, jeder Tangente einer Eurre ein Punkt: wie jene, ist 
sie in gewissem Sinne analog zu derjenigen, welche jeder Tangente 
das Zentrum des Kreises, in welchen sie sich durch eine gegebene 
Transformation durch reziproke Radien yerwandelt, entsprechen läßt. 
Nehmen wir als Anfang das Zentrum und nehmen 

X cos 9 + y sin 9 — /"(y) — (23) 

als „magische Gleichung^ der Tangente an die gegebene Kurve (S. 255), 
und ist %' die Potenz jener Transformation, so yerwandelt sich 
die Gerade (23) in den Kreis 

ic* + y* — 77Zn (i«? COS 9> + y sin 9) = 0. . . . (24) 

Da sein Mittelpunkt nun die Koordinaten hat 

_ t'eoay tUiny .... (25) 

^« "äTöö"' ^^^ — 2750"' ^ 

so ist dies die parametriscbe Darstellung der sog. luTersionskurve 
zur gegebenen.*) 

1) Es ist leicht sa sehen, da0 auch diese eine bizationale EHmkt- Geraden- 
Verwandtschaft ist. 

8) R. Baimondi, SMe cwrve ePinvertione (Giom. di Matern. XXVI, 1888). 
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Neuntes EapiteL 

IHe isoptisclieii und orthoptisclieii Kiiryen. 

275. Bewegt man einen Winkel a so, daß seine beiden Schenkel 
immer dieselbe Enrve F berfikren, so beschreibt der Scheitelpunkt A 
eine neue Kurve, mit der sich schon Jacobi beschäftigt hat^), und 
welche die isoptische Kurve von F heißt, weil sie offenbar der Ort 
der Punkte ist, von welchen aus die Kurve F unter dem gleichen 

Winkel a gesehen wird. Ist dieser Winkel a — -r-y so heißt die Kurve 

die orthoptische.') Ist z. B. F ein zentrischer Kegelschnitt, so ist 
die orthoptische Kurve ein Kreis, ist sie eine Parabel, so ist jene 
eine Gerade (nämlich die Direktrix); die isoptischen Kurven der Kegel- 
schnitte dagegen sind uns schon bekannte Kurven vierter Ordnung 
(s. Nr. 64, Bd. I, S. 131). 

Es ist leicht zu beweisen, daß die Tangente in einem Punkte A 
der isoptischen Kurve von F daselbst auch den Kreis berührt, der 
durch A und die beiden entsprechenden Berührungspunkte der Schenkel 
des bewegten Winkels mit F geht.*) 

Ist die Kurve F durch die magische Gleichung ihrer Tangente 

definiert 

y cos r — a? sin r — f{t) — 0, (1) 

so ist klar, daß die isoptische Kurve durch das System der GL (1) 

und 

y cos (tr + a) — oj sin (r + a) — f{t + a) =- . . . (2) 



dargestellt wird. Leitet man nun hieraus die folgenden ab, 

a? sin a — sin (r + a) • f{t) — sin r • f(t + a), 
ysin 



lin a — sin (r + a)'f{t) — sin r -/"(r + a),| „. 

lin a — cos (t + «) • f(t) — cos t'f(t + «), j 



so hat man eine parametrische Darstellung der isoptischen Kurve. 
Die Aufstellung der Kurvengleichung (das direkte Problem der 
isoptischen Kurve) erfordert also nur algebraische Operationen. 

1) Vgl. L. EOnigBberger, 0. G. J. Jacobi (Leipzig, 1904) S. 118. 

2) Diese Namen wurden von G. Tajlor {Note on a theory of orihopUe 
and i9opUe loci, Proc. B. Soc. London XXXYII, 1884; Bep. Brit. Abb. 1886; 
MeBB. of math. XVI, 1886) voigeBchlagen. Für den Fall der EegelBohnitte wandte 
Laqni^ie {TMorie giomärique des courbea afMUagnuUiques, eections plane de la 
cydide, Nonv. Corr. math. VI, 1880) ans leicht begreiflichen Gründen den Namen 
parallaktiBche Kurven an, den man auch im allgemeinen benutzen könnte. 
0. Zimmermann {Über die Brennpunkte^ die Leitlinien und die Orthogonale 
einer algebraischen Kurve belieibiger Klasse: Joum. f. Math., CXXYI, 1908) hat 
dagegen den Namen Orthogonalen gebraucht. 

8) J. Bertrand, Oäleul diffSrentid (FariB, 1864) S. 18 n. 84. 
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Schwieriger ist das nmgekehrte Problem der isoptischenEnrren: 
dahin gehört n. a. die Auf Buchung derjenigen Kurven, die mit den 
Kegelschnitten die Eigenschaft teilen, daß ihre orthoptischen Kurven 
Kreise seien.*) 

Die Betrachtung der hier besprochenen Kurven geht bis in den 
An£ang des 18. Jahrhunderts zurück; indem schon de THöpital die 
isoptischen Kurven der Parabel untersuchte') und de La Hire die 
isoptischen der Kegelschnitte') und der Zykloiden^) bestimmt hat^ 
und bald darauf Glairaut sich mit dem inversen Problem der isop- 
tischen Kurven beschäftigte^) und Fontanes mit dem direkten.*) 
Später entdeckte Ghasles^), daß die isoptische einer gemeinen Epi- 
zykloide eine verlängerte bzw. verkürzte Epizykloide ist, eine Er- 
weiterung eines der von La Hire erhaltenen Resultate. 

Wenn F eine algebraische Kurve ist, so werden es auch alle 
isoptischen sein; daher ergibt sich die Au^be, die Plückerschen 
Charakteristiken derselben zu bestimmen, wenn die von F bekannt 
sind; diese wurde teils von E. de Jonqui^res^, eingehender von 
G. Taylor') behandelt^ und mit Benutzung der BjSrlingschen Me- 
thoden von A. T. Ljungh^^) vollständig gelöst. 

1) Es ist dies die Qnestion 1049 der Nonv. Ann., gestellt von Kiepert 
und gelost von Bonret (Das. 2. 8er. XII, 1878, S. 828); vgL auch die Bemer- 
kungen von Doucet (Das. S. 671), außerdem Nouv. Ann. 2. Ser. XVIII, 1878. S. 144. 

2) SeeHons eoniqw» (Paris 1720; druckfertig seit 1704) 8. 266. 

8) ConstrucHan gMräU des lieux oü mmt Us aommeU de tous les a/ngles 
igaux, droits, aigus ou obtus qui satU formäa par les touehantes des seetiona co- 
niqyies (M^m. de Paris 1704). Die isoptische eines Kegelschnittes in einer all- 
gemeinen projektiven Maßbestimmung ist der Ort der Punkte, von denen man 
an Ewei Kegelschnitte zwei Paare von Tangenten ziehen kann, die ein gegebenes 
Doppelverhältnis haben; dieser ist eingehend von Cajlej untersucht worden 
(On a locus derived from a eonie, Quart. Joum. Math. YIII. 1867). 

4) Description d'un lieu giomikique, oü sont les sommets des a/ngUs Sgaux, 
formispar deux touehantes c^une cydotde (M^m. Acad. de Paris, 1704). 

6) SoltUion de plusiewrs probUmes oü ü s^agit des cowrhes dont la propriHe 
eonsiste dans une certaine rilaUon entre leurs branches, exprimie par une iguation 
dontUe (M^. de Paris, 1724). 

6) Ebendaselbst. 

7) Aper^ historique (2. Aufl. Paris, 1876) 8. 126 Note. VgL Louoher, Suir 
U lieu des sommets des angles constantes circonserits ou nonnaux ä une ipicy- 
ehfde (Nouv. Ann. Math. 2« 8^r. XI, 1892). Übrigens scheint dieser C^haslesche 
Satz nicht ganz richtig zu sein, da z. B. (Nr. 211) die orthoptische Kutfc einer 
Kardioide (die bekanntlich eine sjMzielle Epizjkloide ist) aus einem Kreise und 
einer Pascalschen Schnecke besteht: vgl. Wolstenholme, Proc. London Math. 
8oc. lY, 1878, 8. 880 und 418 und 0. Gütsche, Progr. Breslau 1907, 8. 11. 

8) Lieu giomitfique du sommet d'wn aingle de gramdewr constaitUe eireonserit 
ä une courbe de dasse n (Nouv. Ann. Math. XX, 1861). 

9) 8. die in Note 2 8. 826 zitierten Schriften. 

10) 8. die Diss. Über isoptische und orthoptische Kurven (Lund, 1896), wo 
die allgemeinen Besultate auf einige bemerkenswerte Kuzvenfamilien, wie die 
Parabeln höherer Ordnung, die Epizykloiden usw. angewandt sind. 
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Der Begriff der iBoptischen Kurve laßt sich venJlgemeinem: 
man kann den Ort der Scheitel eines Winkels von konstanter GhroBe 
betrachten, dessen Schenkel fortwahrend zwei gegebene Kurven F', r^' 
berühren^). Wenn diese algebraisch sind, so ist es auch die resul- 
tierende Kurve') und man kann auch ihre Charakteristiken erhalten, 
indem man die Resultate für die Plückerschen Zahlen der isoptischeii 
einer Kurve in Anwendung bringt. Wenn man nämlich die beiden 
Kurven F' und F" als eine einzige F betrachtet, so wird die iaop- 
tische von F bestehen 1. aus der von F\ 2. aus der von F", 3. aus 
der von JT' und F"; da man nun die Charakteristiken von F\ F^\ F 
kennt und die der Kurven 1. und 2. bestimmen kann, so lassen sich 
die von S. daraus ableiten. — Wenn der konstante Winkel ein Rechter 
ist, so wird die erhaltene Kurve auch die Fußpunktkurve der 
einen Kurve in bezug auf die andere genannt*). Reduziert sich 
nämlich die eine der beiden Kurven auf einen Punkt, so haben wir 
wieder die Fußpunktkurve der anderen im gewöhnlichen Sinne; damit 
ist eine Beziehung zwischen den orthoptischen und den Fußpunldr 
kurven hergestellt 

Das Problem der orthoptischen Kurve zweier Kurven (sowie 
das der isoptischen) laßt sich ebenfialls umkehren. Sind nämlich 
zwei Kurven F und F' gegeben, so kann man eine dritte Kurve F" 
aufsuchen, derart, daß F die orthoptische der beiden Kurven F' und 
F" wird. F" ist dann offenbar die Enveloppe des zweiten Schenkels 
des rechten Winkels, dessen erster Schenkel fortwährend die Kurve 
F' berührt und dessen Scheitel F durchläuft. Die Au£suchung von 
F" bietet abo keine theoretischen Schwierigkeiten. Wenden wir dies 
an auf den Fall, daß F' die logarithmische Kurve mit der Gleichung 

a ^ a 

sei und die Kurve F ihre Asymptote x — 0.^) Da nun 

r+a~alog---Z-0 

die allgemeine Gleichung der Tangente ist, so muß die gesuchte 
Kurve F" die Enveloppe der oo^ Geraden sein, die bei Variation 
von X dargestellt werden durch 

1) H. G. 8. Schotten, Über Fuflpunktskurven (Prog. Hersfeld, 1887). — 
Auf derartige Eniren beneht sich die Qnestion 187, gestellt Ton ChasleB in 
den Nout. Ann. Math. 

8) Sind z.B. r\ F" Kreise, so besteht der fragliche Ort aus einer Gkappe 
von Fascalsohen Schnecken (A. Mannheim, LtmoQOH de Paseoil, Nonv. Ann. Math. 
XV, 1866). 

8) Habioh, Ännali di MaUm. 2. 8er. U, 1868—69, S. 141. 

4) Die folgenden 8&tie worden dem Verfasser 1901 brieflich mitgeteüt Ton 
J. Finsterbusoh in Zwickaa. 
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a« 



Di£ferenziereii wir nach x, so erhalten wir ^ >" ;^> ^^®' '^^ ^^^ 

vorige Gleichung 

r+ 2a - a log ^ — 0, 

^^^^ r+2a , X 

— log — ; 

diese Gleichung beweist, daß die gesuchte Kurve seihst eine der ge- 
gebenen gleiche Kurve ist Die beiden Kurven r' (die gegebene) 
und r" (die gesuchte) entsprechen sich Punkt fftr Punkt; die Gerade, 
welche zwei entsprechende Punkte P' und JP" verbindet, umhfiUt 
eine Kettenlinie, die, wie sich leicht zeigen läßt, die Gleichung hat 

a: — -g [€ <" +e « j; 

ebensoleicht laßt sich zeigen, daß diese der geometrische Ort der 
Mittelpunkte der Strecken JP'JP'* ist 



Zehntes KapiteL 

Die Differential- und Integralkurven; Unliche Ableitungsgesetze. 
276. Ist die Gleichung einer Kurve in kartesischen Koordinaten, 

y-m • • (1) 

gegeben, so kann man dem Beispiele Kästners folgend, eine neue 
Kurve betrachten, die durch die Gleichung 

y-n^) (2) 

dargestellt wird. Diese heißt die Differentialkurve^) oder Deri- 
vationskurve *) der gegebenen. Verfährt man nun mit der Kurve (2) 
wie mit (1), so erhält man eine zweite Differentialkurve, dann eine 
dritte usw.; das Verfahren würde nur dann zu einem Abschlüsse 
kommen, wenn f ein ganzes Polynom von x wäre. Die Eigenschaften 
der abgeleiteten Kurve lassen sich mit Leichtigkeit aus denen der 
Or^^inalkurve herleiten, wenn man die Beziehungen beachtet, die 
zwischen einer Funktion und ihrer Ableitung bestehen: so entsprechen 
den Kulminationspunkten der ursprünglichen Kurve die Schnitte der 
abgeleiteten mit der a> Achse, den Wendepunkten jener die Kulminations- 
punkte dieser, usw. 

1) M. Cantor, Vorlemmgm itber Geath. d. Maih. HI, S. Aufl. (Leipiig, 1901), 
S. 688. 

8) £. Behfeld, Die DenvationOntfve der Zyhhide (Dits. Marbuxg, 1884). 
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Die Betrachtung der DifferentialknrTe bietet namenÜicli dann ein 
gewisses Interesse, wenn f{x) eine transzendente Funktion, f {pc) aber 
algebraisch ist^ weil dann der Fall vorliegt, daß eine transzendente 
Kurve mit einer algebraischen eng verknüpft ist Dies trifft insbesondere 
zu bei der Zykloide. Diese hat nämlich die Gleichung 

V » a • arc cos ^^ + y'^(X'X — a^ ; 

ihre Differentialkurve aber ist 

X 

^^*^' (x-2a)y»+a?«0 (3) 

Sie ist daher eine Kurve dritter Ordnung, die symmetrisch in bezug 
auf die o;- Achse ist und ganz innerhalb des von den Geraden ^ » 0, 
^ a 2a begrenzten Streifens li^, letztere Gerade ist eine Wende- 
asymptote derselben, die übrigen reellen Wendepunkte haben die 

a ^ 

Koordinaten ^ » ö^, y — ± ^; sie hat also die Gestalt einer Serpentine. 

Ihre Hessesche hat zur Gleichung 

a?y* + 4ay* + a? — 2a — 0; 

setzt man hierin 2a — x — |) so wird diese zu 

(g-6a)y»+S-0, 

die sich von (3) nur durch den Übergang von o; in ^ und von a in 
3a unterscheidet. Folglich: Die Differentialkurve der Zykloide ist 
eine Kurve dritter Ordnung, deren Hessesche eine dieser ähnliche 
Kurve ist; es ist dies die hervorragendste Eigenschaft derselben. 

Auch für Polarkoordinaten sind die Differentialkurven betrachtet 
worden, und zwar von J. Sobotka^). Ist Q'^fip) die Gleichung 

einer Kurve, so ist p' = ~- die der zugehörigen Differentialkurve. 

Denkt man sich nun den Vektor p' von demselben Pole aus abgetragen, 
aber in senkrechter Richtung zu p, so ist sein Endpunkt bekannter- 
maßen der Endpunkt der zugehörigen Subnormalen. Wir haben es 
also in diesem Falle mit dem geometrischen Orte P der End- 
punkte der Polarsubnormalen einer Kurve F zu tun'). Die 
Beziehung zwischen den Punkten P(p; (o) von F und den Punkten 
P'(p', ©') von r* wird durch die Formeln 

<,'_|i, «,'-„ + 1 (4) 

^ am 8 

1) S. § II des Beitrag zur infinitesimaJen Geometrie der IniegrdUmrven 
(Wiener Ber. CVm, 1898). 

2) YgL SchlOmilch, Übungsbuch tum Studium der MKeren Änälfsis I. 
(m. Aufl. Leipsig, 1878) S. 184. 



Zelmtee Kapitel : Die Differential- n. Integralkurren ; fthnl. Ableitongsgefletse. S31 

ausgedrückt Ist F algebraisch^ so wird es auch r' sein; und es ent- 
steht dann die Frage, welche Beziehung zwischen den Ordnungen der 
beiden Kurven bestehe. Nehmen wir daher an, daß f(x, y) » die 
Gleichung Ton F in rechtwinkligen kartesischen Koordinaten sei, so 
hat man, um den Punkt P' (x', y') von F' zu finden, der dem Punkte 
P(x, y) entspricht, den Schnit^unkt der Tangente in P an F mit 
der in zu OP errichteten Senkrechten au&usuchen. Nun haben 
die genannten Geraden, wenn X, Y die laufenden Koordinaten sind, 
bezüglich die Gleichungen 

infolgedessen ist 

df_ df df_ df 

Diese Formeln liefern für jedes Wertepaar x^ y, das der Gleichung (4) 
genügt, die Koordinaten des entsprechenden Punktes x\ y\ um die 
Ordnung von F* zu finden, müssen wir aufsuchen, wie viele ihrer 
Punkte sich auf der beliebigen Geraden r 

^a: + JBy + C - 
befinden. Es muß dann auch 

Ax' + JBy' + C - 
sein, oder wegen Gleichung (5) 

Nun stellt diese Gleichung im allgemeinen eine Kurve von der 
Ordnung n + 1 dar, welche die Kurve n**" Ordnung f{x^ y) »- in 
denjenigen Punkten P schneidet, deren entsprechende Punkte P' auf der 
Geraden r liegen; also: Der Ort der Endpunkte der Polarsnhnormalen 
einer Kurve v^ Ordnung ist im allgemeinen von der Ordnung 
n(n-}-l).^) Jeder jp- fache Punkt vermindert diese 2iahl im all- 
gemeinen um jp(2>— 1) Einheiten *); für eine rationale Kurve n^" 

1) Z. B. für einen EegelBchniit ist sie eine Emre eechster Ordnung; Tgl. 
SchlOmich, a. a. 0. S. 184. 

8) Als Eontrolle betrachte man eine Eurve T von der Ordnung n, die ans 
zwei Euiren I^ , P, von den Ordnungen n^ basw. 94 susammengesetKt ist. Der 
Ort der Endpunkte der Folarsubnormalen von T besteht alsdann aus den beiden 
Pj und r, entsprechenden Orten, ist daher von der Ordnung Mi (»i + 1) -f ^s (^ + 1)* 
Diese Zahl muß man auch erhalten, wenn man den obigen Sats auf P, welches 
die Ordnung Mi + 'S ^^^1 anwendet, als (Mi + «4) (Mi -f 'S + 1) ~~ ^^S *S ; ^^^ ^t 
aber gleich n^ (n^ -f 1) + *S ('S + ^)« "^^ ®^^^ gefunden. 
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Ordnung reduziert sie »idi daher auf n (n + 1) — (n — 1) (« — 2) — 
2 (2n — 1). Wenn femer der Pol ein p-facher Punkt ist, so Termindert 
sich die Ordnung um p^ Einheiten« 

Die Analogie führte auch zur Betrachtung des Ortes I\ der End- 
punkte der Polarsubtangenten^). Sind P(fiy a>) und Pi(9i> o^i) 
zwei entsprechende Punkte der beiden Eurren, so hat man 

^^i"'*^*-^^' ^i^^ + V (®^ 

welche Beziehungen uns die Gleichung Ton F^ finden lassen, wenn 
die Yon F gegeben ist Wenn hingegen F durch eine Gleichung in 
kartesischen rechtwinkligen Koordinaten gegeben wäre, so hätte man, 
um die yon F, zu finden, folgende Formeln anzuwenden: 

df. df df. df 

^"•-y-?7 ff' »i"^-F7 W • • • ^^^ 

die man durch ähnliche Rechnungen wie die Gleichungen (6) findet. 
Aus (7) ergibt sich durch eine der obigen ähnliche Betrachtung, daB 
der Ort der Endpunkte der Polarsubtangenten einer Kurve n^ Ord- 
nung von der Ordnung n(n -f-I) ist; jeder jp-fache Punkt vermindert 
diese um j> (p ~ 1) Einheiten [fOr eine rationale Kurve ist sie daher 
2 (2n -- 1)], wenn aber dieser Punkt mit dem Pole zusammenfällt, so 
betrogt die Verminderung p^ Einheiten. 

277. Aus der durch Gleichung (1) dargestellten Kurve lassen 
sich noch andere unzählig viele durch ein dem vorigen entgegen- 
gesetztes Verfahren ableiten, indem man aus (1) die Gleichung 

y^ff{x)'dx + c (8) 



ableitet. Hierbei bedeutet c eine beliebige Konstante, durch deren 
Variation man Kurven erhält, von denen die eine aus der anderen 
durch eine bloße Verschiebung in der Richtung der y-Achse hervor- 
geht; es genügt daher von diesen eine einzige zu betrachten, z. B. die 
durch den Anfangspunkt gehende, die dem Falle o — entspricht 
Die neuen Kurven Fi heißen Integralkurven und bieten mancherlei 
Interesse, insbesondere durch ihre praktischen Anwendungen^. Ihre 
hauptsächlichsten Eigenschaften drücken geometrisch aus, welche 
Beziehung zwischen einer Funktion und ihren Integralen besteht: so 

1) SchlOmilch, a. a. 0. S. 121. 

2) Abdank-AbakaDowicz, Die InUgraphen. Die Integraükuirven und 
ihre Anwendungen, deutsch bearbeitet yon E. Bitterli (Leipzig, 1899). Beiüglicb 
des Begriffes und der Eigenschaften der inrersen Integralkurven und der 
Integralkurven in bezng auf eine gegebene Eurre verweisen wir den 
Leser auf die o. a. Arbeit Ton Sobotka. 
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erkennt man z. B., daß den Schnitten von F mit der o;:» Achse die 
Eülminationapnnkte Ton Fi entsprechen; dagegen den Enlminations- 
punkten von F die Wendepunkte Ton Fi, usw. [Ist z. B. die gegebene 
Kurve der Ereis a^+ y^^r*, so ist die Integralkorve 

y« l|/r*— ic*.da? — Yarosin- + ^yr*— a:*. . . (9) 

Sie schneidet die y- Achse in den Punkten ± 0, —; r*«, , hat 

auf den beiden Geraden o; — ± r Spitzen im Abstände r' « und auf 
der y -Achse lauter Wendepunkte (s. Tafel VI, Fig. 64). Sie besteht 
aus lauter kongruenten Eurvenzweigen, gehört also zu den Lauf- 
musterkurren (Nr. 287).] Wir wollen die B«ihe solcher Sätze nicht 
weiter verfolgen; sondern lieber den Satz von d'Ocagne beweisen, 
der uns das Erümmungszentrum f&r einen beliebigen Punkt der Inte- 
gralkurre zu konstruieren lehrt ^). Dieser Satz lautet: Ist M der 
ErOmmungsradius der Integralkurre P«, <r die Subtangente der ge- 
gebenen Eurve Fj und der Winkel, den die Tangente von F^ 
mit der oe?- Achse bildet, so ist 

a = JBco8«0.8iii0 (10) 

Es seien (Taf. VI, Fig. 65) M und Mi zwei entsprechende 
Punkte von F und Fi, P der Schnittpunkt von Ox mit der Ordinate 
MMi, MT die Tangente von F, dann ist 

Setzen wir aber MiP » Y, so ist 
also tgO <— y, und daher 

Wenn nun dSi das Differential des Bogens der Integralkurre ist, so 
hat man bekanntlich 



es ist aber 



folglich 



" co8e ^ ^' co8*o ^' 



JB »- : dy • cos* 9 — ^ j- 

coBo ^ dy co8*o 



Eliminieren wir hieraus j- yermittelst der vorigen Gleichungen, so 

1} Vgl. Abdank-Abakanowiez a.a.O. S. 160 — 161 nndJ. Massan, Oimrs 
de mieamque de VUmversiU de Gand (lith. 1891) S. 400 
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finden wir in der Tat die Relation (10). — Hieraus laBt sich eine 
Konstniktion des EjrümmüngBzentrams C ableiten: Die Normale Mi 
an Fi schneide die Ordinate von T in T\ die in T' auf der Normalem 
errichtete Senkrechte schneide die Ordinate von Mi in Q\ die dordi Q 
znr ^Achse gezogene Parallele schneidet die Normale in dem gesach- 
ten Punkte G. Den Beweis mit Hilfe der Gleichung (10) zu führen, 
überlassen wir dem Leser. 

Die Konstruktion von d'Ocagne könnte man auch aus einer 
Eigenschaft der Integralkurven herleiten, die J. Sobotka geometrisch 
bewiesen hat^), zu der man jedoch auch schnell durch folgende Rech- 
nung gelangen kann. 

Wir wollen annehmen, daß die Kurve Jf, deren Gleichung y — f{x) 
sei, durch den Punkt Pia^ b) gehen möge; die Tangente t in diesem 
Punkte hat dann die Gleichung 

V-na) + {x-a)f'{a), 

WO X und fj die laufenden Koordinaten auf der Tangente selbst sind. 
Nehmen wir nun an, daß Fi, die Integralkurre yon F, durch Pi(A^ B) 
gehe, so wird deren Gleichung lauten 

X 

T-B^ff(x)'dx («) 

Konstruieren wir jetzt die Integralkurve T der Tangente t unter der 
Voraussetzung, daß sie durch den Punkt Pi gehe, so wird deren 
Gleichung ^ 

H-B^f[f{x) + ix-a)fia)]dx 

A 

H-B-^ix-A)f(a) + ^^^r(a). • . . (ß) 

T ist also eine Parabel. Aus den Gleichungen (a) und (ß) ergibt 
sich nun sofort, daß fttr den Punkt P< ist T- H, F = H', F"- H", 
und dies beweist, daß die Kurven F{ und T sich nicht nur in dem 
gemeinsamen Punkte Ä berühren, sondern daselbst eine Berührung 
zweiter Ordnung haben. Somit ergibt sich: Der Tangente t der Kurve 
r in irgendeinem Punkte P derselben entspricht als Integralkurve 
eine Parabel T, welche die Integralkurve Fi von F in dem dem Punkte 
P entsprechenden Punkte P. oskulieri 

278. Eine gewisse Analogie mit den Differentialkurven bieten 
solche Linien, die man aus der Kurve y » f(x) erhalt, wenn man y 
gleich einer speziellen Funktion von f{x) setei*) Auf die haupt- 

1) S. § I. des in Note 1, S. 880 zitierten Beitrages, 

8) ElementaFer, jedoch weniger wichtig und frachtbar ißt das Ver&hren, ans 
einer Enrye mit der Gleichung ywsf(x) eine neue yi'^Fifix)) abzuleiten, wo JF* 
eine nene gegebene Funktion ist. Z. B. kann man als neue Eutfo ableiten 
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Bächlichsten derselben soll hingewiesen werden, sowie auf einige 
neuen Kurven, die man durch solches Verfahren erhalt. 

I. Wir betrachten wieder eine Kurve Fmit der Gleichung y^f(x), 
sowie in ihrer Ebene einen beliebigen festen Punkt K (Taf. YI, 
Fig. 66), den wir als auf der rc- Achse gelegen mit der Abszisse —h 
annehmen wollen, und eine beliebige Gerade g^ die wir der Einfach- 
heit halber als mit der y-Achse zusammenfallend annehmen. In einem 
beliebigen Punkte P von F ziehen wir die Tangente und durch K 
zu ihr die Parallele, bis sie die Gerade g in, Q schneidet; die in Q 
zu g errichtete Senkrechte schneide die Ordinate von P in P'. 
Variiert man nun P auf F, so beschreibt der Punkt P' eine neue 
Kurve F', die von A. Hochheim die Differentialkurve von F 
genannt wird.^) um deren Gleichung zu finden, beachte man, daß 
die Gleichung der Tangente im Punkte P{x, y) lautet 

die zu ihr durch K gezogene Parallele aber hat die Gleichung 

T-r(.x)ix+hy, 

wenn man nuu X»0 macht, so erhalt man h'f(x) als Wert fflr 
die gemeinsame Ordinate der Punkte Q und P'. Daraus folgt, daß 

yx-To-fix) (11) 

die Gleichung von F' ist; diese Kurve ist also affin zu der Diffe- 
rentialkurve von F in Eästnerschem Sinne (Nr. 276). Wiederholen 
vnr fär P dieselbe Operation wie bei F und fahren so fort, so er- 
halten wir nach r Operationen die Kurve 

Vr^'krr'^ix), (12) 

die nach Hochheim die r^ Differentialkurve von F heißt 

Falls F durch eine Gleichung, die nicht nach y auflösbar, gegeben 

ist, etwa durch ^^ v ^ 

_; F{x,y)^0, 

2/^B— — ; eine einfache Rechnnng zeigt, daß die beiden Enrven in zwei der- 

selben Ordinate entsprechenden Pankten gleiche Subtangenten, aber von ent- 
gegengesetzten Yoizeichen haben (W. Rnlf, Über eine allgemeine Eigenschaft 
der Kurve der reeiproken Ordinaten, Aroh. Math. Phys. 2. Ser. XIII, 1894; vgl. 
anch den § VI des o. a. Beitrcige von J. Sobotka). — Ähnlich kann man die 
Enrre y^=f{xy bilden; die Snbtangente in einem beliebigen Ponkte der neuen 
Enrre ist gleich der Hälfte der Snbtangente im entsprechenden Ponkte der ge- 
gebenen (W. Bnlf , Bemerkung tu den aus einer Kurve abgeleiteten Kurven^ das.). 
Im allgemeinen Falle hat man, wenn S und 8^^ die Snbtangenten in entsprechen- 
den Punkten der beiden Enrven yzBf(x)^ Vt^^ifi^)) "ind, 

1) Über die BifferenUdOcwrve der Kegelschnitte (Halle a. 8.» 1874). 
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80 ffürde man die Differentialknrre erhalten, indem man y ans dieser 
Gleichung nnd der folgenden 

dF , T dF ^ 

eliminiert; ist also F eine algebraische Funktion n*^ Grades in x, y, 
so ist die abgeleitete Earve im allgemeinen von der Ordnung 2n(n — 1) ; 
sie ist feiner von immer demselben Geschlechte wie F, 

Welches auch die Natur der Funktion f sein möge, immer hat man 

f7tdx^fh-r(pc)-dx-1c\f(ß)-fia)], ... 03) 



a^a 



und daher ist die abgeleitete Kurve immer quadrierbar. 

Als erstes Beispiel nehmen wir zunächst die Parabel y^ — > 2px^ 
dann ist die Gleichung von F* 



Vi "= *y^ ^^^ '^^Vi — ^^P ' 



Demnach ist F' eine Kurve dritter Ordnung symmetrisch %ar o;- Achse 
und ganz auf der positiven Seite derselben gelegen; der unendlich 
ferne Punkt von Ox ist eine Spitze der Kurve, der unendlich ferne 
von Oy ein Wendepunkt Die Tangentialgleichung dieser Kurve lautet 

und bezeugt, daB sie von der dritten Klasse ist in Übereinstimmung 
mit den Plückerschen Formeln. 

Als zweites Beispiel nehmen wir die Ellipse 

£! + |!_l, oder j,_|y5537' 
jy hat dann die Gleichung 

yi — — Z7==tf oder a Vyj* — Wa^ - a^y^^ — 0, 

und ist demnach (vgl Nr. 97; Bd. I, S. 226) eine Kohlenspitzkurve. 

Wechseln wir das Vorzeichen von b^, so erkennt man^ daS die 

/gl «fi 
von der Hyperbel -^ — rr ^ ^ abgeleitete Kurve die Gleichung hat 

a^x^yj^^ + m^x^ - a%^ = 0; 
diese ist also eine Kreuzkurve (s. Nr. 97, Bd. I, S. 226). 

279. n. Die Daten seien dieselben wie im Falle I; auf die 
Kurve F werde dieselbe Konstruktion angewendet mit dem unter- 
schiede^ daß an Stelle der Tangente die Normale in P tritt, und daß 
kf die Koordinaten des festen Punktes seien. Durch eine Rechnung, 
^e ähnlich wie im vorigen auszufahren ist, laßt sich zeigen, daß, 
wenn der Punkt P die Kurve F y — f(x) durchlauft, der Punkt P' 
eine Kurve F' beschreibt, deren Gleichung ist 

y^—rwr (1*) 
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sie heißt die erste abgeleitete Kurve in bezug auf F^); ihre tm- 
endlich fernen Punkte entsprechen den Kulminationspunkten von F. 
Yerföhrt man mit F* ebenso wie mit F, so erhalt man die zweite 
abgeleitete Kurve; ihre Gleichung lautet 



y^^ d ( h x"""?^^ ^^^^ 

dx \f(x)) 

daher ist F" unabhängig von k] ihre unendlich fernen Punkte ent- 
sprechen den Wendepunkten yon R In ähnlicher Weise kann man 
die dritte abgeleitete Kurve betrachten, usw. — Wenn r* durch 
eine Gleichung yon der Form 

dargestellt wäre, so würde man die von F* erhalten, indem man y 
aus dieser und der folgenden 

dF ..dF ^ 

eliminiert; wenn daher F von der Ordnung n ist, so muß V im 
allgemeinen von der Ordnung 2n(n — 1) sein; beide Kurven sind 
femer vom selben Geschlecht. 

Aus der Gleichung (14) geht hervor, daß, damit P mit F zu- 
sammenfalle, es notwendig und hinreichend ist, daß 

y-*^, oder y»-2Äa; + Z; (16) 

mit Yariation der beliebigen Konstanten l stellt (16) oo^ von sich 
selbst abgeleitete Parabeln dar. 

Ähnlich ergibt sich aus (15), daß P* mit F übereinstimmt, wenn 
y der Di£ferentialgleichung 

-|;'-y, oder f + |--0 

Genüge leistet. Wird die erste Integration ausgeführt, so ergibt sich 

y.y'wMm a (wo a eine Eonstante bedeutet) 

und wird nochmals integriert, so erhält man 

y'^2ax + l, (17) 

welche Gleichung oo' Parabeln darstellt, deren jede mit ihrer eigenen 
zweiten abgeleiteten Kurve übereinstimmt. Offenbar sind in dieser 
neuen Serie die oo^ durch (16) dargestellten Parabeln mit einbegriffen. 
Wenden wir das hier beschriebene Ableitung8ver£Ethren auf einen 
zentrischen Kegebchnitt an, so gehmgen wir zu zwei bemerkenswerten 

1) G. Völker, Über die BeUxHon moUehen eimer gegebenem Kuftve ymmf(x) 
und einer daraus abgeleiteten Kurve y''^'T-"'frr\ ^"^ spesfieHer Anwendung auf 

die Eüipee (Din. Marburg, ISSO). Vgl. aacn Azxarelli, Meuni luo^ geametriei 
(Atti Accad. NaoTi Lincei XLYI, 1S98). 

Loria, Eb«Ba Xnrren. t. Anfl. IL 
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Enrven vierter bzw. sechster Ordnung. Ist nämlich die Gleichung 
von r , , • 

|j±f.-l oder j,-±iy5S3^, 

so hat r* die öleichnng 



y 



- T «*V«*-« ! ojg, 6»a;V+Ä«a»*»-*»o*-0; . (18) 

sie ist demnach eine rationale Kurve vierter Ordnung, die sym- 
metrisch in bezug auf die Eoordinatachsen ist, durch die Endpunkte 
der Fokalachse der Ellipse geht, im unendlich Femen von Ox einen 
isolierten Punkt und im unendlich Femen von Oy einen Berühmngs- 
knoten mit dieser Achse als zugehöriger Tangente hat. Die Kurve 
besitzt keine anderen vielfiachen Punkte, aber die vier Punkte mit 
den Koordinaten ^ 

sind Wendepunkte (vgl Taf. VI, Fig. 67). 

Die zweite abgeleitete Kurve hingegen hat die Gleichung 

y_^hx^V^£^ oder aV+&V-a*6V-0; . (W) 

sie ist eine rationale Kurve sechster Ordnung (Taf. VI, Fig. 68), 
die durch die Endpunkte der Fokalachse der Ellipse geht, und im 
Mittelpunkte einen Berührungsknoten mit dieser Achse als zugehöriger 
Tangente hat Die Punkte mit den Koordinaten 

sind Kulminationspimkte; sie liegt ganz innerhalb der Ellipse, hat keine 
reellen unendlich fernen Punkte außer den auf der y-Achse, usw.^) 
280. nL Nehmen wir wieder die Kurve F als durch diie Glei- 
chung y — f{x) bestimmt an; wir betrachten die Ordinate eines be- 
liebigen Punktes P derselben und ziehen durch den Koordinaten- 

1) YgL die Progammabbandlxmg (Berlin, 1884) von G. Völker, L Die deri- 
vierten Kurven der Hyperbel, II. Die Lemniakate zweiter Art, Mit letzterem 
Namen bezeichnet Völker folgende Karre: Eliminiert man ans obiger Glei- 
chung (18) nnd ihrer Abgeleiteten die Konstante X;, so erhält man 

a*y ' dx •{• X (fl^— x^ ' dy ^ 0. 
Folglich lautet die Differentialgleichung der orthogonalen Tn^ektorien des 
Systems der oo^ Kurren (18) 

a*y • cJy — oj (a* — «■) • da; » 0. 
Integriert man unter der Voraussetzung, daß für xnO auch ^«0 ist, so be- 
kommt man 

y ;7=y2a«-««. 

ay% 

Die Diskussion dieser Gleichung offenbart uns leicht die Gestalt dieser Kurve 
und zeigt, dafi der Name, den sie erhielt, berechtigt ist: es ist eben die VOlker- 
sche Lemniskate zweiter Art. 
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anfeuig eine Parallele zu der Tangente nnd zu der Normale in P an 
r, diese mögen die Ordinate in P^ bzw. P^ schneiden. Variieren 
wir nun P, so besclireiben die Punkte P^ und P, zwei neue Kurven^ 
Ton denen die erste die Tangentenkurye, die zweite die Normalen- 
kurve yon F heißt.^) Eine kurze Rechnung lehrt uns, daß jene 
beiden Kurven bzw. die Gleichungen haben 

yx'x-nx), y.-^) (20) 

Wenden wir diese Verwandlung anstatt auf die Kurve F, auf die 
Kurve Tan, die durch /»^^ 

^'^JTJ^) . . C ) 

dargestellt ist, so erkennt man leicht, daß die Tangentenkurve von F 

mit der Normalenkurve von F zusammenföllt und umgekehrt; man 
nennt daher solche Kurven konjugiert. — Wir bemerken außerdem, 
wenn man teilweise integriert, so erhalt man 

JVi • ^^ "S^ 'f(x)'dX'^X' f(x) ^Jf{x) • da; — a? • f{x) ^Jy • dx^ 

b b 

daher ist /y, • dx + fy -dx-^b-fQ)) - a'f{a)] . . . (22) 

a a 

wenn man also F quadrieren kann, so kann man auch F^ quadrieren 
und umgekehrt. 

Dieses Ableitungsverfahren soll jetzt auf die Parabel 

y«-2i)(x-a) (23) 

angewendet werden, wobei p>0 angenommen wird. Wir bemerken 
zunächst, daß sie fds konjugierte Kurve die semikubische Parabel 

besitzt 9i)y» - 8(r» - a)\ 

Ihre Tangentenkurve dagegen ist 

^'"■ys^^ °*" y»*(«-«)-f«*- • • • (24) 

Die hierdurch dargestellte Kurve dritter Ordnung ist symmetrisch in 
bezug auf Oxy der Anfang ist ein Doppelpunkt, genauer ein Knoten 
oder isolierter Punkt, je nachdem a ^ (Taf. VI, Fig. 69 u. 70); die 
reellen Punkte der Kurve erhalt man fflr o; > a. Wenn a > 0, so 
sind die Punkte mit x^2a Kulminationspunkte (bzw. mit zu Ox 
paralleler Tangente), die mit rr — 4 a sind Wendepunkte. In allen 
Fallen ist die Gerade x^ a Wendeasjmptote der Kurve. In dem 
bislang ausgeschlossenen Falle a — zerfallt die Gleichung (24) in 

1) L. Henkel, Über die aus einer Kurve ymf(x) ähgeMUU Kurve 
yi—«j^ — «/'(«) (TangerUerücMrve) uind y^^'-x-^'^^-f^ 

epmeUer Anwendung auf die ParäM (Diisert Marburg, 18S2). 

22* 
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^ *- Oy y^ «. — y^ d. k in die y* Achse und die Parabel, deren Ordi- 

naten die Hälfte der gegebenen sind. Durch Anwendung der Oleichnng 

(24) erhalten wir femer 

k b 

fyi'dx — hy2p(b-a) — ay2p(a — a) — /ySjp^T^ • da? 

a a 

wenn a ^ 0, hat man im besonderen 





/• 



2a 



a 

als bemerkenswerten Ausdruck f&r die Fl&ohe zwischen der Kurve 
und der Asymptote. 

Bestimmen wir hingegen die Normalenkurve derselben Parabel 
(28), so erhalten wir 

y^.a:]/^^^ oder |y« + «^c^-a^-O; 

diese ist ebenfedls eine zur o;- Achse symmetrische Kurve dritter Ord- 
nung, deren reelle Punkte man ffSor x> a erhalt (TalVI, Fig. 71 u. 
72); sie hat im Anfang einen Knoten-, Bückkehr- oder isolierten 

Punkt, je nachdem a^O; im zweiten Falle ist die Kurve nichts 

anderes als die semikubische Parabel Wenn a < 0, so sind die beiden 

Punkte mit der Abszisse -z- Kulminationspunkte, wenn a < 0, die 

mit ^ *- -g- Wendepunkte; in allen Fällen ist der unendlich ferne 

von Oy ein Wendepunkt mit der unendlich fernen (Geraden als 
zugehöriger Tangente. 

Die Transformation, durch welche man von einer Kurve zu 
ihrer Tangentenkurve gelangt, wurde spater auch von H. Brocard 
wieder aufgefunden^) und von ihm pseudo-Newtonsche Trans- 
formation genannt Indem er sie auf spezielle transzendente Kurven 
anwandte, leitete er aus ihnen algebraische Kurven ab, und gelangte 
so zu einer neuen Yerbindungsbrücke zwischen diesen beiden großen 
Kategorien, in welche sich alle ebenen Kurven verteilen. Wendet 
man sie aber auf algebraische Kurven an, so erhalt man immer 
wieder Kurven derselben Art; die Beziehungen zwischen diesen und 
den ursprünglichen Kurven findet man in einer speziellen Arbeit von 
y. Betali niedergelegt.') 

1) Sur Mne iransformation giomibrigue (Tr€msfoTmai/um pteuäfmewtommMe) 
(M^m. Acad. Belgiqne LH, 1899). 

8) Sur Mne tranaformation giomiinque (M^m. Soc. Li^ge, 8«.8dr.II, 1900). 
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281. lY. H. Brooard hat jedoch noch eine zweite Methode erdacht, 
Yon einer Enrve andere abzuleiten; diese^ die er die Boberyalsche 
Transformation nannte, besteht in folgendem: Es sei wieder eine 
Enrye F gegeben, dargestellt dnrch Gleichung (1), sowie eine be- 
liebige Gferade r, die man als durch den Anfang gehend annehmen 

Man betrachte die Tangente in einem beliebigen Punkte P yon F 
und bestimme ihren Schnittpunkt M mit r; die durch P zu Oy ge- 
zogene Parallele schneide die durch M zu Ox gezogene in P': der 
Ort der Punkte P' ist die Bobervalsche Kurve von jT. — Da nun 

die Gleichung der genannten Tangente, so ist die Ordinate des 
Punktes M, in welchem sie die r schneidet, 

y ,«rWz:M (26) 

sie ist zugleich die Ordinate von P'; die Abszisse dieses Punktes ist 
dieselbe wie von P, und daher ist (25) die Qleichung der Bobervalschen 
Kurve. Die Bobervalsche sowie die pseudo-Newtonsche Transformation 
sind Spezialfälle einer dritten von Y. Betali ^) untersuchten geo- 
metrischen Transformation. 

y. Auf der Tangente in einem beliebigen Punkte P der durch 
die Gleichung y — f(x) dargestellten Kurve F bestimme man einen 
Punkt P' derart, daß das von den Ordinaten der beiden Punkte P, 
P' al^eschnittene Stück der a;- Achse eine bestimmte Länge h habe 
und außerdem PP' die positive Bichtung der Tangente bezeichne. Der 
Ort des Punktes P' ist eine neue Kurve F*, welche die Tangential- 
kurve von F genannt wird.*) Es ist klar, daß die Gleichung von 
F* erhalten wird, wezm man x, y aus 

a; - «'- i, y-y'^{x-x')^f y - f{x) 

eliminiert; sie lautet daher 

y^^f{x^ + li)-'kf(x' + }cy) .... (86) 

1) Sopra wna corrispondensa [m, «] (Bendic. Ist. Lomb. 2. Ser. XXXTT, 1899), 

2) Hochheim, TangenHaJhurven der jL^«2M^«<ie (Zeitschr. Math. Ph jb. XV, 
1870). S. auch das schon in Note 1 S. 886 zitierte Werkchen, S. 100 ff. 

8) Eine ähnliche Eonstraktion, für die Normalen ansgefOhrt, liefert eine 
Kurve, deren Gleichung 

lautet, und deren Stadium wir dem Leser überlassen. 
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Als Kurve F nelimen wir einmal die Parabel 

dann wir die Jr sein 

y' - &^f^, oder Ax'y' - p (2a:' - i)l 

Die Tangentialkurve einer Parabel ist demnach eine Kurve dritter 

Ordnung, die symmetrisch zu deren Achse liegt, den Punkt (j, 0\ 

als Doppelpunkt; den unendlich fernen von Oy als Wendepunkt hat 
mit dieser Achse als zugehöriger Tangente; im unendlich fernen Punkte 
von Ox wird die Kurve von der unendlich fernen Geraden berührt 
(s. Taf. VI, Fig. 73). 

Wird dieselbe Ableitung auf die Ellipse 

^^l^ + li-l, oder y-|/2a(a:-~*)-(a:-*V 
angewendet, so erhalt man die Gleichung 

f&r die Tangentialkurve der betrachteten Ellipse. Sie ist also eine 
in bezug auf die große Achse symmetrische Kurve vierter Ordnung, 
die ganz innerhalb des von rr'— > und o;'— 2a begrenzten Streifens 
liegt Auf der Abzsissenachse hat sie einen Doppelpunkt und einen 

isolierten, dessen Abszissen bzw. -^ (2a + k± YAa^ + t* j sind; ein 

dritter Doppelpunkt ist der unendlich ferne von Oy, mit den Geraden 
x' — 0, x' — 2a als entsprechenden Tangenten (Taf VI, Fig. 74). 
Ähnlich laßt sich zeigen, daß die Tangentialkurve der Hyperbel 

{X— — a; — rf — 1 dargestellt wird durch 

Sie ist eine mit denselben projektiven Eigenschaften wie (27) aus- 
gestattete Kurve vierter Ordnung, hat aber eine ganz andere Gestali^ 
die uns Fig. 75 auf Taf YI wiedergibt 

282. YL Es sei noch eine von M. d'Ocagne^) vorgeschlagene 
Ableitung besprochen. „Gegeben seien zwei feste Punkte und P 
sowie eine Kurve F; M sei ein beliebiger Punkt derselben, M^ 
dagegen derjenige Punkt, in welchem der Radiusvektor OM von der 

1) Sur eertoAnes caurbes qu^an peut t^oindre aux cayrbes planes p<mr Väude 
de leure propriitäs infinüMmalee (Amer. Jonm. Math. XI, 1899). In dem Extraü 
d'une lettre de M, d'Oeagne ä M, Craig (das. XIV, 1892) ist ein zweifelhafter 
Punkt jener Abhandlung richtiggestellt worden. 
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durch P zu der Normalen in M parallel gezogenen Geraden 
geschnitten wird. Variiert man M auf F, so beschreibt M^ eine 
Eurre r\^ welche die von d'Ocagne betrachtete ist/^ Fällt M in den 
Fußpunkt einer von P gezogenen Normalen, so fallt M^ mit M 
zusammen; folglich enthSlt die Kurve r^ die Fnflpiinkte der von P 
auf r geAllten Normalen« Wenn hingegen M in den Fnßpunkt 
einer von auf r gefällten Normalen fallt, so befindet sich M^ 
im Unendlichen; also geht P^ dnreh die unendlich fernen Punkte 
der von O zu P gezogenen Normalen* Nehmen wir an, daß die 
Kurve P^ vollständig gezeichnet vorliegt, so ist klar, daß man in 
jedem beliebigen Punkte von P die Normale zeichnen kann und 
d'Ocagne hat gezeigt, daß man damit auch das Krfimmungszentrum 
finden kann. Ohne uns hiermit aufisuhalten, gehen wir zu der 
Bemerkung über, daß das angegebene Verfahren zwei Methoden liefert, 
die eine invers zur anderen, um aus einer Kurve eine andere abzuleiten, 
um dies klar zu legen, wollen wir die Koordinaten von M mit x, y, 
die von M^ mit ^, y^ bezeichnen, als Anfangspunkt und OP als 
jT-Achse nehmen. Seiten wir OP^^a, so bestehen die Gleichungen 

X x^ äx yi 
Ist also die Gleichung von P als f(Xj y)'^0 gegeben, so kann die 
von Pj durch einfache DifEerentiationen und Eliminationen erhalten 
werden. Ist hingegen die Gleichung von P| als P(a\^ Vi) *~ ^ gogohen, 
so erkennt man, indem aus (28) sich ergibt 

ax'dx ay • dx 

^"^ xdx + y- dy ^^ "" x-dx-^-ydy^ 

daß P die Integralkurve folgender homogenen Difiierentialgleichung ist 

^ / ax ' dx ay'dx \ ^ 

' \aj'd« + y'<Jy' X'dx'\-y*dy} '^ ' 

somit kann die Au&uchung von P immer auf Quadraturen zurflck- 
gef&hrt werden. 

Als Beispiel nehmen wir für P^ die Gerade y^ — mx^ + n^\ F wird 
dann eine Integralkurve von folgender Gleichung sein 

ay^dx^max'dx + n(x'dx + y'dy). 
Setzen wir nun y^^tx, so wird diese Gleichung zu 

T+;ci^-«' («> 

n * n ^ 

wo die Variabein schon getrennt sind. Wird die Integration aus- 
gefClhrt, so erhält man je nach det Beschaffenheit der Wurzeln der 

verschiedene Resultate. 
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1. Fall EBsei <'-~< + (^ + l)-(<-p)(<-j), 
und p> q^ Dann ist 

t P Q 



n n 
daher bekommt man durch Integration von (29) 

and, wenn Ar t wieder sein Wert gesetzt wird^ 

(ff-pxy-^ciif-qxy (80) 

In diesem Falle ist F also eine Parabel oder Hyperbel, die algebraisch 
oder interszendent ist, je nachdem p und q beide rational sind oder 
nichi 

2. FalL ^-£« + (?^+ i) - (e -p)«. In diesem FaUe hat 
daraus ergibt sich bei der Integration Yon (29) 



°^™ . a /«t« N - (Ti^. + "(T::^; 



1^8 ^ - TZ^ + 1^8 (^ - J>) - log c, 

p 
oder a?(< — p) — ce^~' 



bzw. y —px^ ce^—P'. (31) 

r ist demnach immer eine transzendente Kurre. 

3. Faü. <«-^« + (?^+l)-(« + «)« + ^«. Setzt man < + a 
— V, so ist « 

t dt (t-aj'dt 1 dCy'+P*) « P 

folglich liefert Gfleichung (29) 

log % + logyV+^ — 7j arc tg ^ — log c, 

oder «VC« + «)* + /»' - ee 7 ""*' ■?' 

und endlich y(y +«»)» + /»'!»»-. «e/» /»«.... (82) 
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die immer eine transzendente Karre darstellt Dieses Beispiel Ufit 
hinreidiend erkennen^ daß der Übergang von P^ zu F in der Begel 
za ziemlich komplizierten Eurren führen dürfte. 

Die für I\ angegebene Eonstmktion führt yon selbst zu einer 
anderen Kurve jr,, die in folgender Weise konstruiert wird« Die 
Daten seien dieselben , man laßt aber dem Punkte M dexqenigen 
Punkt j9f| entsprechen, in welchem der Radiusvektor OM die durch 
P zur Tangente in M gezogene Parallele schneidet; JT, ist dann 
der Ort des Punktes M^^ wenn M die Kurve F durchläuft F^ muß 
ersichtlich durch die Berührungspunkte der von P an P gezogenen 
Tangente gehen. . Die neue Kurve kann, wenn sie gezeichnet vor- 
li^, nicht bloß zur Konstruktion der Tangenten an F dieneUi son- 
dern ebenfiEdls zur Bestimmung der Elrümmungsmittelpunkte. Werden 
dieselben Bezeichnungen und Achsen beibehalten, so finden zwischen 
den Koordinaten der Punkte M und Jf, die Beziehungen statt 

oder _ , , 

**^ X'dy — y-dx ^* «-dy — y«d«> 

wenn also f{x^, y^) » die Gleichung von F^ ist, so wird F eine 
Integralknrve der folgenden homogenen Differentialgleichung sein: 

' xX'dy — ydy xdy — ydx/ ^ ^ 

Nehmen wir als F^ wieder die Gerade y^ — mx^ + n; dann hat 
F der Gleichung zu genügen 

ay'dy^ max • dy + n{x -dy-^y* dx). 

Setzen wir wieder y — tx^ 

80 erhalten wir ^ + Ü^L^?^* d< » 0, 

oder ^ + !lHj.rd*__^-|^. d*__0; 

wir integrieren und erhalten 

^^8 « + ^'^^ log rr^ + log (« - m) - log t, 
oder auch . 

und schließlich y"'" + '» — (j(y — wia;)*, 

wo e und k beliebige Konstanten sind; die entstandene Kurve ist 
demnach wieder eine Parabel oder Hyperbel, die algebraisch oder 
interszendent ist, je nachdem die beiden Größen ma + n und n beide 
rational sind oder nicht 
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Die Integration der Gleichung (SS) laßt sich auch in dem Falle 
ausfahren^ daß P, ein Ejreis mit dem Zentrum ist AlaHnTiTi kann 
r betrachtet werden als der Ort eines Punktes, der mit konstanter 
Geschwindigkeit auf einen festen Punkt zustrebti während er zugleich 
Ton einem anderen nach Richtung und Kraft konstanten Zuge be- 
einflußt wird. Sie ist demnach die Kurve, die von einem Schwimmer 
beschrieben wird, der auf einen Punkt des Flußufers zustrebt; man 
könnte sie daher die Schwimmerkurve nennen. Vor M. d'Ocagne 
wurde sie schon von E. Collignon^) betrachtet 

283. Vn. Schließlich hat A. Mannheim folgendes Yerfidiren erdacht^ 
um aus einer ebenen Kurve JTeine andere I\ abzuleiten: ,,In der Ebene 
von r seien zwei Geraden r und d gegeben; die Normale in einem 
beliebigen Punkte A von T schneidet r in einem Punkte N] d urch 
ihn ziehen wir die Strecke NÄ^ parallel zu d und gleich X • NA^ 
wo X eine gegebene Zahl ist; der Ort der Punkte A^ ist dann die 
Kurve ^J^ 

Im allgemeinen wird F^ symmetrisch in bezug auf r sein, derart, 
daß die Verbindungslinien entsprechender Punkte immer parallel zu 
d sind, sie kann daher in zwei sich symmetrisch entsprechende 
Kurven zerfiedlen; z. B. wenn F eine Gerade ist, so besteht I\ aus 
zwei Graden. Alle Schnittpunkte von F mit r liefern einen Doppel- 
punkt von I\. Bei Variation von X erhalt man unzahlig viele 
Kurven I\, von denen immer zwei beliebige sich in einer AfEuiitat 
mit r als Achse entsprechen, deswegen werden die Tangenten an alle 
Kurven F^ in den Punkten, die einem und demselben Punkte von F 
entsprechen, durch denselben Punkt der Geraden r gehen. 

um analytisch die Beziehung zwischen F und I\ festzulegen, 
nehmen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem, das r zur d;-Adi8e 

hat. Es sei rr \ n /oj\ 

f(x,y)^0 (34) 

die Gleichung von F, und a der Winkel, den d mit r bildet. Da nun 

iL W 

dx dy 

die Gleichung der Normalen im Punkte A(x,y) ist, so sind 
df 

V X 

x—y -^ und die Koordinaten von Ny und also ist 



1) Asaoc fran9. 1887. 
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Die Koordinaten von Äi sind dann 






ay dy 



y^. Xyl^MWein« 



> • 



(35) 



wo die Wurzel mit doppeltem Vorzeichen genommen werden kann. 
Bemerken wir, wenn F eine Richtungskuryo (Bd. I, S. 437) ist, so 
^t sich die Funktion ^. 

als rationale Funktion von x^ y ausdrücken; daher stellen dann die 
Formeln (35) zwei yerschiedene Eurren dar, die eine dem + -Zeichen^ 
die andere dem — Zeichen entsprechend. Im allgemeinen stellen sie 
jedoch eine einzige dar. 

Um die Ordnung Yon F^ zu finden im Falle, daß F algebraisch 
und von der Ordnung n sei, suchen wir die auf einer Geraden 

ax^ + 6^1 + c — 

gelegenen Punkte auf. Diese entsprechen denjenigen Werten yon Xy y, 
die außer Gleichung (34) auch der folgenden Genüge leisten: 

oder '^^Wy'^ ' 

[•(-fe'-»l-D + 'fcT- M« "" + » " «)"[&0'+ 01 • « 

Nun stellt diese eine Eurye yon der Ordnung 2n dar, demnach muß 
F im allgemeinen yon der Ordnung 2n' sein. Welche Modifikationen 
eintreten, wezm F mehrfache Punkte hat, möge der Leser selbst 
eruieren. 

Sind für F die Koordinaten eines Punktes x, y in Funktionen 
des Bogens 8 gegeben, so yereinfacht sich Gleichung (35); ftlndaTin 
hat man ja identisch, wenn wir die Ableitungen nach $ durdi Strichel 

bezeichnen, a/^+j/'-l, «'a^'+j/j/'-O (37) 

An Stelle yon (35) treten dann hingegen die folgenden Formeln 

, y ' y^ , liy • C09 a , Xy • sin a /qo\ 
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um die Tangente in dem beliebigen Punkte A^ von F^ zu finden, 
suchen wir deren Schnitt T mit der o;- Achse. Die Gleichung der- 
selben lautet ^ ^ 

V yx' 

folglieh haben wir fttr F»0 



Z- 



yi' 



yi Vi 



(89) 



Setzen wir hierin aus (38) die Werte f&r Xi, y^, a\\ y^ ein, so er- 
halten wir nach einigen Reduktionen 

Jedoch zufolge der Identitäten (37) haben wir 



und daher 



a/ + y(a/ V- «;"»') - ^^"^'^ 



Z- 



y«' 



y y* 






y y' 



(40) 



Die Yergleichung dieser Formel mit (39) zeigt nun, daß T wohl ver- 
schieden ist von dem Schnitte der Tangente in J. an der Kurve I^ 
es schneiden sich also die beiden Tangenten in den entsprechenden 
Punkten A, A^ der beiden Kurven P, F^ auf der (Geraden r. Man er- 
hSlt also die Tangente an F^ in JL^, wenn man A^ mit dem Schnitt- 
punkte der Tangente von F im zugehSrigen Punkte A auf der Ge- 
raden r yerbindei^) 



Elftes Kapitel. 

Die ftegenkurven. 

284. In einem (recht- oder schiefwinkligen) kartesischen Koordi- 
natensystem sei fc . IIA 

die Gleichung einer beliebigen Geraden m; wir bestimmen die Schnitt- 
punkte A und B mit den Eoordinatachsen und ebenso die Mitte 
M{x^ y) der Strecke AB. Dann ist offenbar 



X 



-iTF' y^-1^^ 



H 



u 



1) A. Such ar da, Deux cons^rwüons de la tangente et du centre de courbure 
{Pune eertaine courhe (Bulletin intern, de TAcad. des ScienceB de Bohäme, 1899). 
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und umgekehrt ^ . 

Es besteht demnach zwischen den Pnnkten M und den Geraden m 

der Ebene eine eindeutige quadratische Korrespondenz^). Beschreibt 

der Punkt die Gerade 

«a? + /Jy + y — 0, 

so umhüllen die entsprechenden Geraden m den Kegelschnitt 

der eine die Achsen berührende Parabel darstelli Dreht sich dagegen m 

um den Punkt 

ö| + 6fl + <J — 0, 

so beschreibt der Punkt M den andern Kegelschnitt 

ay ^hx — 2cxy — 0, 

der eine Hyperbel ist, die durch den Anfang and die unendlich 
fernen Punkte der Koordinatachsen geht. Allgemein: Umhüllt m eine 
algebraische Kurve von der Ordnung n, die O als r-fkehen Punkt 
hat, so beschreibt M eine Kurve, die im allgemeinen von der 
Ordnung 2n(n — 1) ist, und O als 2f*(f* — 1) -fkehen Punkt hat 
Z. B. einem zentrischen Kegelschnitte entspricht im allgemeinen eine 
Kurve 4. Ordnung mit als Doppelpunkt; im speziellen ist diese 
Kurve eine Kreuzkurve oder Kohlenspitzkurve, wenn die Kegel- 
schnittachsen mit den rechtwinkligen Koordinatachsen zusammenfedlen, 
G. de Longchamps hat ein Verfahren angegeben, die Tangente einer 
beUebigen der tnmsformierten Kurven zu konstruieren.*) 

Einen ähnlichen Ursprung hat eine andere birationale Punkt- 
Transformation, die aber dritter Ordnung ist. 

Es liege wieder ein recht- oder schiefwinkliges kartesisches 
Koordinatensystem vor; will man einen Punkt P konstruieren, dessen 
Koordinaten x, y gegeben sind, so verfährt man gewöhnlich in der 
Weise, daß man auf der Abszissenachse OM'^x, auf der Ordinatachse 
0^ •• y abtragt und durch M zu der letzteren Achse, durch N zu 
der ersteren die Parallele zieht; diese schneiden sich dann in dem 
gesuchten Punkte P. Man kaxm aber die Konstruktion auch anders 
ausführen. Nachdem man wie oben die Punkte M und N gezeichnet 
hat, beschreibe man um M mit |y|, und um N mit \x\ als Radius 
einen Kreis; die beiden schneiden sidh in P. Sie schneiden sich aber 
noch in einem zweiten, eindeutig bestimmten Punkte Py Auf diese 
Weise wird jedem Punkte P der Ebene ein zweiter P^ eindeutig zu- 

1) AIb Methode der EunrenTerwandlung wurde diese KoneBpondens von 
6. CardoBO LayneB mitenacht, Sopra una troBformagüme deUe curve piane 
(Pariod. di matem. XIX, 1908). 

S) Period. di matem. XIX, 10D8. 8. Sil. 
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geordnet; welchen man den Gegenpnnkt des ersteren nennen konnte, 
und wenn P eine Eorxe F dnrchlfinfi;, beschreibt P^ die Gegen- 
knrye I\ von JP.^) 

Die Konstruktion des Punktes P^ laßt sich praktisch in bequemerer 
Weise ausfuhren. Es sei m der Winkel der beiden Achsen (Tafel YI, 
Fig. 76), a der Winkel an der Grundlinie des gleichschenkligen Drei- 
ecks NPPi, ß der an der Grundlinie yon JfPP^; verbindet man 
nun die in der Fig^ gezeichneten Punkte miteinander, so lassen 
sich die Werte der entstehenden Winkel leicht berechnen. (Die 
Resultate dieser Berechnung sind in der Fig^ selbst angegeben.) Aus 
ihnen ergibt sich dann, dafi die Geraden NM und OPi zueinander 
parallel sind, daß PP^ senkrecht zu diesen beiden ist, und (was 
weniger von Bedeutung) daß OP^ und PM sich in einem Punkte Q 
des um M mit MP ab Radius beschriebenen Kreises schneiden. 
Hieraus ist ersichtlich, daß man auch, um den Punkt P^ aus P zu 
erhalten, folgendermaßen verfahren kann: Man konstruiere das 
Parallelogramm OMPN, welches zwei Seiten auf Ox und Oy, und 
als Gegenecken und P hat, ziehe die Dii^onale MN und zu ihr 
durch die Parallele, auf diese lote man den Punkt P; der erhaltene 
Punkt Pj ist der Gegenpunkt von P. Diese Konstruktion bietet den 
Vorteil, daß sie uns leichter zu den Formeln gelangen laßt, welche 
die Koordinaten x, y von P mit denen von P^ (p^f f/i) verknüpfen. 
Da OM'^x, ON'^y, so ist nämlich die Gleichus^ der Geraden 
MNf wenn X, T laufende Koordinaten sind, 

— — — 1; 

die der zu ihr parallelen Geraden OQ ist demnach 

yZ+a;r-0. 
Dagegen hat das von P auf MN gefällte Lot die Gleichung 

X—x y — xcoBm 

y — y « — y COB O 

Lösen wir nun die beiden letzten Gleichungen nach X, T auf, so 
erhalten wir die Koordinaten x^j y^ des Punktes P^, nämlich 

«• — y* «» — oj* n\ 

X ^" X } 1/ ■■ fi • v^y 

1 ds* — 2dsycoBo>-f y' ^* ^ «•— 2fl5ycoBiD + y* 

Umgekehrt dagegen findet man, daß 

^ — ^ g|«+yi'+2g|yiC0Ba> ^ „„„ g|'+yi'+«g|yiCo»« (2\ 

Aus diesen ergibt sich dann die nützliche Relation 



1) £. Gl&nzer, Die Qegenkmve der geraden Lmie (Progr. Forbach, 1874). 
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Die Gleichnng (1) sowohl wie (2) lassen erkennen, dafi die Beziehung 
zwischen den Punkten P und P^, wie oben angedeutet, eine Gre- 
monasche Transformation dritten Grades ist, in welcher den Geraden 
der einen Ebene zirkuläre Kurven dritter Ordnung entsprechen^ die 
als Doppelpunkt mit den Halbierungslinien der Achsenwinkel ßis zu- 
gehörigen Tangenten haben; es sind also oo' Strophoiden (ygL Bd. I, 
S. 65). Man hat es abo hier mit einer speziellen kubischen Trans- 
formation De Jonqui^res' zu tun, bei welcher zwei einfache Funda- 
mentalpunkte in die Ereispunkte, die beiden anderen aber dem 
Doppelpunkte in zueinander senkrechten Richtungen unendlich nahe 
liegen. 

Setzt man zur Abkürzung 

a?/-yi»-Z>^, a?!* + Vi^ + Sx^y^ cos a - T^^ 
so sieht man, daß für die Eurre P, deren Gleichung 

ist, die Gegenkurve P^ dargestellt wird durch 



i»0 



Die Gegenkurve einer Kurve n^ Ordnung ist also im allgemeinen 
von der Ordnung 3n, hat die unendlich fernen Kreispunkte als 
n-faehe und den Anfangspunkt als 2n-l!iichen Punkt; von den Tan- 
genten in diesem Punkte fallen n mit der einen, n mit der anderen 
Halbierungslinie der Achsenwinkel zusammen. 

Die Gegenkurve einer Geraden ist, wie schon gesagt, eine Stro- 
phoide, die eines Kegelschnittes eine Kurve sechster Ordnung, die 
K Glänzer im aUgemeinen sowohl, als auch für spezielle I%lle genau 
untersucht hat^). Aus seinen Untersuchungen ergibt sich, daß jene 
Kurve auf den vierten Grad zurückgeht, wenn der Kegelschnitt ein 
durch den Anfang gehender Kreis, oder eine gleichseitige Hyperbel 
mit dem Zentrum im An&nge (akdann ist die Geg^enkurve eine 
Bernoullische Lenmiskate) oder eine Parabel mit dem Scheitel im 
Anfangspunkte ist Alle diese Kurven vierter und sechster Ordnung 
sind ziemlich bekannte Kurven. 

Da die betrachtete Transformation nicht involutorisch ist, so wird 
man, wenn sie auf P^ angewendet wird, eine Kurve P, erhalten, die 
von P verschieden ist, sie heißt die zweite Gegenkurve von I^ 
aus ihr laßt sich in derselben Weise die dritte ableiten, usw. Ist 



1) Die Oegenkwrven der KeffeUefmüU (Progr. Hamburg, 1889). 
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nun P^(Xi, fff) der Gegenpnnkt von Pi(xi, pi), so erhalten wir zufolge 
Gleichung (2) 

und die Gleichung (3) ergibt 

«i'+yi'T^giyiOo»« ^ ^'+yt*±ggiyiOOB'p f3'^ 

«i'-yi« «.'-y.' • • • • V ^ 

Multiplizieren wir die Ausdrücke (2) mit den homologen (2^) und 
benutzen (3'), so entstehen, wenn D^ und T^ die analoge Bedeutung 
wie oben D^ und Ti haben, und noch ^' + y|' — 2^9, cos a^ ZT 
gesetzt wird, die Gleichungen 

«-^-^^' y-yt-^' .... (4) 

t « 

diese bestimmen die Koordinaten des zweiten Gegenpunktes P, von 
P. Betrachtet man in ähnlicher Weise P,, den dritten Gegenpunkt 
von P, so erhalt man die Gleichungen 



T T 

«I - ^ ^' % - - ys ^ 

und ■ • 



(2") 






Kombinieren wir diese mit (4), so ergibt sich 



D» ' * "' D 



(6) 



8 



und diese Beziehungen geben analytisch die Beziehung zwischen den 
Koordinaten des Punktes P und denen seines dritten Gegenpunktes 
wieder. Wird nun dieses Verfahren wiederholt, so gelangt man zu 
dem Ergebnis, daß zwischen den Koordinaten Xy y des Punktes P und 
denen seines r*^ Gegenpunktes PriXrfffr) die Beziehungen bestehen: 



r+l r~l r-fl r— 1 

wennr . Z~'Ur^ Tr^'U.~ 



I X^Xr-^ 1;;;:;:-^^ 1 V ^ - Vf '' 



ungerade,! 2)'" Z)*" 



wenn r 



T}UJ Tjijy 



j I X'--Xr — - — r-^> y^yr — ^^ — '^ 

gerade, 3 2) 2>'" 



. (6) 
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Zwischen P und P^ besteht also eine Gremonasche Transformation 
(2r + 1)*^ Grades, Den Geraden der einen Ebene enteprechen in der 
anderen Kurven (2r + 1)*®' Ordnung, die man als Yerallgemeinemngen 
der Strophoide ansehen kann (und zwar der geraden, wenn m « 90^ 
der schiefen, wenn m 4= 90^ ist). 



Zwölftes Kapitel. 

Die von einer Knrvengrappe abgeleiteten Knrven. 

285. Die bisher in diesem Abschnitte behandelten Kurven sind 
alle nur yon einer einzigen Kurve abgeleitet; das Beispiel der Jacobi- 
schen Kurve dreier gegebenen zeigt aber, daß man auch aus einer 
Kurvengruppe eine neue Kurve ableiten kann. Auf derartige andere 
Ableitungsgesetze soll nun in diesem Schlußkapitel hingewiesen 
werden, wir wollen uns in der Regel jedoch darauf beschränken, ihre 
Definition zu geben und die bezüglichen Arbeiten anzuführen, da es 
sich um Linien handelt, die nur von minderer Wichtigkeit sind. 

I* Es seien m Kurven A durch ihre Polargleichungen q^ » fj^ (a>) 
gegeben (wo X;»!, 2, . . ., m), und m Zahlkoeffizienten ün ^1^, . . ., Xm, 
dann stellen die beiden Gleichungen 

g^^l,Ma,)..{l) und ^-^Kk • • • ^^^ 

zwei neue Kurven dar; da die beiden rechten Seiten dieser Gleichungen 
Funktionen sind, die man als eine Verallgemeinerung des arithmetischen 
bzw. harmonischen Mittels der m Großen fk ansehen kann, und dem- 
nach als hyperarithmetische bzw. hyperharmonisches Mittel genannt 
werden können^), so heißen die entsprechenden durch (1) und (2) 
dargestellten Linien die hyperarithmetische^ bzw. hyperhar- 
monische Kurve der gegebenen in bezug auf das System der 
Koeffizienten A^, Aj, • • •, Xm. 

Wenn man an die gegebenen Kurven F^ (X;»l, 2, 8, ..., in) 
die Tangenten ziehen kann, so kann man es auch an die ab- 

1) 0. SchlOmilch, Hi^perarühmetische und hyperTiarmanisehe MüUl, nd>8t 
geometrischen Anwendungen (Zeitschrift. Math. Fhjs. XXXIV, 1889). 

2) Unter hyperarith metischen Enrven versteht man auch in einem 
anderen* Sinne solche, deren Gleichung eine derartige Mischung algebraischer 
nnä^transzendenter Funktionen darstellt, daß sie sich den gewöhnlichen arith- 
metischen Berechnxmgen meist ganz entziehen, z. B. 

y = x**', log (y« + ay) « sin («• - bx), 

Lori», Bbana Knxren. 8. Aufl. IL 2S 
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geleiteten Kurven, Sind nämlich l^n\ l^^y . . ., SiT^ die Polar- 
snbnormalen der Kurven F^j F^,. . ., Fm und S die der Kurve (1), so 

hat man, da Sn^^, die Beziehung 

welche uns die Normale und demnach die Tangente an (1) zu kon- 
struieren gestattet. 

Bezeichnen wir ahnlich mit äj^\ • . . ^/^^ die Polarsubtangenten 
der Kurven F^ , . . . , Fm und mit St die der Kurve (2) und beachten, daß 

j_ ^ dQ d_ /Vi 

80 erhalten wir 

1 ^J^ 

vermittelst welcher Beziehung wir die Subtangente und damit die 
Tangente von (2) erhalten können. 

Auch f&r den Krümmungsradius der Kurve (2) gibt es eine ele- 
gante Konstruktion, die von A. Mannheim^) herrührt. Wir schreiben 
nämlich (2) in der Form 

und setzen — — u. bezeichnen mit a den Winkel, den die Trans- 

versale mit der Normalen bildet in dem Punkte, in welchem sich 
die betrachtete Kurve schneidet^ mit l die Transversale selbst, mit B 
den SLrümmungsradius; die entsprechenden Stücke der gegebenen 
Kurven heißen u^, o^, JEti (i » 1, 2, 3, . . ., n). Dann läßt sich leicht 
zeigen, daß 

WO die Ableitungen nach co zu nehmen sind. Ähnliche Ausdrücke 
erhält man für cos o^ und Bi\ infolgedessen ist 

demnach {~n 

_i y _Jl_, 

£ cos' a .^ B. cos'a. 

welche Beziehung zur Konstruktion von B dienen kann. 
1) Note de gianUtrie infiniUsimale (Ann. di matem. 2 8er. I, 1869). 
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In gleicher Weise seien m durch die Gleichungen y » /^^(x) 
definierte Kurven gegeben^ so kann man aus diesen zwei neue ab- 
leiten^ wenn man setzt 

Ein Beispiel hatten wir bei den Schwingungskurven S. 16. Ins- 
besondere ist der Fall betrachtet worden, daß nur zwei Kurven F^, F^ 

gegeben sind, und il^ =s A, »•-. die resultierende Kurve Fm 



2 

./;(«)+/;(aj) 



(5) 



^ 2 

heißt dann kurz die Mittelkurve.^) 

Beispiele. 1. Ist F| eine Gerade, so ist Fm projektiv zu F^. 
2. Für zwei sich berührende Sj-eise hatten wir einen speziellen Fall 
in der Doppelherzkurve, Bd. I, S. 193. 8. Hat man zwei Ellipsen 
mit denselben Fokalachsen, so entsteht die sogenannte Berardsche 
Kurve^); haben die Achsen aber eine beliebige Lage, so entsteht die 
auf Taf.YI Fig. 77 abgebildete Kurve. 4. Hat man die zwei Hyperbeln 



a« a» 



— i — ^ 



y 



a — x 



so entsteht die Kurve y -= -= j, 

" a' — x' 

der G. Huygens begegnete^ und die man Hyperversiera nennen 
könnte, da man sie von einer gleichseitigen Hyperbel durch die- 
selben Methoden ableiten kann, mit denen man die Yersiera (I. Bd., 
Nr. 44) aus dem Kreise herleitet. 5. Sind die beiden logarith- 

mischen Linien y =- ae*^ ^ y ^ ae ^ gegeben, so ist ihre Mittelkurve 

die Kettenlinie y — ^ (c* H- c « j. 

Fm geht immer durch die Schnitte von F^ mit F|; ihre Ordnung 
ist, wenn F^ und F^ beide algebraisch sind, gleich dem Produkte der 
von Fj und F,; jede F^ oder F| berührende Ordinate ist Doppel- 
tangente von Ffn usw. 

Ul* Aus denselben beiden Gleichungen y^fi{x), y^f%(x) kann 
man auch die „geometrische^^ Mittelkurve ableiten 

y-y/i («)/,(«); (6) 



1) H. Brocaid, Notes de biblioffraphie des courbes giomüriques (PaHie compU^ 
mentaire) (Bar-le-Dac, 1899) 8. 208. 

2) Brocard, Das. 

3) Brief an Leibniz vom 6. Februar 1691 {Oewwes de Huygens X, La Haye 
1906, 8. 10). 

28* 
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da nun Gl. (6) ergibt ^ ^ / /'/(a?) f^\x) \ 

80 besteht zwischen den Subtangenten der drei Kurven die Beziehung 

die uns die Tangente an die dritte Kurve zu ziehen lehrt, wenn wir 
die Tangente der beiden ersten zu konstruieren wissen.^) 

IV* Es seien zwei beliebige Kurven gegeben (die eine kann 
auch auf einen Punkt reduziert sein), dann heißt der Ort der Mittel- 
prmkte deijenigeu KreUe, welche beide Kurven berühren, die Iqni- 
di staute der beiden gegebenen^); sind die letzteren z. B. Kreise, so 
ist die Äquidistante bekanntlich ein Kegelschnitt. Allgemeiner kanni 
man den Ort der Punkte betrachten, deren Abstände von zwei ge- 
gebenen Kurven in einem bestimmten Verhaltaiisse stehen.») In ahn- 
licher Weise hat man den Ort der Punkte erforscht, von denen die 
Tangenten an zwei gegebenen Kurven ein gegebenes Verhältnis haben, 
insbesondere einander gleich sind.*) 

Reduziert sich die eine Kurve auf den Punkt und ist außerdem 
die eigentliche Kurve F gegeben, so geht die Äquidistante über in 
den Ort /l derjenigen Punkte, die gleichen Abstand von und T haben, 
und der als Isotele bezeichnet worden ist.^) Ist 'S ein Punkt von ^, 
so liegt er auf der Normalen von T in einem gewissen Punkte P 
derart, daß ST = SO. Sind nun X und Y die Koordinaten von 
J^^, X und y die von P für als Anfangspunkt, so bestehen die 
Beziehungen 

Z-a! + y'(r-y)-0, (X - a;)» + (F - y)» - X» + F», 
daher ist «ja > r t ■ « t 

oder, wenn f{Xy y) » die Gleichung von T ist, 

1) De Lisleferme, OofwtrMCtion ät la tangente ä certaines cowrhes (Math^siB 
m, 1888). Wir bemerken mit F. Dingeldej {SammUmg wm Aufgaben zur 
Anwendung der Differential- und Integralrechnung^ I. Bd., Leipzig 1910, S. 69) 
daß eine ähnliche Beziehung besteht, wenn die Zahl der gegebenen Kurven 
größer als zwei ist. 

2) Froloy, Swr les cowrhea ^guidistantes (Ass. fr., Caen 1894). 

8) Mannheim, ConstrucHan du centre de la courbure, lieu des pointa dont 
les disiances ä deux caurbes donnies sont dans un rapport conttant (Ann. di Matern. 
I, 1868). 

4) Lagnerre, 9wr le lieu des points teils que les tangentes menies deeespoints 
ä deux courbes planes soient dgdUs entre eUes (Bull Soc. math. France, Y, 1876—77). 

6) F. de Lepinej, Swr le courbes isoÜUs, (Mathäsis in, Ser. IX, 1909) Einige 
Spezialfälle und interessante Anwendungen findet man bei Y. Retali (Math^sis 
m, Ser. YIU, 1908) nnd £. N. Barisien, Swr les courbes lieu des points ^guidi- 
stantes d'une conique et d'un point fixe (Das. X, 1910). 
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Die Gleichung der Isotele z/ würde man nun durch Elimination von 
Xf y aus den drei letzten Gleichungen erhalten. Wenden wir das 
schon so oft in ähnlichen Fällen eingeschlagene Verfahren an, so läßt 
sich zeigen; daß z/ im allgemeinen von der Ordnung n{n+ 1) ist^ 
und daß jeder r-fache Punkt von F einen r{r + 1)- fachen für z/ zur 
Folge hat. Ferner läßt sich zeigen: Die Isotele einer Kurve F in 
bezog auf einen Punkt O ist ähnlich und ähnlich gelegen zur 
Polarreziproken der Inversen von r in bezug auf O als Pol. 

\» Bewegen sich zwei Punkte A und B auf zwei gegebenen 
Kurven derart , daß die Tangenten in A und B mit AB als Grund- 
linie immer ein gleichschenkliges Dreieck bilden, so beschreibt der 
Mittelpunkt der Strecke AB eine Kurve, die in der angewandten 
Mathematik auftritt: früher wurde sie wohl als Longitudinalachse 
bezeichnet, heute nennen sie die französischen Mathematiker nach 
einem Vorschlage von M. d*Ocagne*) fibre moyenne*), die Deut- 
schen Mittelfaserkurve. — Nimmt man dagegen an, daß die 
Punkte A und B sich in der Weise bewegen, daß die Bogen der 
beiden Kurven, gerechnet jeder von einem festen Punkte an, bis zu 
A bzw. B immer gleichbleiben, so beschreibt der Mittelpunkt der 
Strecke AB eine andere , Mittelkurve', deren Tangente und 
Krümmungsradius C. A. Laisant') zu konstruieren gelehrt hat. 

286. W. Es seien zwei Kurven P^, F^ durch die Gleichungen 
/i(^iy)~0, /^^(^^y)'"^ gegeben; der Ort eines Punktes -4. von 
der Beschaffenheit, daß das zwischen den beiden Kurven gelegene 
Stück A^ A^ seiner Normalen den Punkt A als Mittelpunkt hat, heißt 
die Axoide der beiden gegebenen Kurven.*) Sind a:, y; x^,y^\ ^jVi 
die Koordinaten von A^A^^A^^ so hat man 



1) Cowrs de giomitrie descriptive (Paria, 1896) S. 276. 

2) G. de Longchamps, Sur la courbe diu fibre moyenne (Joom. matb. 
sp^c. XXI, 1897); Mannheim, Das. 

8) Note 8wr wn systhne de deux cowrbes planes (Bull. Soc. matb. France, XVI, 
1887—88). 

4) B^sal, Ax&ides de deux lignes planes (G. B. CXX, 1896). 
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Die Differeiitialgleichung der Axoide wird demnadi erhalten^ wenn 
man x^^y^, ^fVf ^^^ diesen Gleichongen nnd den beiden folgenden 

eliminiert; die Elimination von x^fff^ vollzieht sicli leicht nnd ei^bt 

/i(^i;yi) = 0, fti2x-Xi, 2y-yi)«0, 

{x — x^)dx + (y — yi)dy — 0; 

nm aber auch Xi, y^ zn beseitigen, mnß man die Form der Funktionen 
/*, ; f^ kennen. Ist z. B. fy^ » mx^ f%^ — ^x, so erhält man als 
Axoiden die Hyperbeln xy^ -» Const. — Es möge bemerkt werden, 
daB bei der Definition der Axoiden die beiden gegebenen Kurve 
auch identisch sein können. Fallen die beiden z. B* mit der Ellipse 

-ä + rt "* 1 ; o^^f der Parabel y* — 2px zusammen, so erhält man 

als Axoide die beiden transzendenten Linien xf^t^ '^ c, y^=ce ' . 
Bemerkenswert ist noch ,;daß die Evoluten der Axoiden eben&lls 
Axoiden sind'^^) 



J/TEm Wenn zwei gegebene Kurven parallele Normalen haben, 
so hat Aoust eine dritte Kurve betrachtet, die er Resultanten- 
kurve nannte, deren Normalen parallel zu den Normalen der beiden 
ersteren und deren SLrümmungsradius in jedem Punkte gleich der 
Summe der Krümmungsradien in den entsprechenden Punkten der 
gegebenen ist.') 

^non* Es seien wieder zwei Kurven F» und Fm von der Ord- 
nung n bzw. m gegeben und ein Punkt ihrer Ebene; man ziehe 
durch eine beliebige Gerade g, die Fn in n Punkten Ä, F^ in 
m Punkten B schneidet; dadurch entstehen auf g n-m verschiedene 
Strecken AB*, trägt man nun diese von aus auf g ab, so ist der 
Ort ihrer Endpunkte eine neue Kurve, die Sektorie genannt worden 
ist.') Benutzt man die Polargleichungen von F» und Fm mit als 
Pol, so ist die Auffindung der analogen Gleichung der Sektorie nur 
Sache einer Elimination.^) 

IX. Gegeben drei Kurven f, f^, T^; eine Tangente von F 
schneidet F^ und F| in den Punkten M^ und Jf^; der Ort der Mitten 
der Strecken M^M^ heißt die Diametralkurve von F^ und F^. 

1) A. Mannheim, Vne proprio giniraU des axoKSdes (Das.). 

2) Analyse infimtesimale des eourbes planes (Paris, 187S) S. 68—66. 
8) 0. Jeiek, Über Sektorien (Prager 6er., 1882). 

4) Andere Ableitongsgesetze findet man im Aufsätze von F. Sibirani, 
SuJ luogo di im pwnto univocamente eoondinato ad una eoppia di pwiUi mMU 
(Period. Matem., XX, 1904). 
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J. Massan hat bemerkenswerte Eonstruktionen ihrer Tangente und 
ihres Erümmongsradius angegeben.^) 

X* Die bisherigen Kurven hatten eine metrische Definition; 
das kann man jedoch nicht sagen von einer durch H. Sisam') unter- 
suchten Kurve , indem er eine Betrachtung von Steiner^ ver- 
allgemeinerte ^ und die in folgender Weise hergeleitet wird: Gegeben 
sind zwei in derselben Ebene gelegene algebraische Kurven F| und 
Pj) iiicui betrachte die Tangenten von F^ und die Punkte, in denen 
sie die F^ schneiden, in diesen lege man an F| die Tangenten; der 
geometrische Ort ihrer Schnittpunkte ist eine neue algebraische 
Kurve, deren Plückersche Zahlen Sisam als Funktionen der von F| 
und F) bestimmt hat. Wenn F^ sich auf einen Punkt reduziert, so 
haben wir die Steinersche Kurve. 

1) Oours de mScanigue de VuniveraiU de Ga/nd, III ^d. 1891, 8. 876 
und 402. 

2) On some loci assodaUd toith plane curves (Amer. Joum. Math. 81, 1909). 
8) Ges. Werke 11, 3. 699. 



Nachwort. 

Biickblick Aber die liistorisehe Entwickelnng der Theorie der 

ebenen Knrven. 

Das Bestreben^ die vielgestaltigen Untersuchungen, die im Laufe von 
zwanzig Jahrhunderten (so alt ist schon jene Disziplin) über spezielle ebene 
Kurven aufgenommen und durchgeführt sind, in eine logische Ordnung zu 
bringen, yeranlaßte uns häufig, in unserer Darlegung die chronologische 
Ordnung zu verlassen (vgl. I. Bd., Vorwort"). Um diesem b beistände ab- 
zuhelfen, halten wir es f£Lr das beste, zum Schlüsse noch einen flüchtigen 
Bückblick zu halten über das, was auf den vorigen Seiten nur vereinzelt 
und verstreut dargelegt ist. 

Der Ursprung der Theorie der ebenen Kurven verliert sich ins Dunkel 
der Zeiten; die Betrachtung der Bewegung der Gestirne und des Falles 
schwerer Körper, die Beobachtung des geradlinigen Weges des Lichtes und 
die des Schattens, den undurchsichtige Körper werfen, diese und viele 
andere Phänomene solcher Art mußten bei jedem, der Augen hatte zu sehen, 
und den Verstand zum Nachdenken, den Begriff der Linie hervorrufen, sei 
es als die Spur, die ein bewegter Punkt hinterläßt, oder als eines ge- 
wissen Etwas, das den einen Teil einer Fläche von dem benachbarten 
scheidet. Und in der Tat, alle alten Bauwerke, die als Beste einer ver- 
schwundenen Kultur übrig geblieben sind, tragen auf ihren Wänden Zeich- 
nungen von Kurven, oder sie setzen in ihrer Konstruktion Kenntnisse über 
solche Linien voraus. Wir werden jedoch nicht versuchen festzulegen, 
welcher Person, ebensowenig welchem Volke die Entdeckung des Begriffes 
der Linie zuzuschreiben ist; das grosse Buch der Geschichte würde stumm 
bleiben für jeden, der sich mit dieser Frage befassen würde. Wir be- 
gnügen uns mit der Bestätigung, daß bei allen Völkerschäften, die es zu 
einer gewissen Kulturstufe gebracht haben, nicht bloß der Begriff der 
Geraden und des Kreises vorhanden ist, sondern auch Versuche vor- 
liegen, die Länge dieser Linien zu messen und die Größe der von ihr um- 
schlossenen Fläche zu bestimmen. 

Ein festerer Boden bietet sich aber demjenigen, der auf den Ursprung 
der Kegelschnitte zurückgehen will, da man nämlich die Entdeckung 
jener berühmten Triade dem Menaechmus, dem Lehrer Alezanders des 
Großen zuschreibt; mehr als zweitausend Jahre eiMgen und fast ununter- 
brochenen Studiums haben nicht ausgereicht, die Aufzählung aller ihrer 
Eigenschaften zu erschöpfen. Menaechmus erhielt diese Kurven, indem er 
einen geraden Kreiskegel mit einer Ebene schnitt, oder sollte er diese 
Kurven in der Ebene gezeichnet haben, in der Absicht, das Problem der 
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Würfelverdoppelung zu lösen? Die Antwort ist zweifelhaft. Nicht un- 
wichtig ist aber die Bemerkung, daß zufolge seines Veifahrens die Geo- 
metrie wenigstens um eine Methode bereichert wurde, die der weitgehend- 
sten Anwendung und vielfacher Verallgemeinerung fähig ist, um neue 
Kurven zu erzeugen und zu erforschen; sie besteht darin, eine bekannte 
Oberfläche durch Ebenen zu schneiden, oder eine Kurve mit ihrer Zentral- 
projektion in Beziehung zu setzen, oder schliesslich eine metrische Be- 
ziehung aufzustellen, der alle Punkte einer Kurve gehorchen. — Eine 
Anwendung des ersten Verfahrens findet sich drei Jahrhunderte v. Gh. bei 
Perseus, um eine interessante Gruppe von Kurven zu erhalten, nämlich 
die spirischen Linien; das zweite Verfahren lieferte dem Newton seine 
Klassifikation der ebenen Kurven dritter Ordnung, und kann als ü]> 
quell der gesamten heutigen projektiven Geometrie betrachtet werden; in 
dem dritten schließlich erkennt man die ersten Anfänge der analytischen 
Geometrie. Dennoch enthüllten jene Methoden — wie sehr sie auch in 
verschiedener Weise angewendet, in mehrfacher Weise modifiziert und ge- 
wissermaßen umgeändert wurden, durch Apollonius von Pergae in seinem 
berühmten Werke über die Kegelschnitte — ihre ganze Fruchtbarkeit erst 
viele Jahrhunderte später. Im allgemeinen waren es jedoch nicht jene 
Methoden, die von den alten Geometem angewendet wurden, um die Zahl 
der speziellen ebenen Kurven zu vermehren, vielmehr gaben sie den kine- 
matischen Methoden den Vorzug, und es darf uns nicht wunder- 
nehmen; ist es doch viel natürlicher, eine Linie dadurch zu definieren, daß 
man die Gesetze der Bewegung des sie erzeugenden Punktes angibt! So 
war es die Vereinigung der drehenden Bewegung einer Geraden mit der 
fortschreitenden eines Punktes (oder einer zweiten Geraden), welche die von 
dem Sophisten Hippias von Elea, einem Zeitgenossen des Sokrates, er- 
dachte Quadratrix entstehen ließ. Die Quadratrix des Hippias xmd 
des Dinostratus bilden die ersten Glieder in der Reihe der Kurven, die 
zum Zwecke der Quadratur des Kreises ersonnen wurden; unter ihnen finden 
sich sowohl algebraische Kurven, wie die virtuellen Parabeln von G. a. S. Vin- 
centio(1647), als auch transzendente Kurven, wie die Tschirnhausensche 
Quadratrix (1686) und die Kochleoide (1700). 

Der Bewegung entstammen auch die um 300 v. Gh. von Archimedes 
erfundene Spirale und die ein wenig jüngere Konchoide des Nikomedes, 
dasselbe gilt von der Gykloide, die vielleicht auch schon den Alten be- 
kannt gewesen, aber erst nach 1625 gründlich untersucht wurde; ebenso 
von den Kurven, die, wie z.B.diePascalsche Schnecke durch Erweiterung 
des Begriffes der Konchoide erhalten werden und von den cyklischen Kurven 
(1730 u.f.), für die kartesische Parabel (1637) und die Koppelkurve, 
insbesondere die Watt' sehe Kurve, die 1784 entdeckt wurde. 

Wenn nun auch die Konchoide des Nikomedes vermittels der Bewegung 
definiert wurde, so war sie doch zu dem Zwecke erdacht, das berühmte 
Problem der Würfelverdoppelung und der Winkeldreiteilung zu lösen, welche 
Probleme bekanntermaßen die Dämonen waren, welche den alten Geometem 
schlaflose Nächte bereiteten. Zu demselben Zwecke wurde ungefähr um die- 
selbe Zeit die Kissoide des Diokles erfunden, und es ist bemerkenswert, 
daß durch die Erfindung der Kissoide — ebenso durch die der Konchoide — 
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die Qeometrie um ein treffliches Verfahren bereichert war, aus einer be- 
liebigen Kurve eine andere abzuleiten, die man die kissoidale oderkon- 
choidaleEurye der ersteren zu nennen pflegt. Eonchoide und EiBsoide ge- 
hören überdies einer zahlreichen Gruppe von Eurven neueren Ursprungs an, 
die man wegen ihrer hauptsächlichsten Anwendungen als Multiplikatrix-, 
Mediatrix- und Sektrix-Kuryen bezeichnet hat und die man wegen ihrer 
schönen Eigenschaften zu den interessantesten Qebilden der Geometrie 
zählen darf. 

Die Völkerwanderungen, die Einfälle der Barbaren, und die Beligions- 
kriege, die das Mittelalter erfüllten, wie auch humanistische Studien, die 
dazumal ihr Interesse beanspruchten, verursachten eine derartige Stagnierung 
bezw. Ablenkung der geistigen Tätigkeit des Menschengeschlechts, daß 
ganz besonders die von den Mathematikern des goldenen Zeitalters der 
grriechischen Greometrie gestreuten Keime schlummerten, ohne Früchte zu 
zeitigen. Das überkommene Erbteil der Geometrie blieb nicht nur nicht 
auf seinem Bestände, sondern erlitt auch beklagenswerte Verluste; wir 
brauchen nur daran zu erinnern, daß in jener Epoche der Barbarei, in 
welcher die rohe Gewalt über die Vernunft herrschte, Werke wie die 
Porismen des Euklides, die Ebenen örter des Apollonius, und wer 
weiß wie viele andere Schriften, von denen nicht einmal der Titel oder 
der Name des Autors übrig geblieben, für immer vernichtet worden sind. 
Die von den Arabern nach Europa gebrachten Fragmente grhechischer 
Wissenschaft, die sich aus dem gewaltigen geistigen Schiffbruche des Mittel- 
alters gerettet hatten, erweckten alsbald auch bei den Abendländern den 
eingeschläferten Geist zur Erforschung der Wahrheit, und die ebenen Eurven 
gaben alsbald den Beweis von der geistigen Arbeit der Mathematiker. 
Die Theorie dieser interessanten Gebilde erfuhr alsbald durch die Ver- 
dienste eines Descartes und Fermat eine vollständige ümwandelung und 
eine ungeahnte Entwickelung. Die Koordinatenmethode ist die Zauberin, 
die mit einem Schlage eine derartige Umwandlung bewirkte! Sie liefert 
ja nicht bloß ein einheitliches Verfahren, jede Kurve symbolisch darzu- 
stellen, sondern sie bietet auch die Möglichkeit eine allgemeine Theorie 
der Kurven zu schaffen, und setzt jeden in den Stand, die Schar der spe- 
ziellen ebenen Kurven um neue Elemente zu bereichem. 

Mit der Entstehung der analytischen Geometrie ist die Untersuchung 
einer Kurve eigentlich identifiziert mit der einer Funktion; jeder Fort- 
schritt in der Analjsis macht sich auch in einem solchen der Geometiie 
bemerkbar; zwei Disziplinen, die zunächst in verschiedener Richtung und 
zu verschiedenen Zwecken streben, vereinigen sich und gehen für immer 
zusammen. Und dieser Vereinigung verdanken unzählige wichtige Kurven 
ihre Entstehung; wir erwähnen zunächst das Folium Cartesii (1638^ 
die Parabeln (1638) und die Hyperbeln höherer Ordnung (um 1700), 
die Perlkurven (1658), die Lame'schen Kurven (1818) und die 
triangulär-symmetrischen (1867); ebenso die Polyzomalkurven 
(1868) und andere. In zweiter Linie heben wir hervor die gegen Ende 
des 17. Jahrhunderts betrachteten trigonometrischen und die hyper- 
trigonometrischen (neueren Ursprungs), die logarithmische (1644), die 
Kurve von Wallis (1655) und die hypergeometrische von Euler, sowie 



Bückblick über die historiBche Entwickelung der Theorie der ebenen Euryen. 363 

die aus der Geometrie der Polynome entspringenden (1799) und die sonder- 
baren außerordentlichen Kurven, die man dem 19. Jahrhundert verdankt. 

In der Epoche in der Descartes und Fermat herrschten, begannen auch 
die schon von Archimedes ausgestreuten Samen der Infinitesimalrechnung, 
die Hunderte von Jahren unfruchtbar im Boden gelegen hatten. Keime zu 
treiben. Eben in dieser Epoche gelangen Ergänzungen zur Theorie einiger 
wichtiger Kurven von allergrößter Bedeutung, die man nach heutiger Be- 
zeichnung als Bestimmung analytischer Natur gewisser, in der Geometrie 
auftretender Funktionen bezeichnen kann. Denn, gehört nicht die Unter- 
suchung hierher, die zu dem hübschen Satze führt, daß jeder Bogen der 
Archimedischen Spirale gleich einem passend gewählten auf der Parabel sei? 
Heute sind wenige Zeilen Rechnung erforderlich, um die Wahrheit dieses 
Satzes nachzuweisen, aber welch großer Scharfsinn war nicht erforder- 
lich, um die Identität von Bogen solch verschiedener Kurven, wie die 
obigen, zu erkennen? Und das um so. mehr, als das Problem der Rekti- 
fikation einer Kurve ein Hindernis war, dem die Waffen der alten Greometer 
nicht gewachsen waren, und vor dem selbst ein Archimedes sich als be- 
siegt erklären mußte! 

Dieses glänzende Resultat ermutigte die Mathematiker, den Versuch zu 
machen, auch andere gekrümmte Linien auszumessen oder sie mit anderen 
verschiedenen zu vergleichen. In der Tat verallgemeinerte Fermat (1636) 
den obengenannten Satz, indem er die Gleichheit zwischen dem Bogen 
einer Parabel höherer Ordnung und dem einer jener Spiralen erkannte, zu 
denen man durch Verallgemeinerung der Archimedischen gelangte. Nicht 
lange Zeit war verflossen, als auch schon (und zwar fast gleichzeitig und 
unabhängig voneinander) der Franzose Fermat, der Engländer Neil und der 
Holländer Heuraet eine algebraische Kurve entdeckten, die exakt rektifizier- 
bar war: die semikubische Parabel; diesem Resultate kann die fast zur selben 
Zeit gelungene Rektifikation einiger transzendenter Kurven an die Seite 
gestellt werden, wie die der logarithmischen Spirale (Torricelli), der ge- 
meinen Zykloide (Wren), der Epi- und Hypocykloiden (De la Hire), 
sowie einiger anderer ähnlicher Art. Diese schönen Ergebnisse führten 
1714 den Grafen von Fagnano zu einer ganzen Familie von Parabeln, 
die Bogen enthalten, deren Differenz rektifizierbar ist und zu seinen 
epochemachenden Untersuchungen über die Rektifikation der Lemnis- 
kate, die die fundamentalen Vorarbeiten zur Theorie der elliptischen 
Funktionen bildeten. Von derselben Bedeutung sind auch die neueren 
Untersuchungen über die Kurven, deren Rektifikation von vorher bestimmten 
Funktionen abhängt; von den Früchten, die sie gezeitigt haben, weisen 
wir nur auf die Entdeckung der Sinusspiralen (1842) sowie die der 
Serret'schen Kurven (1845) hin. 

Das durch die analytische Geometrie angewiesene Verfahren, unzählig 
viele spezielle Kurven zu erhalten (nämlich sie durch die entsprechenden 
Gleichungen zu definieren) läßt nicht immer ihre Gestalt erkennen und 
fOhrt meistens nur mit großer Umständlichkeit zu einer organischen Er- 
zeugung derselben. Es ist daher nicht zu verwundem, wenn ein Geometer 
— Guido Grandi — sich 1723 die Aufgabe stellte, die Eigenschaften 
gewisser Kurven von vorher bestimmter Gestalt, nämlich der Rhodoneen 
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zu untersuclien , und wenn bald darauf die Gelehrten zu der Methode der 
Alten, d. h. zu der kinematischen Methode zurückkehrten, um neue Kurven 
zu erhalten. Dem Beispiele des genannten italienischen Geometers sind 
auch einige der neueren gefolgt: das zeigt uns die Erfindung der drei- 
eckigen und orbiformen Kurven Eulers (1781), einiger Ovale (1895), 
des Trifolium pratense (1894) und der geometrischen Blätter 
(1895). Jene Rückkehr zu den älteren Methoden bezeugen uns weiter 
mehrere treffliche Arbeiten De la Hires (1730) — es genüge die An- 
fahrung derjenigen, die sich auf die allgemeinen Konchoiden beziehen — ; 
als neuere Ergebnisse dieser Methode haben wir die Zykloiden und die 
glänzende Schar verwandter Linien, wie die Epi- und Hypozykloiden, die 
allgemeinen dem Descartes nicht unbekannten Trochoiden, insbesondere die 
Kurven von Delaunay und Sturm (1841), die Olistoiden — insbesondere 
die Astroiden — die Verfolgungskurven, die Beptorien Joh. Bernoullis, 
die syntrepenten und isotrepenten Kurven von'^Miquel (1853) anzuführen. 

Derartige Studien führten zu wichtigen Untersuchungen und zur Auf- 
stellung von Folgerungen, die besonders in den Annalen der Mathematik 
niedergelegt worden sind. Außer den imzähligen Sätzen über das Ziehen der 
Tangenten, über die Bestimmung der Kurvenbogen und Flächenberechnung 
(viele derselben, wenn sie auch heute in Vergessenheit geraten sind, sind 
dennoch würdig, den berühmten Resultaten, die Archimedes erzielte, an die 
Seite gestellt zu werden) möge noch eine Gruppe vollständig neuer Sätze 
uod Aufgaben erwähnt werden, die aus derartigen Studien hervorgegangen 
sind. Entdeckt wurde der Tautochronismus der Zykloide, bemerkt wurde, 
daß sie die Brachistochrone im leeren Räume sei, man ging an die Auf- 
gabe, statt Kurven mit vorherbestimmten geometrischen Eigenschaften auf- 
zusuchen, solche mit bestimmten mechanischen Eigenschaften zu bestimmen. 
So entstand vor 1687 das Problem der „curva descensus aequabüis", 
das der parazentrischen Isochrone von Leibniz (1687), das von der semi- 
kubischen Parabel gelöst wird (1690), das der Seil- und Segelkurven, 
welches die Kettenlinie löst (Nr. 234), das der Elastizitäts- oder Mulden- 
kurve, das durch dieselbe Kurve gelöst wird. Nicht unerwähnt bleibe auch 
die Aufgabe, die (1693) zur Traktrix führt und ein allgemeines, von 
Joh. BemouUi gestelltes Problem, welches von den heute Tautobaryden 
und Barytropen genannten Kurven gelöst wird; femer mögen denjenigen 
Kurven, die man als physikalisch-mathematische bezeichnen kann, noch die 
Cartesischen Ovale (1637) hinzugefügt werden, indem man sie als aplan etische 
Linien betrachtet, und die Cassinischen Ovale (vor 1740), angesehen als 
vorgebliche Bahnen der Planeten, die Äquitangentialkurven, die Isophanen, 
die Galileische Spirale, die Kettenlinie gleichen Widerstandes (1826), 
die Konchospiralen (1840), die Lissajous'schen Kurven (1850), die Herpol- 
hodie und die Poinsotsche Spirale (1851), die elektromagnetische Kurve 
Em.Weyr's (1869), die Klothoide (1882) u.a.m. 

Das inverse Problem der Tangente ist in seinem Ursprünge mit einer 
bemerkenswerten Kurvenklasse verknüpft, welche als Debeaunesche Kurven 
bezeichnet werden (Nr. 217), während es in anderen Stadien seiner Ent- 
wickelung zu den Ribaucourschen Linien, zur Spirale von Norwich (1869) 
und zur Eulerschen Kurve (1781) führte. 
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Die Koordinatenmethode führt auch, abgesehen davon, daß sie unzählig 
viele spezielle Kurven hervorsprießen läßt, zu einem sehr einfachen 
Verfahren, eine Kurve in eine andere zu verwandeln, dessen Idee zuerst 
Yarignon 1704 voll und klar erfaßt hatte: man verwandelt nämlich die 
kartesischen in Polarkoordinaten. Diesem einfachen Verfahren verdanken 
ihre Entstehung außer der logarithmischen Spirale (zu der man allerdings 
auch auf anderem Wege gelangt), die hyperbolische und die parabolische 
Spirale und die höheren Grades; femer der Lituus von Cötes, sowie ein 
großer Teil der algebraischen Spiralen. Indem man ein ähnliches Ver- 
fahren auf die gewöhnliche Traktrix anwandte, gelangte B. Cotes (1722) 
auch zur Traktrix complicata. 

Die geometrische Methode des Descartes und Fermat, wenngleich sie von 
dem allerhöchsten und unbestreitbaren Nutzen ist, bietet dennoch unter 
umständen ziemliche Unbequemlichkeiten, die man vergeblich zu leugnen 
oder zu beseitigen versuchen würde: die erste derselben ergibt sich aus 
der Notwendigkeit, daß man immer die Koordinatachsen zu berücksichtigen 
hat, imd zwar als fremde und häufig hinderliche Elemente. Die Versuche, 
diesen Unbequemlichkeiten auszuweichen, gehen bis zum Ende des 18. Jahr- 
hunderts zurück. Dies zeigen folgende Worte, die S. F. L a c r o i x in der Vorrede 
seines großen Traite du Calcul differentiel et du GalcuL intigral (Paris, 1797) 
S. XXV schrieb: „En 6cartant avec soin toutes les constructions g^o- 
metriques, j'ai voulu faire sentir au lecteur qu'il existoit une mani^re d'en- 
visager la Geometrie, qu^on pourroit appeler Geometrie analytique, 
et qui consisteroit a d^duire les proprietes de Tetendue du plus petit 
nombre de principes, par des methodes purement analjtiques, comme 
Lagrange Ta fait dans sa Mechanique a Tegard des propri^t^s de Tequi- 
libre et du mouvement.^' Diese Richtung in der Geometrie, meisterhaft 
innegehalten in den Werken besonders eines Hesse und Clebsch, hat 
schließlich dazu geführt, das Studium der ebenen Kurven mit der Theorie 
der temären algebraischen Formen zu identifizieren: ihr verdanken wir 
fast die ganze allgemeine Theorie der algebraischen Kurven, auf ihren un- 
geheuren Wert hinzuweisen, wäre daher überflüssig. Aber auch sie genügt 
noch nicht vollständig den Wünschen nach Befreiung von der unumgäng- 
lichen Betrachtung solch künstlicher Elemente, wie die Koordinaten sind, 
dem Bestreben eine analytische Geometrie zu besitzen, die ausschließlich 
mit Elementen operiert, die mit der zu untersuchendenden Kurve in engem 
Zusammenhange stehen. Diesem Bedürfrisse zu genügen, versuchte Leibniz 
mit seiner Charaderistica fieometrica^ und dies gelang H. Graßmann durch 
den in seiner Ausdefimmgslehre enthaltenen geometrischen Kalkül. Dies zu 
erreichen waren auch diejenigen bemüht, die eine Kurve durch eine Glei- 
chung darzustellen suchten, in welcher keine künstliche Elemente, sondern 
nur solche vorkommen, die mit der Gestalt der Kurve zusammen- 
hängen, wie Bogenlänge und Krümmungsradius. Die Anfänge dieser 
Methode sind schon mehr als ein Jahrhundert alt, und schon 1798 be- 
merkt Lacroix im U. Bande des vorhin rühmlichst erwähnten Tratte, 
nachdem er davon eine Anwendung gemacht hat (S. 392): „cette maniere 
de presenter Tequation d'une courbe, est remarquable en ce qn'elle n'em- 
ploie que des quantites absolument inh^entes a la courbe propos^e et 
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qa'elle ne laisse dWbitraire que le choiz da premier point." Andere 
Beitrage für denselben Gedankengang liefern die beiden Werke Ton 
K. C. F. Krause und A. Peters, die wichtigen Abhandlungen von Whewell, 
Onnen nnd anderen^). Derjenige Geometer aber, dem dieser neue Zweig 
der analytischen Geometrie einen Kanon von Gesetzen verdankt, die einen 
richtigen Gebrauch desselben sichern, ist E. Cesaro, der dieser Disziplin 
(die er NcUürliche Geometrie nannte), zunächst eine Reihe von Abhandlungen, 
und dann ein vorzügliches Buch widmete, das 1 901 auch in einer deutschen 
Bearbeitung von G. E^owalewski erschienen ist. 

Wir haben auf diesen neuen Zweig der Geometrie besonders deswegen 
hiDgewiesen, weil aus ihm die Entdeckung vieler spezieller Kurven und 
Eigenschaften schon früher bekannter Kurven hervorgewachsen ist, femer 
aber auch, weil er ein Mittel bietet — ähnlich dem von Varignon ge- 
lieferten — um wieder neue Kurven zu erhalten; man braucht nur in der 
Gleichung irgend einer Kurve die kartesischen oder Polarkoordinaten ganz 
oder teilweise durch natürliche Koordinaten zu ersetzen, um aus jener eine 
neue Kurve abzuleiten. Es möge auch nicht verschwiegen werden, daß 
in vielen Fällen die natürliche Gleichung einer Kurve ganz von selbst 
zu Verallgemeinerungen führt, zu denen man wohl nie auf anderen 
Wegen gelangt sein würde; die Stemkardioiden, die Pseudozjkloiden, 
die Pseudotraktrix und die Pseudokatenarien mögen zum Nachweise dafür 
dienen. 

An diese Erzeugungs- oder Verallgemeinerungsarten analytischer Natur 
schließen wir diejenigen an, die in der Anwendung einer vorher bestimmten 
geometrischen Transformation auf eine gegebene Kurve bestehen, und wollen 
wir unter diese auch jene rechnen, die einer Kurve ihre Evolute, Evolvente, 
Parallelkurve, Badiale, Brennlinie oder Fußpunktkurve oder ihre Differential- 
oder Integralkurve') entsprechen lassen. 

Erwähnen wir schließlich noch die Untersuchung der Kurven, die durch 
eine geometrische Transformation wieder in sich selbst übergehen, so haben 
wir damit die Aufzählung der wichtigsten Wege erschöpft, auf denen die 



1) Wer sich spezieller hierüber informieren will, nehme den trefflichen 
Bericht über den gegentoärtigen Stand der Lehre von den naturlichen Koordinaten 
von £. Wolf fing zur Hand (Bibl. math. 8. Ser. l, 1900). Einen Zusatz dazu findet 
man bei E. Söb, Zimt Geschichte der nat Geometrie (Id. VI, 1906). Nicht uner- 
wähnt möge bleiben, daß die Frage nach natürlichen Koordinaten schon 1802 
von Krause in seiner Inaugt/^raMissertation (Jena^ aufgeworfen wurde. 

2) Es sei hier auch darauf aufmerksam gemacht, daß man die Untersuchung 
der Intregralkurven einer Differentialgleichung erster Ordnung auch ohne vorherige 
Integration der Gleichung ausführen kann durch Methoden, die wir Poincar^ 
▼erdanken und die wir dargelegt finden im III. Bd. des Trait^ d'analyse von 
E. Rcard (Paris, 1896} S. 198ff. sowie in dem Aufs, von P.Painlev^, Gew&mliche 
Differentialgleichungen; Existenz der Löswngen (Enzyklopädie d. math. Wiss. 
Bd. U, S. 189 ff.). Andere Einzelheiten über diesen Gregenstand finden sich in 
der Abh. von C. F. E. Björling Über singulare Punkte der geu?Öhhlidien 
algebraischen Differentialgletdiungen erster OrMiung und ersten Gtades (Arch. f. 
Math. Phys. II Ser. lY 1886); dann in verschiedenen Abhandlungen von 
W. vonDyck, deren neueste im XXY. Bd. der Äbh d. K. Bayr. Äkad. d. Wiss. 
(München 1910) erschienen ist; endlich in drei Arbeiten von W. Büchel in den 
Mitt. d. math. Ges. Hamburg (Bd. lY) und im Jahresber. der Realschule in Eppen- 
dorf bei Hamburg (1906). 
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Gelehrten an der Aufstellung und Erforschung der reichen Scharen spezieller 
ebener Kurven gearbeitet haben, und die jederzeit von allen denen beschritten 
werden können, die ihnen nacheifern wollen. 

Aber gerade die beträchtliche Ausdehnung, welche diese Scharen langsam 
und unaufhörlich annahmen, und die große Mannigfaltigkeit ihrer Elemente 
ließen immer dringender den Wunsch hervortreten, sie in eine gute und gesetz- 
mäßige Ordnung zu bringen. Die Klassifikation der Kurven dritter Ordnung, 
die vor mehr als zweihundert Jahren ausgeführt wurde, dann die der Kurven 
vierter Ordnung, sowie die gegen 1750 von Euler und Gramer geschaffenen 
methodischen Bearbeitungen der algebraischen Kurven, bezeugen, wie alt 
dieser Wunsch schon ist. Derartige Arbeiten hat das verflossene Jahr- 
hundert nicht weniger als vier von größter Bedeutung hinzugefügt: zwei 
von wesentlich analytischer Natur, durch Plücker (^1839) und Clebsch 
(1876), die dritte, die man als eklektisch bezeichnen kaxm, von Salmon 
(1852), und schließlich die vierte halb- oder pseudosynthetische von 
Cremona (1862); von derselben Art, aber mehr elementarer Natur ist 
das 1903 erschienene Handbuch von H. Wieleitner. Für eine streng 
synthetische Theorie der algebraischen Kurven haben schon B. de Paolis 
und E. Kötter die wesentlichsten Element« geliefert.^) 

Was uns durchaus noch fehlt, ist eine Theorie der nicht algebraischen 
Kurven, die, wenn sie auch nicht alle bekannten, so doch wenigstens die 
größte Zahl der transzendenten Kurven umfassen möchte; die Lehre der 
panalgebraischen Kurven, die seit 1901 festen Boden gewonnen hat, 
kann als ein erster Schritt in dieser Bichtung angesehen werden. 

Möge das zwanzigste Jahrhundert, gewappnet mit allen ihm aus den 
vorigen Jahrhunderten überkommenen Hilfsmitteln, es dahin bringen, daß 
die allgemeine Theorie der transzendenten Kurven aufhört, ein sehnlichst 
erwünschter und unerfüllter Traum der Geometrie zu sein. Wenn für der- 
artige Bestrebungen die vorliegende Schrift ein Vorbereitungs- und Hilfs- 
mittel sein könnte, so würde der Verfasser für die Mühe, die ihm die 
Abfassung dieses Buches verursacht hat, reichlich entschädigt sein. 

1^ Eine erschöpfende Darstellung des gegenwärtigen Standes der Theorie 
der algebraischen Kurven findet man in dem bezügl. Artikel von L. Berzolari 
in der Enzyklopädie der math. Wiss. 



BerichtigniigeiL und Zusätze. 

Zam ersten Bande. 

S. 58 Z. 17 V. u. lies 192 statt 190. 

„ 68 „11 „ yy „ boude „ bouche. 

„ 117 „ 18 ff 7, ZusatsE: Zu den elliptiBchen Eurren 4. Ordnung; gehört 
auch der Ort der Punkte, die in einer gegebenen Polarität sich in einem be- 
stimmten Abstände Ton den ihnen entsprechenden Greraden befinden. Er hat 
als Doppelpunkte die anendlich fernen der Fundamentalkurre der Polarität, hat 
also einen Berührungsknoten für den Fall, daß diese Kunre eine Parabel ist. 
Die betreffende Kurve wird untersucht im 11. Eap. der Diss. Ton R. Dittrich 
Ähatandsörter im Polarraum (Breslau, 1910). — Auf andere Kurven derselben Art 
stieß K. Brandenberger bei seinen Untersuchungen Über Lamberts flächentreue 
Asfimutalprcjektion (Vierteljahrsschr. d. Naturf. Ges. Zürich Bd. 54, 1910). 

S. 118 Z. 14 V. u. lies ^« statt q^ 

eines Botaüonsparaboloides mit einem KegeL 

F. Gromes statt J. 
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Zusatz: Bei seinen üntersuchimgen über das Pothe- 
notsche Problem auf der Kugelfläche fand A. Wedema jer (Astron. Nachr. 1909), 
daß die Gassinische Kurve auch definiert werden kann als der geometrische Ort 
für die xmter demselben Winkel erfolgenden Schnitte aller Kreise, die man über 
den Diagonalen eines Rechteckes als Sehnen konstruieren kann. 

S. 232 Z. 2 V. o. Hes ^ statt ^-. 

yy 280 „ 3 — 8 sind so zu modifizieren: Die „Übergangskurve" ist Ton 
der zehnten und die Flachpunktskurve Ton der achten Ordnung; in speziellen 
Fällen des gleichschenkligen Kurbelmechanismus erhält man die letztere aus 
der „Polkurve" durch die konforme, durch if ^ z^ definierte Transformation; 
immer hat sie die festen Ecken des Gelenkvierecks zu Doppelpunkten und die 
Kreispunkte zu yierfachen. 

S. 280: Schluß des Kapitels: Eine andere mit den Gelenkvierecken yer- 
knüpfte Kurve ist Ton J. Gar d in aal in der Abb. Swr une courbe plane de hmtihM 
degrie (Arch. Teylor 11. Ser. 12. Bd., 1910) eingehend untersucht. 

S. 286 Z. 3 T. u. lies dans ^pure statt espace. 
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S. 406 Z, 7 u. 12 V. u. lies OC statt BC. 
„ 463 „ 4 V. o. lies ii-y-^*4.... „ q\ 

472 „ 3 „ U. „ 2^"C0BncD „ 29n. 

(2a)« 



n 



473 „ 2 „ 0. „ i^ „ (2a). 



474 „ 8 



d(f dg 



99 ^'^ » ^ ?7 ?> » ^ »1 ^ß, 

„ 481 „ 1 „ „ „ P*-yC08«-^ „ COS«. 

^y 485: Znsatz: Die Lissigonsschen Kniren sind besonders fOx den Fall, 
daß sie algebraisch sind, xmtersncht worden, aber anch im entgegengesetzten 
Falle erfreuen sie sich bemerkenswerter Eigenschafben. Um diese nachzuweisen, 
beachten wir, daß die Gl. (1) S. 482 zeigen, daß die kartesische Gleichung der 
entsprechenden Kuxre lautet 

i(arc.mj-r)-^(»rc.m|-*). 

Nun folgt hieraus 

dy^ mVa«- dg« .^. 

woraus sich ergibt: Die Berflhrungspunkte der yon dem Punkte P(so, y^) an die 
unendlich vielen, allen möglichen Werten der Eonstanten 7, d entsprechenden 
Kurven (1) gezogenen Tangenten liegen auf der Euxre 4. Ordnung 

y--yo ^ w|/^«-a;« ^ßj 

Demnach sind die transzendenten Liss^jousschen Kurven panalgebraisch. Die 
durch (B) dargestellte Kurve hat P als Doppelpunkt, liegt P aber auf einer der 
Geraden d? — ± a, y » :f- &, so wird P eine Spitze ; wenn aber a^-< | a \ und y^-< | h |, 
oder x^ >• I a I und y« > | & |t bo "^i^ -P ^i» Knoten, andernfalls ein isolierter 
Punkt sein. AUe Kurven (JB) haben vier reelle unendlich ferne Punkte gemein- 
sam, die entsprechenden Asymptoten haben die zusamenfassende Gleichung 
m* {x — x^y — n^ (y — y^y '^ 0^ sie laufen somit in P zusammen und haben von 
den Konstanten a, b unabhängige Bichtungen. 

Diejenigen Tangenten der betrachteten Kurven, die mit der dg-Achse den 
Winkel X bilden, liegen auf der Kurve 



w'yg'— flg* sinl 
"i^iySTZ^^cosI' 
also auf der Hyperbel 

m* cos* l'X*^n* sin* i«y* = m*a^ cos* l — n*b* sin* X, 

diese hat die Koordinatachsen zu ihren Achsen, und weun man ihre Halbachsen 
p und q nennt, so hat man 

1 w* cos* X 

jp* i»*a*cos*X — n*6*sin*l 

1 ^ n*sin*X 

g* " m"a*cos*X — n*6* sin*X* 

daher besteht zwischen ümen die Beziehung 

Lo r Im, mMne Karren. S. Aufl. II. 24 
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die unabhängig Ton m und n ist. — Die Quadratur der Kurven läßt sich 
elementar ausführen; man hat nämlich 

J 2 l m—n m+n J ' ' 

nicht aber gilt dasselbe Ton der Rektifikation. 



Zum zweiten Bande. 

S. 39 Z. 14 y. o. lies 2nyca statt a. 

„ 100 „ 18 „ u. jy Wolstenholme statt Woistenhohne. 

S. 123: Zusatz: Während des Druckes erschien die £tude g^ometrique 
des roulettes planes et sph^riques, von Haton de la Goupilli^re 
(Paris, 1910) eine wichtige Monographie, in der alle bekannten sowie einige neue 
Eigenschaften der allgemeinen Trochoidalen in einheitlicher und eleganter 
Methode bewiesen werden. 

S. 147 Z. 13 — 18 sind wie folgt zu modifizieren: 

.=r-=?Ä== (6) 

da nun aus den Gleichungen R^tp (^), / ea^((f) — c 

J 9>W 

Ä-^ ■ . (6) 

folgt, so ist die natürliche Gleichung der in Rede stehenden Kurve das Resultat 
der Elimination von ^ aus (6) und (6) ; man kann daher das System (5), (6) als 
eine natfirliehe parametrische Barstellang der Knrre betrachten. 

S. 148 Z. 16 lies: aus den Gleichungen B.^^B,-^y b^ — U^ 

statt: wenn man . . . setzt. 

„ 149 „ 6 V. O. lies im Nenner ^^-^ „ ^• 

„ 149 ,, 9 „ „ ;, „ „ ^'\5^/ " ^' 

173 „ 1 „ n. „ Kieyer „ Kelyer. 

207 „ 5 „ o. „ 280 „ 281. 

) ^ )9 9} V ***l — i — ll ^ 
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77 



273 



ds 



, „ _ s= , 

^ a«i 1 — ^ 



yj 289 ;; 13 „ yy Zusatz ! Hicrdurch lassen sich dann die Parallelkurven 
der Kardioide ableiten, wie es 0. Losehand getan hat und die im allgemeinen 
Kurven 16. Ordnung und 12. Klasse sind. 

S. 315: Zusatz: L. Brande hat noch gefunden, daß die Fußpunktkurve 
einer Kissoide in bezug auf einen Punkt der Achse eine Kurve 6. Ordnung ist, 
aber vom Punkte (-f 8r, 0) aus eine Kardioide. Femer: Die Fußpunktkurve 
der Neilschen Parabel y'»«' für den Anfangspunkt als Pol lautet 8^y"(a;'4-y') 
— ^^x^'^a^ ist also eine Kurve siebenter Ordnung. 

S. 333 Z. 4 y. U. lies 1889 statt 1899, 
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Yieta II 20 
Yietor 11 97 
Yillapaudo 380 
Yincent 194 274 
Yincentio s. Gregorius a. 

St.Y. 
Yinci, Leon, da II 241 
Yiviani 819 880 
Yogel II 176 
Yölker n 837 
Yries, de 108 128 124 182 

216 289 247 



Wallace 4 

Wallis 43 44 804 806 307 

811 318, n 21 46 74 80 

81 82 
Walton 440 442 
Walter II 214 
Wagner 401 
Wangerin 211 
Wantzel 418 422 
Waring 100 419, II 128 
Wasserschleben 894 
Wasteels II 206 222 
Watson 41 
Watt 274 
Weber 16 
Wedemayer II 368 
Weierstraß 166, II 176 
Weißenbom II 98 94 801 
Weitz II 206 
Welsch 227 289 
Weltzien 247 486 



Werth II 288 

Wetzeil II 98 

Weyer II 62 

Weyr E. 28 29 164 219, 

II 220 808 
Whewell 198, II 21 214 262 
Whittenmore 11 
Wickersheimer 144 
Wieleitner 48 80 148 219 

227 231 238 291 486 

487, ü 72 118 219 280 
Wiener 19, II 42 66 97 

108 106 176 
Wiman 106 
Winkler 476 
Wirtz 168 166 
Withworth II 61 
Witt 826 
Wittstein 380 
Wölffing Vm 12 844, II 26 

34 92 94 119 142 160 

156 281 
Wolf II 94 
Wolfram 11 62 
Wolstenholme 164 268, 

U 1(0 118 327 
Wren II 74 80 

Young Mrs. 293 

Zahradnik 29 40 42 47 

163 169 219 360 
Zehme II 106 
Zenner I[ 183 
Zenthen 102 182 
Zimmermann II 326 
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Die Nummern bedeuten die Seitensahlen; tot die des sweiten Bandes ist eine II gesetzt. "Wenn 
mehrere Seitenzahlen angegeben sind, ist die Stelle, wo der Gkgen«tand baupts&ohlioh behandelt 
wird, fett gedruckt. Mit Ausnahme von Kurve, vrelohe« überall durch K. abgekttrst ist, saohe man 
den Artike. unter dem Hauptworte, s- B. Archimedische Spirale unter Sp., aber Eulersohe Kurre 
unter E. Nach Eigennamen benannte Formeln und Sätse suche man vermittels des Namenregisters. 



Aberrationsk. TI 224 

Abgeleitete E. II 228, (nach 
Völker) n 287 

Abszisse prop. einer Potenz 
des Bogens II 142 

Acampta II 801 

Achse einer £. 416 

Axialsymetrische E. 416 

Achterk. 187 

Aclasta II 301 

Acnodale 19 

Additions-log. E. II 173 

Adiabate 316 

Agnesische E. 87 

Ihrenk. 367, II 103 

Ala 62 

Alyseide II 207 

Alyssoide II 189 

Anacampis 324 

Anaklastische E. 175, II 301 

Anaklinoide II 209 

Anallagmatiscbe E. 426 

Angelpunkt 447 

Anguinea 20 28 

Anharmonische E. II 181 

Antevolate II 66 

Antikaustik II 276 

Antiloga II 230 

Antiradiale 11 298 

Antizoma 349 

Apienne 203 

Aplanetische £. 176 

Äqnidistante 11 279 866 

Äqoipotentialk. 282 446 

Äqoisokline 290 

Äquitangentialk. 290,11 193 

AraneYden 396 

Arcuiden II 240 

Astroide allgemeine 264, 
projektive 267, reguläre 
266 834 838, II 114 286 
287 305 314, schiefe 265 
286 

Aspekt einer E. 462 

Asymptotischer P. II 2 

Alariphtaloide 288 



Außerordentl. E II 176 
Ausstrahlungspnnkt 460 
Autobole 11 
Autopolare E. 426 
Axoide II 867 



Barozentrische E. U 238 

Barytrope II 143 

Begleitkurye der Cart. 
Parabel 62, der Eissoide 
32, der Zykloide II 81 

B^rardsche E. II 366 

Bemoullische E. II 137 228 

Besace 194 

Bicircloids II 93 

Bizirkulare E. 4*«' 0. 114 

Bicome 114 

Bildk. n 240 

Binomialk. n 176 

Binomische E 317 

Bimförmige E. 202 

Blatt Cartesisches 52 86 
88, verallgemeinertes 69 
394, parabolisches 93, 
geometr 869 

Bogen prop. einer Potenz 
der Abszisse II 142, der 
Erümmung II 70, dem 
Vektor II 61, dem Lo- 
garith. des Vektors U 201. 
Andere Beziehungen n 
216 

Boltzmanns H-E 11 177 

Botanische E. 369 

Brachistochrone II 87 

Brennlinien II 300 

Brennpunkte 83 120, II 1 
225 



(Siehe auch K und ZI) 
Caporalische K 104 
Capricornoide 287 
Gartesische E. 183 
Gassinische E. 208, II 368 



Gassinoide 209 mit n, 
Brennp. 348 446 

Gatenaria II 204 

Gaustique polaire 81 

Gayleys Sextik 263 480 

Geinture 348 

Gesärosche E. U 142 

Ghasles* Eubik 19 

Ghordalen 409 

Gissoide s. Eissoide 

Glebsch'sche E. 103 

Glelien 358 

Gompas Schwarzbard II 101 

Gomplex (E. 3. 0.) 18 

Gomoide 287 

Gorolla 272 366 

Gosinusk. II 14 

Gotangensk. II 16 

Gourbe atuptique 97, an 
ventres 4'23, ä sauter II 
129, dMgalargument 446, 
des medianes 386, du 
diable 101, ä longue in- 
flexion 274, des puissances 
844, du chien 241 

Gremonasche E. 104 

Gurva catoptrica 376, 
descensus aequabilis 311, 
reciproca II 230, Schoo- 
tenii 66 

Guspidal (E. 3. 0.) 19 

Gyclogene 462 

Gyklische E. s. Z 



Darbouxsche E. 362 
Debeaunesche E. II 182 
Deferente 429 
Delaunaysche E 11 128 

125 298 
Delisches Problem 8 186 

382 
Deltoid 462 
Deuterique 11 
Dittome 11 
Diattomene 11 
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D^velopp^e ^qnilat^rale 271 
Derivationsk. 11 S29 
Developpoiden II 261 
Diakanstik U 801 
Diametralk. II S68 
Differentialk. IL 329, nach 

Hochheim II 885 
Differenzenspirale 11 68 122 
Dilatation II 279 
Direktrix der Eegelschn. 11, 

der Gleitk. 264 
Doppeleilinie 878 887 
Doppelherzk. 194, II 866 
Doppelroulette II 97 
Doppelsinnsk. II 17 
Doppel Bpirale II 69 
DoppelverhältniB 12 
Dreiblatt schiefes 168, 

Cramersches 171, gerades 

170, gleichseitiges 866 
Dreieckige E. 872 875 878 
DreiecksK. 846 
Dreieckspotentialk. II 182 
Dreispitzige E. 4. 0. 162 
Dreiteilung d. Winkels 186 

142 160 888 
Duplikatrix kubische 08 

887, von Montucci 172 
Durchmesser 416 



Ebene u. körperl. Orter 1 6 

Efeublatt 872 

Efeulinie s. Eissoide 

Eiförmige E. 872 

Einfache E. 876 

Einsame Welle II 219 

Elastizitätsk. II 218 

Elektromagnetische E. II 
220 

Ellipse 9 11 112 186 
264--264 888, sowie in 
allenEap. desYII. Abschn. 

Ellipse des Fagnano (gleich- 
seitige) 11 

Eilipsograph 195, II 112 

Elliptische Funktionen- 
Darstellung II 129 

Elliptische E. 4ter Q. 101 
114, II 868 6terOrdn.261 

Ennakardioiden 458 

Enveloppe Roulettes II 124 

Ephelix II 128 

Epiellipside II 127 

Epizyklograph II 98 

Epiepicycloide n 123 

Epicykel II 92, höhere 128 

Epizykloide II 92 95 152 
259 265 804 811 285 295 

Equilateren 857 



Eulersche E. 458, 11 150 

Evolute n 248, ähnl. d. 
Originalk. II 122, höhere 
II 256, elliptische II 276, 
Quasi-Eyol. II 267, Hal- 
phensche II 276, ideelle 
des Punktes II 72, ver- 
allgemeinerte ü 261 

Evolutoiden II 261 

Evolutionstheoretische E. 
II 222 

Evolvente 11 248. eines 
Punktes 252, nte E. einer 
E. 266, vsrallgemeinerte 
261, unvollkommene 271, 
Elliptische 276 

Evolventoiden II 261 268 

Ezponentialk. II 158 

Feuille double 170 

Fibre moyenne II 857 

Fehlerk. II 178 

Flachparabel 816 

Flachpunkt-E. 280 

Fleur de Jasmin 58 

Fliehkarve II 241 

FJores geometrici 859 

Fokale v. Quetelet 59, 
reguläre 62 

Fokalk. 84 

Fokalsextiken 258 

Focales ä neuds 62 

Foliate 65 

Foliate curves 859 

Folium B. Blatt 

Fundamentalpunkt 118 

Fußpunktkurve II 811, 
der Parabel 89 50 67 76, 
d Ellipse U.Hyperbel 185, 
des Ereises 147, der drei- 
sp. Hypozykloide 167, 
Brocardsche 178, der 
Astroide 272, der Ear- 
dioide 264 480, der Lem- 
miskate 481, der log. 
Spirale TL 68, der Zy- 
kloiden n 109, der Ereia- 
evolvente II 118, der hy- 
perb. Spirale 11 208, an- 
dere spezielle IL 814, suk- 
zessive n 819, negative 
U 321, neg. der Parabel 
91; F. in Bez. auf eine 
andere E. 328, von glei- 
chem Inhalt mit der Evo- 
lute 226 

Gegenk. H 848 
Gegenfufipunktk. H 811 



Gteiserscbe E. 108 
(Geometrie des Zirkels 6 
Gerade 1, Eulersche, Pas- 
calsche 4, Simsonscbe 4 
* 168, isotropische 88; als 
Sinusspirale 470, als Abb. 
der Zykloide H 76, als 
Hypozykloide H 111, als 
Radiale H 296, als Zwi- 
schenevolute n 274, — 
magische Gleichung der 
G. n 255, Wallacesche 
4 158 
Gewölbelinie II 208 
Gleichgewichtsk. E 221 
Gleitk. 266 
Glisette 266 

Glockenförmige E. 18 II 178 
Gravitationsk. 816 
Gutschovensche E. 200 



Halphensche E. 128 

Halysische E. 467 

Handbuch aegyp tisch es 6 

Harmonische E. 68, U 14 

Harmonische Schlinge 70 

Hauptpunkt 83 

Heliz Baliani H 47 

Hemicycle 194 

Hermitesche E. 801 

Herpolhodie 11 217 

Herzk. (Eardioide 158) 871 
872 

Hessesche E. 25 

Homologisch- harmonische 
E. 412 

Höpitals Eubik 90 

Huit 187 

Humbertsche E. 106 

Hundek. U 241 

Hypepizykloide II 128 

Hyperarithm. E U 853 

Hyperbel 8 51 113, H 121, 
gleichseitige 12 127 186, 
hyperoskulierende 248, 
kubische 24, höherer 
Ordn 816 445, TL 289, 
Holzmüllersche 446, me- 
solabische 319 

Hyperbelfunktionen 828, 
U 205 

Hyperbelquadratriz TL 34 

Hyperbola, ambigua con- 
vergens usw. 20, meso- 
labica 819 

Hyperbolische E. 820 

Hyperbolische Spirale TL 55 
208 

Hyperbolismus 20, 81 
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Hyperboloiden 816 
Hypercykel 854 
Hypercyklische E. 488 
Hypercykloiden II 121 
Hypergeometr. K 11 147 

868 
HypeiharmoniBche E 868 
Hyper- n. HypokiBsoide 40 
Hypeitrigonometr. E. 11 16 
Hyperreraiera II 865 
Hyposykloiden92,drei- 
Bpitzige 151 854, II 806, 
vieiBpitdge b. ÄBtroide, 
zweiBpitzige II 808 



Indikatrix 234 
Inflexiozisk. 274 
Integiale Eolenche 467 
Integralk. U 882 
Intenzendente E. n 1, i. 

Parabel n 180, i. binom. 

E. 847 
Invariante der E. 8. 0. 16 
InyerBe, der Eegelschn. 

186 189, d. Parabel 47, 

d. Hyperbel 216, d. bizir- 

knlaren E. 4. 0. 120, d. 

Strophoide 66, der log. 

Spirale II 68, d. Ereis- 

evolyente II 202 
InverBion 429 
Inverflionsk. 11 826 
Inyolnte II 248 
Irrlinien 451 
iBOchrone 811, Yarignon- 

Bche II 60, parazentnBohe 

II 215 
iBocyklotomiBche E. 890 
iBodynamiflche E. 461 
Isogonale E. 858 
iBOgone Linie 284 
Iflophane 426 
iBoptische Linien 181, E 

Iflotele n 866 
Isotrepente E. II 181 
laotropische Gerade 82 
Isotropische Euxre 488 



JefabekBche E. 201 



K&ferk. 272 

Eampyla 888 885, U 296 

EanoniBcbe Form d. E. Bux 

0. 18 
Eappa-E. 196, n 88 297 
— projektive 199 



Eardioide 67 158, 11 112 
808 809 870, vom Grade 
2n 461 

EardioidenfÖrm. E. 151 

EatakauBtik 11 301 

Eataklinoide II 209 

Eataspirika 82 

EaoBtik II 800, sekundäre 
808 

Eanstikoide II 809 

Eegelschnitte 8 108 112 
nsw., s. aach Ellipse etc. 

Eettenlinie II 126 189 
192 208 238 296 806, 
gleichen Widerstandes 
209 296 299, mit 2 Nasen 
n 208, ellipt., hyperb. n. 
parab. 125 Evolute der U 
286, als Brennlinie 806 

Eiepertsche E. 480 

Eissoidalk. 47 

Eissoide des Diokles 86 
67 89, n 186. Verallgem. 
46, schiefe 46 62, i^ 
Ordn. 207 

Eleeblatt 169 

Eleinsche E. 105 107 

Elinoiden II 209 

Elothoide II 70, Evolute 78 

Eniekorve 280 

Enotenk. 199 

Eochleoide 186, II 80 57 

Eohlenspitzk. 226, II 886 

Eollinearitätsbedingung 16 
110 

Eomplexe E. 876 

Eonchale 204 

Eonchoide deB Nikome- 
des 51 816, Yarignons 85, 
schiefe 145, Eülpsche 200, 
parabolische 52, Slnsesche 
74 86, Yerall^emeinerang 
148, des Ereises 144, der 
Archimed. Spirale II 44, 
der Fermatschen Sp. n 50 

Eonchoidalen 144, der hy- 
perb. Spirale II 58, der 
Eorolla 278 

Eonchospirale n 69 

Eox^ugierte E. II 840 

Eontrapedale II 814 

Kon Volute des Ereises II 149 

Eoordinaten natürliche 12, 
II 250, Yerwandlungen 
n 228 

Eoppelk. 278 279 280 

EoBekanslinie II 16 

Eosinuslinie II 14 

Eotangensk. H 15 

Eraftlmien II 221 



Eranioide 285 

Er eis 4 6 7 86 88 119 
466, höherer Ordn. 821. 
II 140 

Ereiselk. 208 

Ereisevolvente 11 48 114 
117 152 170 

Ereiskonchoide 146, höherer 
Ordn. 898 

Ereispunkte 7 

Ereispunktk. 84 

EreiBringschnitte 124 

Ereisringprojektion n 282 

Eremphut 152 

Ereuzk. 227 886, E 886 

Erieohk. II 129 

Erümmung prop.dem Bo- 
gen II 70, umgekehrt 
Srop. d. Bogen II 64, prop. 
. Diff. zw. Eonstante u. 
Abszisse E 218. prop. d. 
Anomalie 471, prop. einer 
Potenz d. Bogens E 72 

Erümmungsradius Pro- 
jektion auf d. Normale 
konstant E 220, prop.d. 
EubuB doB Yektors 220, 
ffleich d. Polarsubnorma- 
len II 65, prop. einer Pot. 
d. Bogens E 72, doppelt 
Bo groß wie die Normale 
E 86, mittlere Prop. zw. 
Ordinate u. Eonst. tl 88, 
prop. d. Yektor E 150, 
der Subnormalen 144, 
dem Abst. d.Tanff. E 151, 
Yerh. zur Normfden kon- 
stant E 187, Produkt in 
die Norm, konstant E 146 

ErümmungsBchwerpunkt 
E 817 

Eukumaeide 68 

Eurven8t«rOrdn. 14, zir- 
kuläre 82, einfache, ge- 
mischte Eonchoidale 96, 
orÜiische 24, rationale 25, 
weitere Beispiele 810 811 
824, E 880 886 837 

Eurven 4*«f Ordn. W, ra- 
tionale 107, bizirkulare, 
elliptische 117, dreispitzi- 

fe 162, mit BerührunffB- 
noten 196, mit 8 In- 
flexionslmoten 214. Wei- 
tere Beispiele 812 826 
884 
E. 5tar Ordn. 286, rationale 
258, von EegeUchnitten 
abgeL 289. Andere Bei- 
spiele 885, E 824. 
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K. 6*» u. 8*« r d D. 250, von 
EegelschiLabgel 264 JI838 
FokftiBextiken 258 289 ff. 

K. 7ter Ordn. 288, 486, II 
870, 9t« 296, löter 294, 
26ter 297 

Enryen beliebiger Ordn. 
899, mit n Bäuchen 423, 
II ISl 200, gleicher Po- 
tenz 4S6, algebraisch rek- 
tifizierbare 487, durch 
bestimmte Funktionen 
rektif. 458, ihren Evo- 
luten ähnlich U 122 266 
260, ihren Evolutoiden 
ähnl. n 268, ihrer Paral- 
lelproj. ähnl. II 160, aus 
xmendl. vielen Ovalen be- 
stehend n 240, eine ganze 
Fläche ausfüllend II 178 

Eurvenpol II 266 

Lam^sche E 828 
Lace d'amour 108 
Laufmusterk. II 214 240 388 
Lemnisceros 108 
Lemniscoide 274 
Lemniskate allgemeine 
208, Bemoullische 49 126 
184 208 215 279, II 278 
815, Boothsche 48 184 
144 279, projektive 226, 
höherer Ordn 446, 2. Art 
n 888, von Gerono 167 
Lemniskatoide 184 
Lemniskatrix II 17 187 
Limacon de Pascal 149 
Lineu, Geom. d. L. 8, Par- 
allelschienen - L. 4 
Linienkoordinaten II225 284 
Liss^joussche E. 482, II 869 
Lituus n 61, 60 
Logarithmische E. U 

168 806 
Logarithmoide II 240 
Log.-Sinus-E. II 174 
Log. Spirale II 60 260, log. 
Selbstevoluten 66 log. 
Doppelspirale 11 69, log. 
Lemniskate 172 
Logocyklika 69 62 
Logistica II 168 
Longitudinalachse 11 856 
Longitudinale 11 209 
Lozodrome 11 61 219 
Lürothsche E. 108 



Magische Gleichung der Ge- 
raden n 255 



Magnetische E. n 221 

Mannheimsche E. II 281 

Mediatrix 879 884 

Menoklinoide 11 209 

Mercatorsche Linie II 186 

Meridiank. des Eörp. v. ge- 
ringst. Widerst. II 216 

Mesochrone II 88 

Miltelfaserk. II 866 

Mittelk. n 365, nach Lai- 
sant 867 

MiUelpunktsk. II 248 

Modulark. 801 

Möndchen desHippokrates 6 

Moulin ä vent 199 

Muldenk II u>12 

MultipHkatrix 879 884, 
II 296 

Multisektor 4<i6 

Muschellinie, Dürersche 
136 228, Nikomedische 
136 



Natürliche Eoordinaten II 
280, Obergang zur kar- 
tesischen 156 

Nebenevolute 86 

Neoide II 44 

Nephroide von Freeth 281 
866, von Proctor II 113 

Nierenk. 281 

Niveaulinien 284 

Noeuds 108 199 

Normalenk. II 889 

Norwichsche Spirale II 146 

n-tomene 11 



Odontograph II 98 
Ogive II 222 
Olistoide 266 
Ophiuride 60 
Optoide 176 
Orbiformen 872 
Orthische E. 8ter Q. 24, 

0. Gerade 88 
Orthogenide 470 
Orthogonalen II 326 
Orthoptische E. 11 826 
Orthozykloiden II 114 
Oval Gartesisches 126 174 

872, Gassinisches 126, 

eigentliches 880, Münger- 

sches 879 
Ozanamsche E. II 26 



Panalgebraische E. II 8 54 
Pankappa 199 



Panstrophoiden 70 

Parabel 8 89 47 60 68 
76 90 190 289 806 868 
864, II 116 139 296 804, 
Quadratur 9, Rektifi- 
kation 807, Fußpunktk. 
60 67, Nebenevolute 86, 
Cartesische 61, virtuelle 
190, höherer Ordn. 808, 
n 140 296, kubische 818, 
semikub. (Neilsche) 810, 
II 287, biquacb»tische 
812, biquadr. kubische 
818, negat. Ordn. 809 

Parabola campanif ormis 
18, cartesiana 61. cubica 
21, cuspidata, nodata, 
punctata 19, pura 18, 
originaria II 117 280, 
parametralis 807 

Parabolische E. 310 

Paraboloiden 808 

Para- Hessische und -Slei- 
nersche II 9 

Parallaktische E. II 826 

ParaUelk. n 279 321 

Parameterdarstellnng 806 

Parameterk 234 

Paranephroide 468 

Parapolare II 6 

Par'stroide 4o3, 11 287 

Parazomale E. 849 

Pascal sehe Gerade 4 

Pascalsche Schnecke 866 
894 147, II 92 117 

Pedale II 814 

Pentadeltoid 462 

Perikaustika 801 

Perikissoide 76 

Perizykloide II 98 

Perlk. 821 

Phvsikalische E. 24, 11 188, 

«, Werte von 6, Irratio- 
nalität 6, Transzendenz 
7, n 61 

Plückersche Eoordinaten 
II 226 

Podoide II 824 

Point sailiant II 176 

Polarkoordinaten 187,11827 

Polarsubnormale konstant 
n 38 

Polhodie II 217 

Polkurve 279 

Polygonale E. 11 178 

Polynome, Geom. der 489 

Polyode 407 

Polytrope E. II 188 

Polyzomalk. 4. Ordn. 188, 
allgemeine 848 
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Potentialk. 440 
Potenzk. 4S4, II 182 
Froportionatrix 380 
Pfleudoährenk. 11 119 
Pseudokatenarie II 192 207 
Pseado - Newtousche Traus- 

formation II 340 
Psendoradialen 11 299 
PBendorhodoneeu 11 119 
Pseudospirale II 72 
PseTidotraktrix 11 192 
Pseudoyersiera 78 
Pseudozykloide od. Paendo- 

trochoide II 119 260 266 
Pteroide 61 
Punktierte E. 11 156 



Quadratrix geometrische 
84, allgemeine Q.-£nrven 
n 18, des Hippias n. 
DinoBtratns 394, II 19, 
Tschimhansens II 24, 
Ozanams 25, eines Un- 
bekannten 26, Fontanas 
27, Nicomedes 27 ; Archi- 
medes Spirale als Q. II 88 

Quadratur des Kreises 5, 
ü 18, d. EUipse 9, d. 
Parabel 9, d. Parabeln 
höherer Ordn. 806, der 
Hyperbeln 821 

Qaasievolnte II 267 

Qnersackk. 194 



Radiale 262, II 289 

Radialk. U 58 

Badlinie II 73 

B a t i n al e £. 8ter Ordn. 24 

25 77, ganze rat. 95; 

4. Ordn. 107 196; 5. Ordn. 

238; 6. Ordn. 258 
Bektifikation d. Kreises 

6, d. Ellipse 11, der K. 

3t«r Ordn. 81, der Parabel 

n. Archim. Spirale II 41« 

älteste einer K.311; dnrch 

bestimmte FxinktioDen 

458 
Befraktionsk. 476 
Beptorien II 129 
Besoltantenk. 11 858 
Bhodoneen s. Bosenk. 
Bibaucoursche K. 11 187 284 
Bichtangsk. 486 II 347 
Bobervabche K. n 841 
BoUesche K. 78 
Bollkunren III 74 98 128 

(Bouletten)! s.a. Zykloiden 



Bosaces, \ 358, II 109 295, 
Bosenk.) vierblätt. 269 272 
Bückblick, historischer 
II 868 



Sandnhrk. 227 

Sauerkleeblatt 372 

Sauveurs Zugbrücke 151 

Schleifenlinie 358 

Schönheitslinie 11 14 

Schraubenlinie II 58 

Schwimmerk. 11 346 

Schwingungsk. 868 

Sekantoide II 15 

Segelk. II 207 

Seilkurve II 204 

Seilspringerk. 11 129 

Seiltänzerk. 112 

Sektorie II 858 

Sektrixk. 86 888 

Selenoide 194 279 

Serpentine Newtonsche 
81, kubische, zirkuläre 96 

Serretsche K. 459 

Sesquisektrix 394 

Sextic Cayleys 250 480, 
Ton Kegelschn. abgel. 
254 262 

Simplex (K. 3t«r Ordn.) 18 

Sinuskurve II 14 

Sinusoide elliptische 
II 18 ; gerade, ungerade 17 

Sinusspiralen 438 465 470, 
II 315 

Sinus versuslinie II 81 

Skarabäen 265 272 866 

Spinnenlinie 11 98 

Spira 124 

Spirale algebraische II 53, 
Archimedische IE 86 116 
118, Götessche 867, Gor- 
nusche ü 71, Galieische 
47, hyperbolische II 55 
118, logarithmische II 60 
153 181 189 259, log. 
Doppelspirale 11 69, höhe- 
ren Grades II 45 298, 
Lam^sche 470, paraboli- 
sche II 50, inyers parabol. 
U 60, Ton Norwich 11 146, 
Sturmsche 147, trigono- 
metrische n 228. 

Spiralis logarithm. an- 
gularis n 280, quadrantis 
II 88 

Spirales tractrices 11 68 

Spirische Linien 1S4 

Spitzbogen 11 222 

Spitzparabel 816 



Stammersche K. 367 
Stapes (Bügelk.) 11 226 
Stauroide 226 
Steinersche K. 151 
Steinersche Polygone 29 
Stelloiden 447 
Stemkardioiden 156 
Stemk. 265 
Stimmgabelk. 483 
Steroiden 828 
Strecke 8 

Strophoiden allgemeine 
70 328; gemeine 59 68 
72, schiefe 63, gerade 68 
81, Aoustsche 328 
Strophoidalen 73 
Sturmsche K. II 126 
Subtangente konst. II 155, 
prop. d. Tangente 11 186 
Subtraktionslog. K. II 178 
Summenspirale 11 68 122 
Sumnerscbe Linie II 186 
Symmetrische K. 411 
Synacampta 301 
Synchrone 11 88 
Syntraktrix U 192 
Syntrepente K. II 130 



Talbotsche K. n 818 

Tangensk. 11 15 

Tangente konstant 11 189, 
mittl. Prop. zw. Krüm- 
mungsrad, u. Ordinate 
n 34, ihre Drehung prop. 
der Anomalie 471, dem 
sin des Bogens Ö 215 
prop. d. Abszisse 210 

Tangenteuk. II 839 

Tangentiale II 198 

Tangentialk. II 341 

Tangentielle 11 277 

Tautobaryde II 143 

Tautochrone II 87 

Teilung des Winkels 282 
400, n 18 114 

Teilungsk. 388 

Tetracuspide 828 

Tetrazomale 350 

Teufelsk. 101 

Three-bar-curve 279 

Toroide II 282 

Toupie 203 

Toxoide 93 

Trajektore 11 7, eines Strah- 
lenbüschels n 61 

Traktrix(Traktorie)ni88 
207 288 237, allgemeine 
193, Terlängerte, ver- 
kürzte 189, des Kreises, 



884 



SachiegiBier. 



anoh Tracirix complicata 
oder polaris genannt, 
n 196 802 208 

Traktorie e« Verfolgongsk. 
241 

Transformation Cromo- 
nasche n. de Jonqni^re- 
Bche 897 361, isogonale 
188, Maclanrinsche 87, 
podoidale 11 826, psendo- 
newtonsche n. Roberyal- 
Bche n 841; der Koordi- 
naten n 228 Varignon- 
sche II 229 

Transzendente K. 11 1, ge- 
schlossene 128 

Tr^fle droit 24, eqni- 
lat^rale 92, obliqne 168 

Trepsiklinoide ü 209 

Triade des Menächmns 8 

Triangnlärsymmetr. K 841 

Tricratere 92 

Tridens 21 

Trident des Cartesins 62 

Trifolium droit 170, para- 
bolisches 114, pratense 
291 869 

Trigonometrische K. 11 18 

Trifibteralen 271 

Trinodalen 226 

Trinomische E. 828 841 

Trisekante 228 281 

Trisektrix TonBnrton77, 
▼on Gatalan 91, II 247 
806, Maclanrin 84 90 
166, Longchamps 92 

Tromba II 60 

Trizomale E. 861 



Tschimhansens Enbik 90 
Trochoiden n 74 128 128 
Trochoidale Hüllk. U 124 
142 870 



Cbeiffangsk. 279 
ündmationspnnkt 111 288 
ünicnrya 167 



Yelaria n 207 
Verfolgnngsk. n 241 
Yersicorva 167 
Yersiera 78 

Vierspitzenk. s. Astroide 
Vierspitzenk., Steinersche 

262 
Visiera 28 
Yisoria n l58 



W-Enrven n 178 
Wahrscheinlichkeitsk. 

TT 172 
Wallis' Enbik 21 
Wallissche E. n 174 
Wattsche E. 194 278 
Weddlesche Fläche 104 
Weierstraßsche Funktion 

16, n 288 
Weierstraßsche Enrre 11 1 76 
Wende- | 
Wendeflach- [Parabel 816 
Wendespitz- J 
Wendepunkte d. E. 8ter 

Oxdn. 16 26, d. E. 4. Ordn. 



111, bei transzendenten K* 

n 10 
Windmühle 199 
Winkelteilong 282 400, 

n 18 114 
Winkelscheit 4 
Wanderbare E. 11 46 
WürfelTCrdoppelung 142 
Wurzelknrre 440 



Zirkel, Gteom. des 6 

Zoma 849 

Znglinie 11 189 

Zweiblatt gerades 170, 
schiefes 171 

Zweihom 168 

ZwischenoToluten 11 278 

Zyklische Punkte 7 24 

Zyklische Eurven «-fache 
488, s. auch Epi- n. Hypo- 
zykloide 

Zirkulare E. 24 8tor Q. 82 

Zentrum d. E. 88 

Zykloden 11 262 

Zykloidalen 11 98 

Zykloide gemeine 11 76 
86 189 286 269 278 296 
806; anomale od. Ceva- 
sche 889 , Laisantsche 
elliptische od. hyperboli- 
sche U 90, Fermatsche 89, 
stemtOrmige 109, zir- 
kuläre Ü 112, höherer 
Ordn. II 101 128, pri- 
märe u. sekundäre 11 90 

Zyklometr. Funkt II 14 

Zykloorthoiden II 114 



WIMIV. OF MlCHlCiM.a, 

MAY 20 1912 



, s Druok Ton B. ^ ^^e^^oi^ in Dzetden. 



1 



11 



^ 



Ä 



L 



4- 



k 



v5 



d 



J 



^ w- 



1 

/ff' 



3 

r 






•t. 






•j^ .?ien. 



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 

Boreh Dr. E.^ Professor an der Sorbonne zu Paris, die Elemente der Mathematik. 
In 2 Bänden. Dentsche Ausgabe besorgt von P. Stäckel, Professor in Karlsruhe i. B. 

I. Band: Arilhmetik nnd Algebra. Mit 67 Figuren und 8 TafBln. [XVI u. 4SI B.] gr. 8. 
1808. In Leinwand geb. Ji 8.60. 

II. — Geometrie. Mit 408 Figuren. [XII n. 824 B.] gr. 8. 1909. In LeinW. geb. JK 6.40. 

Captelnuovo^ G-.^ Professor an der Universität Rom, und F. Enriques^ Professor an 
c^er Universität Bologna, Theorie der algebraischen Flächen, gr. 8. 
Geb. [In Vorbereitung.] 

Ce8f»ro. Dr. Ernesto, weil. Professor an der Königl. Universität Neapel, Vorlesungen 
über natürliche Geometrie. Autorisierte deutsche Ausgabe von Dr. Ger- 
hard Kowalewski, Professor an der Universität Bonn. Mit 48 Figuren. 
iVIlI u. 341 S.] gr. 8. 1901. In Leinwand geb. JC 12. ~ 

er, Hofrat Dr. E., Professor an der Technischen Hochschule zu Wien, Ein- 
führung in die höhere Mathematik. Mit 114 Figuren. [Xu 382 S.] gr. 8. 
«909. In Leinwand geb. ^12.— 

tldey, Geh. Hofrat Dr. Fr.» Professor an der Technischen Hochschule zu Darm- 
jtadt, Sammlung von Aurgaben zur Anwendung der Differential- und 
Integralrechnung. In 2 Teilen, gr. 8. In Leinw. geb. 

Teil: Aufgaben xnr Anwendung der Differentialreohnnng. Mit 99 Figuren. 
[V u. 208 S.] 1910. .^ 6.— 

je, Dr. H., weil. Professor an der Universität Prag, die ebenen Kurven 
bitter Ordnung. Eine Zusammenstellung ihrer bekannteren Eigenschaften, 
it 44 Figuren. [XII u. 343 S.] gr. 8. 1871. Geh. JC 7.20 

Dr. F., Oberlehrer an der Egl. Maschinenbauschule zu Einbeck, Leitfaden 
technisch wichtigen Kurven. Mit 93 Figuren. [VIH u. 197 S.] gr. 8. 
•06. In Leinwand ^iC 4c. — 
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les, Dr. F., Professor an der Universität Bologna, Vorlesungen überpro- 
ktive Geometrie. Deutsche Ausgabe von Dr. Hermann Fleischer in 
IHH^. ^nigsberg i. Pr. Mit einem Einführungswort von F. Klein und 187 Figuren. 
XIV u. 874 S.] gr. 8. 1908. Geh. JC 8.—, in Leinw. geb. UK 9.— 

O., undO. Sohlömllch, Lehrbuch der analytischen Geometrie. 2 Teile. 

L Teil: Analytische Geometrie der Ebene von O. Fort, weil. Profesüor an der Tech- 
nlechen Hochschule zu Dresden. 7. Auflage ron Dr. B. Heger, Professor an der Kgl. 
Technischen Hochschule su Dresden. Mit Holzschnitten. [XTII u. 268 S.] gr. 8. 1904. 
Geh. M 4. — , in Leinwand geb. Jl 4.80. 

IL • — Analytische Geometrie des Baumes von Dr. O. Schlömiloh, weü. Kgl. S. Geh« 
Bat a. D. 6. Auflage, von Dr. B. Heger in Dresden. Mit Holzschnitten. [VIII u. 338 S.] 
gr. 8. 1898. Geh. Ji 5.—, in Leinwand geb. M 6.80. 

Q-anter^ Dr. H«, Professor an der Kantonschule zu Aarau, und Dr. F. Rudio^ Professor 
am Polytechnikum zu Zürich, die Elemente der analytischen Geometrie. 
Zum Gebrauch an höheren Lehranstalten sowie zum Selbststudium. Mit vielen 
Figuren und zahlreichen Übungsbeispielen. In 2 Teilen, gr. 8. In Leinwand 
geb. jeder Teil JC ^. — 

L TelL Die analytische Geometrie der Ebene. 7. verbesserte Auflage. Mit 53 Figuren. 
[VIII u. 190 8.] 1910. 

IL — Die analytische Geometrie des Baumes. 4. yerbesserte Auf läge. Mit 20 Figuren. 
[X u. 194 S.] 1908. 

Graßmann, Dr. H., Professor an der Universität Gießen^ projektive Geometrie 
der Ebene. Unter Benutzung der Punktrechnung dargestellt. In 2 Bänden. 

I. Band: Bin »res. Mit 126 Figuren. [XII u. SRO S.] gr. 8. 1909. Geh. «^ 12.— , geb. J£ 13.— 
n. — [Unter der Presse.] 

[Greg^oriuB a. 8t. Ytncentio.] Die Kegelschnitte des Gregorius a. St. Vin- 
centio in vergleichender Bearbeitung. Von Dr. K. Bopp, Privatdozent an der 
Universität Heidelberg. Mit 329 Figuren. [inu.228S.] gr. 8. 1907. Geh. ^10.— 

Loriai Karren II 2. Aufl. 
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Verlag von B. G, Teubner in Leipzig und 

Grundlehren der Hathexnatik. Für Studierende und Lehrer. In 2 Teilea. 
Mit vielen Figuren, gr. 8. In Leinw. geb. 

I. Teil. Die Grundlehren der Arithmetik und Algebra. Bearbeitet von 
E. Netto und C. Färber. 2 Bände. 

I. Bftnd. Arithmetik. Bearbeitet Ton Dr. Carl Fftrber, Professor an der LuiBeaatAdtiseheii 
Oberrealschnle in Berlin. Mit 9 Figoren. [XY u. 410 S.] gr. 8. 1911. Geb. «^9. — 
IL — Von B. Netto in Oie&en. [In Vorbereitung.] 

II. Teil. Die Grundlehren der Geometrie. Bearbeitet von W. Frz. Mejer 
und H. Thieme. 2 Bände. 

I. Band. Die Elemente der Geometrie. Von Profeuor Dr. Hermann Thieme, Direktor 
des Bealgymnasiams in Bromberg. Mit 828 Figuren. [XII u. 89i S.] 1909. Jt 9. — 
IL — Von Frz. Mejerin Königsberg. [In Vorbereitung.] 

Oimdelfiiiger^ Geh. Hofrat Dr. Sieg^mtindy vorm. Professor an der Technischen 
Hochschule zu Darmstadt, Vorlesungen aus der analytischen Geometrie 
der Kegelschnitte, herausgegeben von Geh. Hofrat Dr. Friedr. Dingeldey, 
Professor ebendaselbst. Mit Figuren und einem Anhange^ enthaltend Aufgaben 
und weitere Ausführungen. [VIII u. 484 S.J gr. 8. 1896. Geh. JC 12.— 

Heflter^ Dr. L.^ Professor an der Universität Kiel, und Dr C. Eoehler^ Professor 
an der Universität Heidelberg, Lehrbuch der analytischen Geometrie. 
In 2 Bänden. 

L Band. Geometrie in den Grundgebilden erster Stufe und in der Ebene. Mit 
1.S6 Figuren. [XVI u. 696 8.] gr. 8. 1905. In Leinwand geb. ^14.— 
II. — Geometrie im Bttndel und im Baume. [In Vorbereitung.] 

Hesse, Dr. O., weil. Professor am K^l. Polytechnikum zu München, Vorlesungen 
aus der analytischen Geometrie der geraden Linie, des Punktes und 
des Kreises in der Ebene. 4. Auflage, revidiert und ergänzt von Dr. 
S. Gundelfinger, Professor an der Technischen Hochschule zu DarmstaicU. 
[VIII u. 261 S.J gr. 8. 1906. In Leinwand geb. JC 6.-^ 

Eleln, Geheimer Begierungsrat Dr. F., Professor an der Universität Göttingen, aiAo- 
graphierte Vorlesungshefte. 4. Geh. 

Höhere Geometrie. Ausgearbeitet von Fr. Schilling. Unveränderter Neudruck 1907. --* 

Heft 1 [VI u. 566 8.] (W.-S. 1892/93) 1 „,^-.-n Jt 15 - 
Heft 2 [IV u. S88 S.] (8.-8. 189S) j ""»»a™«» «^ ^^^ 

Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie, eine Rerision der Prinsiijigit. 
Ausgearbeitet von (Conrad Malier. (S.-S. 1901.) Neuer Abdruck 19ü7. [VIU u. 484 S.] ^ 10 . — 

Kötter^ Dr. E.^ Professor an der Technischen Hochschule zu Aachen, die Ent~ 
Wicklung der synthetischen Geometrie. In 2 Teilen. Teil I: Die Ent- 
wicklung der synthetischen Geometrie von Monge bis auf Staudt (1847). A u. d. T. : 
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker -Vereinigung. V, 2. [XXVlUu. 486S.] 
gr. 8. 1901. Geh. JC 18.80. Erschien auch in 2 Lieferungen: 1. Lieferung: 
(1288.) 1898. .^ 4.40. 2. Lieferung: (XXVIII U.S. 129— 414.) lüOl. Jd 14.40. 

V. IiiUenthaly B,., Professor an der Universität Münster i. W., Vorlesungen über 
Differentialgeometrie. In 2 Bänden, gr. 8. In Leinwand geb. 

I. Band. Kurventheorie. Mit 26 Figuren. [VI u. 368 S.] 1908. n. JC 12.— 
II. '— [Erscheint im Herbst 1910.] 

- — — Grundlagen einer Krümmungslehre der Kuryenscharen. [VII u. 
114 S.] gr. 8. 1896. Geh. n. M. 5.— 

Repertorium der höheren Mathematik (Definitionen, Formeln, Theoreme, Literatur). 
Von Dr. Ernst Pascal, Professor an der Universität Neapel. Deutsche Aus- 
gäbe von A. Schepp in Wiesbaden. In 2 Teilen. 2., neubearb. Aufl. gr. 8. 

I. Teil: Analysis. Bepertorinm der höheren Analysiii. Unter Mitwirkung von IL Frioke ao-wie 
£. Pascal, Ph. Furtwftngler, A. Guldberg, H.Hahn, £. Jahnke, H. Jung, A. 
Loewy, H. E. Timerding herausgegeben von Dr. P. Epstein, Professor an der Uni vex^ 
sität Straßburg i. E. I Hälfte: Algebra, DifTerential- und Integralrechnung. [XV u. 5S7 S.] 
1910. In Leinwand geb. J( 10.— 
II. — Geometrie. Bepertorinm der höheren Geometrie. Unter Mitwirkung von £. Paso al 
sowie L. Berzolari, R. Bonola, E. Giani, M. Dehn, Fr. Dingeldoy, E. Knriq^ues, 
G. Giraud, G. Guareschi, L. Heffter, W. Jacobs thal, H. Liebmänn, J. Molle- 
rup, J.Neuberg, U. Perazzo, O.Staude, £ Steinitc, H.Wieleitner und K. 
Z 1 n d 1 e r herausgegeben von Dr. H. £. Timerding, Professor an der Technischen Hocli- 
Schule zu Braunschweig. I. Hälfte: Grundlagen und ebene Geometrie. Mit 54 Figuren. 
[XVI u. 5.H4 S.] 1910. In Leinwand geb. M 10.— 



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 

Biohter, Dr. O., Professor am König- Albert -Gymnasium zu Leipzig, Kreis und 
Kugel in senkrechter Projektion. Für den Unterricht und zum Selbst- 
stuiSum. Mit 147 Figuren. [X u. 188 S.] gr. 8. 1908. Geh. JC 4.40, in 
Leinwand geb. ^^ 4.80. 

Bunge, Dr. C.^ Professor an der üniversit&t Göttingen, analytische Geometrie 
der Ebene. Mit ,76 Figuren. [TY u. 198 S.] gr. 8. 1908. Li Leinwand 
geb. JL 6. — 

Salxnon-Fiedler^ analytische Geometrie des Raumes. Deutsch bearbeitet von 

Dr. Wilhelm Fiedler, Professor am Eidgenössischen Polytechnikum zu Zürich. 

4. bzw. 3., verbesserte Auflage. 2 Teile, gr. 8. Geh. n. JÜtl 24.— , in Leinwand 

geb. JL 26.40. Einzeln: 

I. Teil Die Elemente und die Theorie der Flftohen sweiien Grades. 4. yerbeaterte 
Auflage. Mit Holzschnitten. [XXXIY u. 448 8.] 1898. Oeh. «iC 8.— , in Leinwand 
geb. Jt 9. — . 

n. — Analytische Geometrie der Kurven im Baume, der Strahlensysteme und 
and der algebraischen Fl&ohen. S. Auflage. Mit Holasohnitten. [LXXn n. 686 S.] 
1880. Geh. ^16—, in Leinwand geb. J£ 17.40. 

analytische Geometrie der Kegelschnitte mit besonderer Berück- 
sichtigung der neueren Methoden. Nach George Salmon frei bearbeitet von 
Dr. Wilhelm Fiedler, Professor am Eidgenössischen Polytechnikum zu Zürich. 
2 Teile, gr. 8. In Leinw. geb. JC }.^,^ Einzeln: 

L TeiL 7. ▼«besserte Auflage. [XXXIY u. 444 S.] 19U7. In Leinwand geb. JL 10.— 
U. — 6. Auflage. [XXIV u. S. 44S— 854.] 190S. Geh. «M 8.—, in Leinwand geb. Jt: 9.— 

analytische Geometrie der höheren ebenen Kurven. Deutsch be- 



arbeitet von Dr. Wilhelm Fiedler, Professor am Eidgenössischen Polytechnikum 
zu Zürich. 2., verbesserte Auflage. [XVI u. 608 S.] gr.8. 1882. Geh. «ä: 11.20, 
in Leinwand geb. JL 12 . 20. 

SohafheitUn, Dr. F., Professor am Sophien-Realgymnasium zu Berlin, synthetische 
Geometrie der Kegelschnitte. Für die Prima höherer Lehranstalten be> 
arbeitet. Mit 62 Figuren. [VI u. 96 S.] gr.8. 1907. Geb. UK 1.80. 

Bchell, Dr. W., weil. Professor am Polytechnikum zu Karlsruhe, allgemeine Theorie 
der Kurven doppelter Krümmung in rein geometrischer Darstellung. 
Zur Einführung in das Studium der Kurventheorie. Mit Holzschnitten. 2. er- 
weiterte Auflage. [VIII u. 163 S.] gr. 8. 1898. Geh. .« 5.— 

Sohoenflies, Dr. A.. Professor an der Universität Königsberg i. Pr., die Entwick- 
lung der Lenre von den Punktmannigfaltigkeiten. Bericht, erstattet 
der Deutschen Mathematiker- Vereinigung. 2 Teile, gr. 8. G«h. 

XTeU. Mit Figuren. [VI n. 851 8.] 1900. ^8.— 
n. — Mit 86 Figuren. [X n. 431 S.] 1908. JiVi.— 

~ — Einführung in die Hauptgesetze der zeichnerischen Dar- 

stellungsmethoden. Mit 98 Figuren. [V u. 92 S.] gr. 8. 1908. Geh. 
.iL 2.20, in Leinw. geb. JL 2.80. 

Sohnr, Dr. F., Professor an der Universität Straßbuig i. E.^ Grundlagen der 
Geometrie. Mit 63 Figuren. [X u. 192 S.] gr. 8. 1909. Geh. JL 6.—, in 
Leinwand geb. n. JC 7. — 

V. Stahl, H., Professor an der Universität Tübingen, u. Dr. V. Kommerell, 
Kektor des Realprogymnasiums zu Nürnberg, die Grund formein der allge- 
meinen Flächentheorie. Mit 1 lithogr. TafeL [VI u. 114 S.] gr. 8. 1893, 
Geh. JC 4. — 

Stande^ Dr. Otto^ Professor an der Universität Rostock, analytische Geometrie 
des Punktes, der geraden Linie und der Ebene. Ein Handbuch zu den 
Vorlesungen und Übungen über analytische Geometrie. Mit 387 Figuren. 
[Vm u 447 S.] gr. 8. 1906. In Leinw. geb. JC 14.— 




Verlag von B. Q. Teubner in Leipzig und Berlin. 

BtaudOy 0,y Professor an der Univer8itö.t Rostock, analytische Geometrie des 
Pttnktepaares, des Kegelschnittes und der Fläche sweiter Ordnung. 
In 2 Teilen, gr. 8. 1910. Geh. u. geb. 

L Band. Mit 181 Figuren. [X n. 548 S.] Geh. M 90.—, geb. JT 82.— 
n. — Mit 47 Figuren. [IV u. 8. 649— 1000.] Geh. «iC 16.— , geb. JC 18.— 

Die Fokaleig-enschaften der Flächen zweiter Ordnung. Ein neues 

Kapitel zu den Lehrbüchern der analytischen Geometrie des Raumes. Mit 
Figuren. [Vill u. 186 S.] gr. 8. 1896. Geh. ^ 7.— 

Btudy^ Dr. E., Professor an der Universität Bonn, Vorlesungen über ausge- 
wählte Gegenstände der Geometrie, ca. 5 Bände von je 10—12 Bogen. 
[Band I unter der Presse ] gr. 8. In Leinwand geb. [In Vorbereitung.] 

Sturm^ Geh. Heg. -Rat Dr. B.., Professor an der Universität Breslau, die Lehre 
von den geometrischen Verwandtschaften. In 4 Bänden, gr. 8. In 
Leinwand geb. 

I. Band. Die Yerwandtsohaften Bwisehen Gebilden erster Stufe. [XII a. 416 8.] 
1906. M 16.— 

II. — Die eindeutigen linearen Yerwandtsohaften awisohenGebilden sweiter 
Stufe. [VIII u. 846 8.] 1908. ./^ 16.— 

m. — Die eindeutigen linearen VerwandtBohaften zwisohen Gebilden dritter 
Stufe. [Vni u. 67i S.] 1909. ^20.— 

rv. — Die niohtlinearen und die mehrdeutigen Yerwandteohaften «weiter und 
dritter Stufe. [X u. 486 S.] 1909. M W — 

Tasohenbuch für Mathematiker und Physiker. II. Jahrgang. 1911. Unter Mit- 
wirkung von D. Hilbert, H Greinacher, G. Hessenberg, 0. Knopf, H. 
Liebmann, W. Lietzmann, H. Reissner, K. Simons, 0. Töplitz, W. 
Wien und R. Ziegel herausgegeben von F. Auerbach und R. Rothe. Mit 
einem Bildnis H. Minkowskis, [ca. 500 S.] 8. In Leinwand geb. ca. M ß. — 

Valilen^ Dr. K. Th., Professor an der Universiföt Greifswald, abstrakte Geometrie. 
Untersuchungen über die Grundlagen der Euklidischen und Nichteuklidischen 
Geometrie. Mit zahlreichen Figuren. [XII u. 302 S.] gr. 8. 1906. In Lein- 
wand geb. JC 12, — 

Vogt, Dr. W.. Privatdozent an der Technischen Hochschule zu Karlsruhe, syn- 
thetiscne Theorie der Cliffordschen Parallelen und der linearen 
Linienörter des elliptischen Raumes. [VIH u. 68 S.] gr. 8. 1909. 
Geh. n. M 2.40. 

Volky £. G., Professor an der Oberrealschule mit realgymnasialer Abteilung zu 
Freiburg i. Br., die Elemente der neueren Geometrie unter besonderer 
Berücksichtigung des geometrischen Bewegungsprinzips. Für die 
oberen Klassen höherer Lehranstalten und zum Smbststudium. Mit 98 zum 
großen Teil zweifarbigen Figuren. [VEI u. 77 S.J gr. ». 1907. Steif 
geh. JC 2. — , in Leinw. geb. JC 2.20. 

Weber. H., und J. Welletein, Encyklopädie der Elementar-Mathematik. 
Ein Handbuch für Lehrer und Studierende. In S Bänden. Mit zahlr. Figuren, 
gr. 8. Geb. 

L Band. Elementare Algebra und Analjelt. Bearbeitet von U. Weber. S. Auflage. 
Mit 40 Figuren. [XYin u. 582 8.] 1909. J( 10.— 

IL — Elemente der Geometrie. Bearbeitet ron H. Weber, J. Wellstein nnd 
W. Jacobsthal. 2. Auflage. Mit 251 Figuren. [XU u 596 S.] 1907. Ji 12.— 

in. -^ Angewandte Elementar-Mathematik. Bearbeitet ronH Weber, J. Wellst ein 
und B. H. Weber (Boatook). Mit 358 Figuren. [Xm u. 666 S.] 1907. JC U.— 

WücBynskiy E. J^ A. M., Ph. D., Research Associate of the Carnegie Institution of 
Washington, Frofessor at the University of Urbana Ills., projective differen- 
tial geometry of curves and ruled surfaces. [VIII u. 898 S.] gr. 8. 1906. 
In Lemw. geb. «^10. — 



